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Vorwort zur ersten Auflage. 

In der yor vierzehn Jahren yon Riemann yeroffenÜichten Schrift: 
,,6rundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer ver- 
änderlichen complexen Grösse^'*) finden sich zwei Gedanken aus- 
gesprochen^ die von fundamentaler Bedeutung sind. 

Während man his dahin bei Behandlung solcher Functionen 
ausging von einem Ausdruck der Function, durch welchen ihr Werth 
für jeden Werth des Arguments definirt wird, erkannte jßiemann, 
dass es f&r viele Untersuchungen zweckmässiger und natürlicher 
ist, die Functionen zu definiren. durch gewisse Jj^hnale ihrer Stetig- 
keit oder ünstetigkeit Wenn dieser Gedanke auch nicht vollständig 
neu ist, sondern in seinen Anfangen weiter zurückreicht, so hat 
doch Riemann zuerst sein volles Gewicht erkannt, und zuerst den- 
selben, entkleidet von aller fremdartiger Beimischung, in allgemeiner 
und zugleich bestimmter Weise ausgesprochen. 

Vollständig neu ist der zweite Gedanke. Die von Gcmss an- 
gegebene Methode, die Werthe einer von einem complexen Argu- 
ment abhängenden Function auf einer Fläche auszubreiten, war nur 
anwendbar auf «inwerthige Functionen. Riemann zeigte, dass die 
mehrweriiiigerx Functionen einer ganz ähnlichen Behandlung fähig 
sind, sobald man Flächen in Anwendung bringt, die aus mehreren 
über einander liegenden, an einzelnen Stellen mit einander ver- 
wachsenen Blättern bestehen, und die, was ihre nähere Beschaffen- 
heit anbelangt, abhängig sind von der individuellen Natur der ge- 
rade betrachteten Function. 

Es scheinen diese Gedanken zu Anfang wenig beachtet zu sein. 
Welcher Wirkung dieselben aber fähig sind, zeigte sich bald und 
in überraschender Weise, als Riemann dieselben in Anwendung 
brachte auf die elliptischen und AbeVschen Integrale, und als es 



*) Doctor-Diasertation. ^öttmgen 1S61. 
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IV Vorwort. 

ihm glückte, in diesen Regionen zu einer Theorie*) zu gelangen, 
die über die früher inne gehaltenen Grenzen weit hinausreichte, 
Vieles aufklärte, was bis dahin dunkel war, und Manches vereinigte, 
was früher getrennt erschien. 

In einem Punkte scheint die Theorie allerdings mangelhaft zu 
sein. Sie zeigt, wie die Umkehrung der AbeVschen Integrale, so- 
bald die Thetafunction einmal bekannt ist, mit Hülfe dieser Func- 
tion bewerkstelligt werden kann; sie giebt hingegen keinen Auf- 
schluss über die innere Nothwendigkeit, welche von den Aberschen 
Integralen zur Bildung jener Thetafunction hinleitet. Doch wird 
dieser Uebelstand ohne Zweifel von selber verschwinden, sobald die 
Biemann'schen Gedanken und die durch sie begründete neue An- 
schauungsweise erst in weiterem Umfange zur Herrschaft gelangt 
sein werden. 

Wie gewaltig nämlich die Erfolge auch sein mögen, welche im 
Gebiet der elliptischen und AbeFschen Integrale durch die neue 
Anschauungsweise errungen wurden, so sind sie doch nur als ein 
erstes Beispiel zu betrachten. Es giebt andere Theile der mathe- 
matischen Wissenschaft, auf welche jene Anschauungsweise wahr- 
scheinlich von nicht minder kraftvoller Wirkung sein wird. 

Dass bisher wenig geschehen, was solche Erwartungen recht- 
fertigt, hat seinen Grund darin, dass die neuen Gedanken^ und dass 
namentlich die mit diesen zusammenhängenden neuen Methoden sich 
noch nicht hinreichend Bahn gebrochen haben. 

Um mich deutlicher ausdrücken zu können, erinnere ich an die 
Differential- und Integral-Rechnung. Die dieser Disciplin zu Grunde 
liegenden Gedanken sind ihrem Wesen nach einfach, an Zahl ge- 
ringe. Um aber diese Gedanken benutzen zu können, bedarf es 
nicht allein ihrer Kenntniss, sondern auch eines sorgfältigen und 
mühsamen Studiums der aus ihnen entspringenden Methoden. Ebenso 
verhält es sich mit der durch Riemann begründeten neuen Dis- 
ciplin. Auch hier liegt eine weite Kluft zwischen der Kenntniss der 
einfachen Grundgedanken und zwischen der Kenntniss der sich an- 
schliessenden Methoden. 

Allerdings sind diese Methoden von Riemann entwickelt, ent- 
wickelt in ansehnlichem Umfange. Wer sie aber aus diesen Ent- 
wickelungen kennen lernen will, hat einen beschwerlichen und steil 
ansteigenden Weg vor sich, von vielfach wechselnder Richtung. 

*) Biemann's Theorie der Aberschen Fanctionen, und drei andere dazu 
gehörige Aofsätze in Borchardt's Journal. Band 64. 
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Vorwort. V 

Eine Yorlesung, die ich im Sommersemester 1863 an der üni- 
yersität HaUe über diesen Gegenstand hielt^ veranlasste mich^ nach 
einem Wege zu suchen, der ein moglicht bequemes und stetiges 
Ansteigen gestattet und der zugleich in massigen Intervallen auf 
ßuhepunkte führt, von denen aus die jedesmal zurückgelegte Weg- 
strecke deutlich übersehen werden kann. Zugleich schien es, falls 
der gewählte Weg die aufzuwendende Mühe lohnen sollte, nothwen- 
dig, von Anfang an ein festes Ziel ins Auge zu fassen, und Alles, 
was zu weit ausser der so bestimmten Richtung lag, vorläufig un- 
beachtet zu lassen. Es darf daher nicht befremden, wenn in dem 
vorliegenden Lehrbuch, welches im Wesentlichen den Inhalt der 
damals gehaltenen Vorlesung ausmacht, Manches fehlt, was an und 
für sich wichtig ist, z. B. fast Alles, was auf die Convergenz der 
Reihen Bezug hat. 

Während ich übrigens in jener Vorlesung nur bis zur Umkeh- 
rung der elliptischen Integrale vorzudringen für angemessen fand, 
bin ich gegenwärtig weiter gegangen, nämlich bis zur Umkehrung 
der hyperelliptischen Integrale. Ausserdem ist in der Zwischenzeit 
auch Manches geändert, was damals nicht anschaulich genug her- 
vortrat, oder nicht hinreichend strenge zu sein schien. 

Meine Darstellung fusst aussdUiesslich auf dem Studium der sdion 
genannten Riemann'schen Abhandlungen. Erwähnen muss ich dabei 
jedoch eines Gedankens, der mir aus Riemann's Vorlesungen durch 
mündliche Ueberlieferung zu Ohren kam, und der auf meine Dar- 
stellung von nicht geringem Einfluss wurde. Dieser Gedanke be- 
steht in der Projection der auf der Sorieantaiebene ausgebreiteten 
Functionswerthe nach einer Kugelfläche hin. Ich habe dieser (wie 
ich glaube nur beiläufig) von Riemann angegebenen Projection noch 
eine zweite (die Projection von der Kugdfläche auf die Antipoden- 
ebene) hinzugefügt; und glaube, dass diese geometrischen Vorstel- 
lungen, obwohl für die Wissenschaft selber unwesentlich, für die 
erste Einführung in die von Riemann begründete neue Disciplin von 
grossem Vortheil sein werden. 

Was im Lauf der letzten Jahre (in directer oder indirecter Weise) 
durch die Schriften von Roch und Prym über Riemann's Vorlesungen 
bekannt wurde, konnte nicht mehr von Einfiuss werden auf das 
vorliegende Lehrbuch, welches damals in Plan und Anordnung be- 
reits eine ihm eigenthümliche und feste Gestaltung gewonnen hatte. 

Als meine Arbeit fast völlig zum Abschluss gebracht war, er- 
schien das schätzbare Werk von Durege, In demselben zeigte sich 



Digitized by 



Google 



VI Vorwort. 

Manches behandelt, was ich ebenfalls bearbeitet hatte. Manches 
auch in helles Licht gestellt, was in meiner Arbeit nur schwach 
angedeutet war oder wohl ganz fehlte. Im Ganzen erschienen Ziel 
und Anordnung des Werkes yon Durege von denen des meinigen so 
wesentlich verschieden, dass ich die Veröffentlichung meiner Arbeit 
keinen Augenblick beanstandet habe. 

Ich glaube, dass die Schwierigkeiten, welche dem Verständniss 
der Riemann' sehen Abhandlungen entgegenstehen, durch das vorlie- 
gende Lehrbuch beseitigt sein werden. Ausgenommen bleibt dabei 
allerdings ein wesentlicher Punkt, welcher in meine Darstellung 
ihrem ganzen Gange nach nicht hineinpasste, nämlich die Darlegung 
und Anwendung des Dirichlefsdien Princips. Das Wesentliche hier- 
über gedenke ich bei späterer Gelegenheit kurz zusammenzustellen. 

Solches ist inzwischen geschehen dnrch eine kleine Schrift, die gegen- 
wärtig (October 1866) im Druck begriffen ist, und die den Titel führt: 
Bas Dirichlefsche Princip in seiner Anwendung auf die Riemanh'schen 
Flächen. 

Basel, Januar 1865. 



Yorwort zur zweiten Auflage. 



Während die erste Auflage nur die Theorie der elliptischen und 
hyperelliptischen Integrale enthält, umfasst die gegenwärtige zweite 
Auflage auch noch die Theorie der allgemeinen AheVschen Integrale. 
Namentlich enthält sie das diesen Integralen zugehörige AbeVsche 
Theorem, und das denselben entsprechende Jacdbi'sche ümJcehrprohlem, 

Bei dieser Ausdehnung des Werkes war es nothwendig, das 
Dirichlet^sche Princip oder vielmehr die aus diesem Princip von Jtie- 
mann deducirten Existenztheoreme mit in den Kreis der Betrachtung 
hineinzuziehen. Da nun das Dirichlet'sche Princip der erforderlichen 
Strenge entbehrt, und vorläufig auch keine Hoffnung vorhanden ist, 
dasselbe [etwa durch irgend welche Modification] dieser Strenge 
theilhaftig zu machen, so entstand die Aufgabe, jene Riemann'schen 
Existenztheoreme, unter Vermeidung des Dirichlet'schen Princips, auf 
irgend welchem andern Wege zu beweisen, — etwa durch die Me- 
tlwde des arithmetischen^ Mittels, unter Zuhülfenahme bekannter com- 
iinatorischer Methoden. 
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Vorwort. VII 

Obwohl die Ausführbarkeit eines solchen Unternehmens kaum 
zweifelhaft sein konnte, so war es doch zu Anfang meine Absicht, 
derartig difficüe Dinge ganz bei Seite zu lassen und jene [für die 
Theorie der Aberschen Integrale unentbehrlichen] Riemann'schen 
Existenztheoreme im vorliegenden Werk, ohne weitere Begründung, 
nur rein historisch mitzutheilen, — was in der That, etwa in der 
Mitte des Werkes [pg. 238, 239] auch geschehen ist. — Inzwischen 
ist es mir nun aber gelungen, den Beweis jener Theoreme wirklich 
zu finden, und demgemäss habe ich diesen Beweis dem vorliegen- 
Werke nachträglich noch beigefügt in den drei letzten Capiteln. 

Der Beweis beruht der Hauptsache nach auf den bereits genannten 
Methoden. Trotzdem erforderte die wirkliche Ausführung des Beweises 
vielfache Arbeit und Anstrengung. So z. B. zeigte sich, dass jene Me- 
thoden, mit Rücksicht auf den vorliegenden Zweck, theils einer beträcht- 
lichen Vereinfachung fähig ^ tbeils aber auch einer strengeren Fcissung be- 
dürftig waren. Das Eine wie das Andere ist von mir dadurch erreicht 
worden, dass ich die Betrachtung einer mehrblättrigen Riemann^schen 
Eugelfläche auf die Betrachtung von lauter Kreisflächen reducirt habe. 

Demgemäss war also im vorliegenden Werk die Darlegung der Me- 
thode des arithmetischen Mittels nur für den Fall der Kreisfläche erforder- 
lich. Auch führt das auf diesem Wege erhaltene Theorem (pg. 410) so- 
fort zu zwei weiteren die Kreisfläche betrefiPenden Sätzen (pg. 417 und 
pg. 423), die alsdann ihrerseits eine bequeme und sichere Grundlage bil- 
den für die weiterhin in Anwendung kommenden combinatorischen Metho- 
den. Dabei sei bemerkt, dass diese letztern von mir in zwei Kategorien 
gesondert sind, nämlich in disjtmetive und acfjunctive Methoden. 

Ich habe ferner noch Einiges zu bemerken über die Strenge der 
in meinem Werk gegebenen Expositionen. Der von Biemann in 
seinen „Grundlagen" [Gesammelte Werke pg. 12] angegebene Satz: 

/(S + if) ''^= -/(^cos I + rcos n) ds 

ist von mir ungeändert beibehalten, nämlich auf pg. 7 dieses Werkes 
von Neuem reproducirt worden, — obwohl dieser Satz der erforder- 
lichen Strenge entbehrt. Soll nämlich der Satz wirklich correct 
sein, so ist nicht allein die Stetigkeit der betreffenden Functionen 
se^er (welche von Riemann mit X, F, von mir mit W bezeichnet 
sind), sondern überdies auch noch die Stetigkeit ihrer ersten Ablei- 
tungen nach X, y vorauszusetzen. So z. B. wird in meinem Werk 
die letzte Formel auf pg. 6 nur dann unanfechtbar sein, wenn so- 

d W 
wohl W selber, wie audi -^ längs der Linie aa stetig sind. 
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VIII Vorwort. 

Diese Ungenauigkeit überträgt sich auf viele Theile des vor- 
liegenden Werkes. So z. B. scheint das Cauchy'sGke Theorem (pg. 19): 

nur dann ein absolut strenges zu sein^ wenn auf der Fläche % 
ausser der Stetigkeit von f(0), auch noch die von f'(0) voraus- 
gesetzt wird. 

Absichtlich habe ich indessen in dieser Beziehung die Theorie 
in derjenigen Form, in welcher sie von Caachy und Biemann ge- 
geben ist, zu conserviren gesucht. Denn dem Anfänger wird hier- 
durch das Verständniss meines Werkes erleichtert werden, und 
andererseits wird der weiter Yorgeschrittene und an absolute Streuge 
Gewöhnte, die in Bede stehenden Ungenauigkeiten leicht abzu- 
streifen und die betreffenden Sätze in ihre wirklich correcte Gestalt 
zu versetzen im Stande sein. 

Ueberhaupt dürfte es ja bei der Darlegung einer mathematischen 
Theorie weniger auf eine durchweg strenge Darstellung, als viel- 
mehr darauf ankommen, dass die angegebenen Methoden die ztir strengen 
Darstellung erforderlichen Mittel gewähren. In dieser Beziehung aber 
glaube ich die Theorie durch mein Werk einigermassen vervollstän- 
digt und vervollkommnet zu haben, nicht nur durch die schon be- 
sprochene Beweisführung der Riemann'schen Existenztheoreme, son- 
dern namentlich auch durch meine Betrachtungen über die Stetigkeit 
mehrdeutiger Functionen (im sechsten Capitel), sowie durch meine 
Darlegungen über das Verschwinden der Thetafunctionen (im drei- 
zehnten Capitel pg. 333 --353). 

Schliesslich erlaube ich mir, den Leser, hinsichtlich meiner Aus- 
drucksweise, auf die letzte Seite, dieses Werkes aufmerksam zu machen. 
Dabei möchte ich bitten, dfe wenigen von mir neu eingeführten 
Worte nicht als wirkliche Neuerungen, sondern nur als vorüber- 
gehende, dem augenblicklichen Zweck entsprechende Abbreviaturen 
anzusehen. 

Leipzig, im August 1884. 

Neumann. 
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Erstes Oapitel. 
Die allgememen Grundlagen der Canchy'schen Fnnctionentheorie. 

§ 1. 

Ueber die Anwendung geometrifloher Vorstellxuigen im Bereiohe 

der Fonotionentheorie. 

Dass die Functionentheorie als solche von geometrischen Vor- 
stellungen unabhängig ist, bedarf keiner Erläuterung. Wenn aber ; 
GausSy Cauchy und Riemann geometrische Bilder und Vorstellungen 
im Gebiet der Functionentheorie nicht nur zur Darstellung bekann- 
ter, sondern auch zur Auffindung neuer Sätze mit Erfolg in Anwen- 
dung gebracht haben; so dürfte es wohl für uns gerathen sein, 
diesem Beispiel Folge zu leisten, und die Beihülfe, welche die Geo- 
metrie der Functionentheorie gewährt, wenn sie im Grunde genom- 
men auch nur eine äusserliche sein mag, nicht zu verschmähen. 

Jene von Gauss, Cauchy und Riemann eingeführten geometrischen 
Vorstellungen gehören theils der Ebene, theils aber auch dem Ra^me 
an (wie z. B. die Riemann'schen mehrblättrigen Flächen, namentlich 
aber die von Riemann eingeführten Eugelflächen), und verlangen 
daher zu ihrer Basis die Festsetzung irgend eines rechtwinkligen 
Axensystems (x, y, z)\ wobei man die Wahl hat zwischen zwei zu 
einander incongruenten Systemen {x, y, /) und {x\ y", /'), von denen 
das eine angesehen werden kann als das Spiegelbild des andern. 

Hierbei tritt die Unannehmlichkeit ein, dass man rein geome- 
trisch diese beiden incongruenten Systeme (a/, j/, /") und (af'y y\ »') 
wohl' von einander zu unterscheidefiy nicht aber das eine, gegenüber 
dem andern, durch bestimmte Merkmale kenntlich zu machen im 
Stande ist Zur Vermeidung, respective Beseitigung dieses üebel- 
standes bieten sich zwei Methoden dar. 

Die eine Methode besteht darin, dass man ein unbestimmtes aber 
unveränderliches Axensystem (x, y, 0) anwendet, also ganz dahin 
gestellt sein lässt, welches der beiden Systeme (cif, y , 0) und 

N e Q m a n n , Abersche Integrale. 2. Anfl . 1 
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{x\ y", /') darunter verstanden werden soll. Ist z. B. im Räume eine 
Linie L von bestimmter Richtung gegeben ^ und soll zwischen den 
beiden einander entgegengesetzten Rotationen um diese Linie (als 
Axe) unterschieden werden ^ so wird man als positive Rotation die- 
jenige festsetzen können^ welche zur Richtung L ebenso liegt, wie 
bei jenem der Betrachtung zu Grunde gelegten Axensystem {x^ y, z) 
die xy-Rotation zur jsr-Axe. Dabei ist unter der a:y-Rotation die- 
jenige Bewegung zu verstehen, welche die a:-Axe auszuführen haben 
würde, um durch eine Drehung von 90® in die Lage der y-Axe zu 
gelangen. 

Die andere Methode besteht darin, dass man wirklich ein be- 
stimmtes unter jenen beiden Systemen (a;', y' /) und (x'\ y", /') er- 
wählt, was allerdings (wie schon bemerkt) nicht rein geometrischy 
wohl aber dwrck Anwendung empirisch gegebener Objede ausführbar 
ist. So z. B. kann man die Finger der linken Hand in solcher 
Weise ausstrecken, dass der kleine Finger, der Zeigefinger und der 
Daumen nahezu aufeinander senkrecht stehen. Und man kann als- 
dann festsetzen, dass zum Axensystem {x, y, z) dasjenige genommen 
werden soll, bei welchem die a^Axe zur y-Axe zur j?-Axe ebenso liegt, 
wie bei jener linken Eland der kleine Finger zum Zeigefinger zum 
Daumen. 

Die zuletzt angedeutete Methode ist diejenige, welche heut zu 
Tage bei der Mehrzahl der Mathematiker üblich geworden ist, und 
zugleich auch diejenige, von welcher ich im vorliegenden Werke 
Gebrauch machen werde, wenn auch in etwas anderer Einkleidung. 
Da nämlich im Folgenden stets nur von Flächen die Rede sein wird, 
so erscheint es zweckmässig nur m/ody und zwar in der gegebenen 
Fläche liegenden Axen x und y einzuführen, daneben aber, als Sur- 
rogat für die positive je^-Axe, eine bestimmte Seite dieser Fläche als 
die obere festzusetzen. 

§2. 

Ueber die positive Umlaufong einer Fläche, deren obere Seite in 

bestimmter "Weise festgesetzt ist. 

Auf der Horizontalebene sei irgend ein Gebiet ^ (z. B. ein 
Kreis oder eine Ellipse oder ein Quadrat u. s. w.) abgegrenzt Ein 
Mensch, welcher auf der Horizontalebene fortschreitet, hat, wenn 
er diese Fläche SU längs ihres Randes umwandem will, die Wahl 
zwischen zwei einander entgegengesetzten Richtungen. Je nachdem 
er sich für die eine oder die andere entscheidet, wird er während 
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seiner Wanderung die Fläche % entweder beständig zur Linken oder 
beständig zur Rechten haben. Wir setzen Folgendes fest: 

Diejenige Rtditu/ng, in wdclier man am Bande und auf der 
oberen Seite einer gegebenen Fläche fortgehen muss, falls man die 
(1.) Fläche selber beständig 0ur Linken haben tmlly soll die positive Rich- 
tung ihres Randes, und die Wanderung^ welche man alsdann ausßlhrty 
eine positive Umlaufung der FläcJie genannt werden. 

Diese Definition ist unmittelbar auch auf den Fall anwendbar^ 
dass die Fläche mehrere Randcurven besitzt. Sind z. B. in der 
Horizontalebene zwei concentrische Kreis- 
flächen @ und S' gegeben^ und zwar @ 
grösser als (£', und bezeichnet man die zwi- 
schen den beiden Kreisperipherien liegende 
ringförmige Fläche mit ?l: 

so ist die positive Umlaufung der Fläche @^ 
durch den Pfeil s, ebenso die positive üm- 
laufung der Flächq S' durch den Pfeil s' 
dargestellt. Hingegen wird die positive üm- 
laufung der ringförmigen Fläche 81 nicht durch s und s', sondern 
durch s und 6 dargestellt sein. Denn in der That sind s und 6 die- 
jenigen Richtungen^ in denen man die beiden Randcurven von % zu 
durchwandern hat, falls man dabei das angrenzende Gebiet dieser 
Fläche ?( stets zur Linken haben will. 

Will man also den ganzen Rand der ringförmigen Fläche % 
positiv durchlaufen, so hat man zuerst den Rand der grössern Kreis- 
fläche S positiv (d. i. in der Richtung s) sodann aber den Rand der 
kleinern Kreisfläche 6' negativ (d. i. in der zu s' entgegengesetzten 
Richtung 6) zu durchwandern. 

Ein auf der Horizontalebene markirter Punkt kann als eine 
unendlich kleine Kreisfläche angesehen werden. Demgemäss soll 
unter der positiven Umlaufung des Funktes diejenige verstanden wer- 
den, bei welcher jene kleine Kreisfläche in positiver Richtung um- 
" >^[aufen wird. 

' Lässt man eine gerade Linie um ihren festen Ausgangspunkt in 
solcher Weise rotiren, dass sie dabei beständig in der Horizontal- 
ebene bleibt, so soll diese Rotationsbewegung eine positive genannt 
werden, sobald die einzelnen Punkte der Linie um jenen festen Punkt 
in positiver Richtung herumlaufen. Hieran schliesst sich unmittel- 
bar eine gewisse Festsetzung, die wir in Betrefi' des auf der Hori- 
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zontalebene anzunehmenden Coordinatensystems machen; es ist fol- 
gende : 

Das Coordinatensysiem soll stets der Art beschaffen gedacht werden^ 
(2.) daß die x-Aose einen Winkel von 90^ m he- y 
schreiben hat, falls sie durch eine positive Botor 
tion um den Anfangspunkt in^^die Lage der 
y-Axe geUmgen will. 

Man kann übrigens nachträglich diese 

Festsetzung auch so einkleiden: Die beiden Axen 

des Coordinatensystems sollen stets so m einander 

(3.) liegen, dass der im Anfangspunkt auf der oberen 

Seite der Fläche Stehende und in der Richtung der x-Axe Fortsehende 
die y-Axe mit ausgestreckter Linken markirt*). 

Ganz analog ist diejenige Beziehung, welche [nach (1.)] bei einer 



gegebenen Fläche 9( zwischen der posi- 



k^y 




tiven Randrichtung s und der auf diesem 
Rande errichteten innern Normale n statt- 
findet. Denn der auf der obem Seite der 
Fläche Stehende und in der positiven Rich- 
tung s ihres Randes Fortsehende hat ja 
ebenfalls die Fläche selber, mithin auch die 
auf dem Rande errichtete innere Normale 
n zur Linken. Also der Satz: 

Versteht man bei irgend einer Fläche unter s die positive Richtung 
(4.) des Bandes^ femer unter n die auf dem Rande errichtete innere Nor- 
male, so liegt jederzeit s m n wie x m y, d, i. urie die x-Axe mr 
y-Ajxe, 

Die meisten der hier angestellten Betrachtungen und Fest- 
setzungen sind unmittelbar übertragbar auf den Fall krummer Flä- 
chen, wobei jedesmal vorauszusetzen ist, dass eine bestimmte Seite 
der gegebenen krummen Fläche als obere Seite bezeichnet wird. 
Nimmt man z. B. (wie später stets geschehen wird) bei der Kugel- 
fläche die Aussenseite zur obem Seite, so wird unter der positiven 
Umlaufung einer gegebenen Eugelcalotte diejenige zu verstehen sein^ 
in welcher man auf dieser äussern oder obem Seite den Rand der 



*) Fügt man schliesslich zu diesen beiden Axen x nnd y als dritte Aze, 
nämlich als z-Axe, noch das im Anfangspunkt auf der oberen Seite der Fläche 
errichtete Perpendikel hinzu, so erhält man dasjenige Axensystem {x, y^ z)j welches 
zu Ende des vorhergehenden Paragraphen mittelst der linken Hand definirt 
worden ist. 
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Calotte zu durchwandern hat^ falls man dabei die Galotte beständig 
zur Linken haben will. 

§3. 
Über gewiflse Onrren- resp. Band-Integrale. 

Auf der Horizontalebene sei ein bestimmtes Üoordinatensystem 
Ä, y festgesetzt. Femer seien F= V{x, y) und W=^ W{xy y) beliebig 
gegebene Functionen. Denkt man sich nun auf 
der Hori2ontalebene irgend eine Curve AB 
gezeichnet, so ist unter dem über diese Curve 
erstreckten Integral 



(!•) fWdV 

Ä 

bekanntlich der Ausdruck zu verstehen 
(2.) Wr,{V, - FJ + F„(F, - F,) + . 





Dabei bezeichnen 1, 2, 3, 4 — a, /J, — die auf einander folgen- 
den Punkte der Curve. Was ferner die V^y V^, - - - - und W^^, 
Wii, • • • • betrifift, so ist unter Vp der Werth von V im Punkt p, 
andererseits unter Wpq der Werth von W in irgend einem Punkte 
zwischen p und q zu verstehen. 

Bemerkung. Sind V «= V(x, y) und W « W(x, y) längs der gege- 
benen Curve AB eindeutig und stetig^ so hat das durch (1.) respective (2.) 
definirte Integral einen bestimmten endlichen Werth; wie man solches nach 
bekannten Methoden zu beweisen im Stande ist. Den Beweis dieses Satzes 
und ähnlicher Sätze hier wirklich mittheilen zu wollen liegt ausserJudb der 
Grenzen, weicht der Verfasser im vorliegenden Werke sich gesteckt hat 

Man kann das Integral von WdV über die gegebene Curve 
nach Belieben entweder von Ä nach JB, oder von B nach Ä er- 
strecken. Bezeichnet nun aß [vgl. die vorstehende Figur] ein be- 
liebiges Element der Curve AB, so werden die allgemeinen Glieder 
dieser Integrale 

VdF und JWdV 
respective lauten: 

WaßiVff - Va) und WaßiVa — F^), 

mitbin entgegengesetzte Werthe haben. Hieraus folgt, dafs die beiden 
Integrale selber ebenfalls entgegengesetzte Werthe besitzen. Es ist also: 



ß 
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(3.) fWd V + fWd F = 0. 

A B 

Wir wollen jetzt das Integral (I.) für den Fall einer näheren 
Untersuchung unterwerfen, dass die gegebene Integrationscurve AB 
eine in sich zurücklaufende ist. Und zwar werden wir hierbei zu 
Anfang voraussetzen, dass V identisch mit x oder y sei, nämlich 
mit folgender Aufgabe beginnen. 

Es sei 31 eine auf der Horizontalebene beliebig gegebene Fläche, 
und W = W(x,y) eine Fundion, die auf SC überall eindeutig und 
stetig ist Es soll das Ober den Rand voti 21 in positiver Richtung 
hinerstreckte Integral 

(4.) /^j^^^ = "^12 (^ - ^i) + W'23 (^3 - ^2) + - • 

untersudit werden. 

Es seien a, a und 6, ß diejenigen Punkte, in denen der Rand 
der Fläche Sl von irgend zwei zur y-Axe parallelen, und einander 
unendlich nahen Linien ge- » 
schnitten wird. Der den bei- \^ 
den Elementen ab und ßa ent- 
sprechende Tlieil des Integrales 
(4.) lautet alsdann: 

(a.) T= Waö(Xö — Xa) 

+ Wafi (Xa ~ Xfi). 

Bezeichnet man nun den posi- 
tiven Abstand der beiden Pa- 
rallelen aa und bß von ein- 
ander mit dXy so ist offenbar 
a?6 — ^a = dx, und ebenso Xß — Xa = dx\ so dass man erhält: 
(b.) T^{W^-W„i)dx. 

Wab ist der Werth von W in einem beliebigen Punkte zwischen a 
und 6, und kann daher z. B. durch Wa ersetzt werden; ebenso Wafi 
durch Wa> Somit folgt: 

(C.) T= (Fa - Wa)dx, d. i. {Wa— Wa)dX. 

Nun kann aber die Differenz Wa — Way weil W auf Ä, mithin 
auch längs der Linie aa eindeutig und stetig ist, in folgender Weise 
dargestellt werden: a 

W.-Wa=f^dy, 
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die Integration hinerstreckt über alle Elemente dy der Linie aa. 
Somit folgt aus der Formel (c): 

(d.) T^-f^dxdy, 

a 

die Integration erstreckt über alle Plächenelemente dxdy des zwi- 
schen aa und hß gelegenen Flächenstreifens. 

Denkt man sich in dieser Weise sämrnÜiche Theile T des In- 
tegrals (4.) berechnet, und alF diese Theile zusammenaddirt, so er- 
hält man schliesslich für jenes Integral den Werth 

(5.) S^Wd^c^-ff^^dxdy, 

WO die Integration rechter Hand sich ausdehnt über alle zwr Fläche 
% gehörigen Flächenelemente dxdy. 

Stillschweigend haben wir bei Ableitung dieser Formel (5.) 
vorausgesetzt, die Fläche Ä besitze nur eine Randcurve, überdies 
auch noch vorausgesetzt, dass diese eine Randcurve von jedweder 
zur ^-Axe parallelen Linie immer nur in zwei Punkten getroffen 
werde. Wie nun aber die Fläche % auch beschaffen sein mag, stets 
wird man sie durch irgend welche Linien 6 in kleinere Stücke zer- 
legen können, deren jedes jenen Voraussetzungen entspricht. Dem- 
gemäss wird also die Formel (5.) correct sein für jedes dieser ein- 
zelnen Flächenstücke. Addirt man aber alle so sich ergebenden 
Formeln zusammen, so wird man, weil [zufolge (3.)] die den Curven 
6 zugehörigen Integraltheile sich gegenseitig zerstören, wiederum 
zu einer Formel gelangen von der in (5.) angegebenen Gestalt. 
Also der Satz: 

Ist die Ftmction W = W{x,y) auf einer gegebenen Fläche Ä 
eindeutig und stetig, so gilt die Formel: 

(6.) f^Wdx ff ^^ dxdy, 

WO die Integration links über sämmtliche Bandcurven von % und 
zwar Ober jede in ihrer positiven Richtung erstreckt ist, toiäirend die 
Integration rechts über sämmtliche Flächenelemente dxdy der Fläche 
S( sich ausdehnt. 

In ganz analoger Weise ergiebt sich nun andererseits auch fol- 
gende Formel: 

(7.) Lw'^y- + ff^^<^^'^y' 
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wobei über die Integrale links und rechts dasselbe jni bemerken ist, 
toie bei (6.). 

Bemerkimg. Das iDtegral linker Hand in der vorletzten Formel (6.) 
lautet: 

J ^ r Wdx. 

Dasselbe ist positiv hinerstreckt zu denken über den ganzen Band der 
gegebenen Fläche tl, und wird also eine 
Summe von n Integralen sein, falls 9( im 
Ganzen n Randcurven besitzt. Versteht man 
z. B. unter $1 die schon früher besprochene 
ringförmige Fläche, welche in beistehender 
Figur von Neuem dargestellt ist, so wird 
jenes J eine Summe zweier Integrale sein, 
deren eines über die äussere Randcurve 
in der Richtung 8, und deren anderes über 
die innere BAndcurve in der zu 8* entgegen- 
gesetzten Richtung a hinläuft. 

Genau dasselbe gilt von dem Integral 
linker Hand in der letzten Formel (7.). 

Genügen TJ = TJ{x, y) und V = V{x, y) den an W gestellten 
Anforderungen, so ist nach (6.) und (7.): 







und folglich 



f^mx + Vdy) = -Sf^ (f - f ) d.dy. 

Demgemäss erhalten wir folgenden Zusatz : 

Sind die Functionen TJ = U(x, y) und V = V{Xy y) auf einer 
geg^yenen Fläche Ä eindeutig und stetig, und seiet man überdies 
vorauSy dass der Ausdruck 

(8.) Udx + Vdy 

ein vollständiges Differential sei, dass mithin U und V der Bedingung 
A— = y- entsprechen, so wird das über sämmtliche Bandcurven von 
81 in positiver Richtung erstreckte Integral 

(9.) / (Udx + Vdy) stets = sein. 

Wir wollen jetzt annehmen Z7= ü(x, y) und F«= V{x, y) 
wären von solcher Beschaffenheit, dass nicht nur ü, V selber, son- 
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dern auch -0— und -^ auf Ä eindeutig und stetig sind. Alsdann 

können wir die Formel (6.) z. B. anwenden auf TT = ü -g-, ebenso 

dV 
(7.) auf W= TJ-^y iiö<i erhalten hierdurch: 

mithin durch Addition: 

J^ JJ ^\dx dy dy Bx/ ^' 

Also der Satz: 

Sind die Functionen U = U(Xy y) und V = Y{x, y) auf einer 
gegd)enen Fläche Ä eindeutig und stetig^ und gilt Gleiches auf 81 

O TT ^"tr 

auch von -k— und y- , so findet die Formel statt: 

(10.) f^^^^-ff^(^^-^^ D '^''^y' 

wobei über die Integrationen links und rechts dasselbe zu wiederholen 
ist, wie bei (6.). 

§4, 

Die oomplexen Grössen. 

Sind rc, y reelle Grössen und ist i = Y — 1, so heisst {x + iy) 
eine complexe Grosse. Gleichzeitig heissen alsdann x und y die bei- 
den Componenten dieser complexen Grösse. Die complexen Grössen 
begreifen als specielle Fälle in sich sowohl die redien, wie die rein 
imaginären Grössen. In der That reducirt sich der Ausdruck (x + iy) 
für y = auf das redle x, und für rc ^ auf das rein imaginäre iy. 

Sind irgend zwei complexe Grössen (x + iy) und {x^ + iy^) 
einander gleich, so folgt daraus, dass ihre Componenten einzeln ein- 
ander gleich sind. Denn aus 

x + iy=-Xi + iy^ 
ergiebt sich: (a?— üP]) = i(yi— y), oder, falls man zum Quadrat erhebt: 

Und hieraus folgt, weil x, y, x^, y^ reeU sein sollen, sofort: 
X = x^ und y = y^. Q, e. d. 
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Zwei complexe Grössen können also nur dann einander gleich sein, 
wenn ihre Componenten einzeln einander gleich sind. Mit andern 
Worten: Ist der Werth einer complescen Grösse js = {x '\- iy) gegeben, 
so sind hierdurch die Werthe ihrer beiden Componenten x und y bereits 
mitbestimmt Umgekehrt wird, wenn x und y gegeben sind, hier- 
durch auch der Werth von z = {x -{- iy) bestimmt sein. Demgemäfs 
kann man jede complexe Grösse z = {x '\- iy) geometrisch durch 
einen Punkt darstellen, dessen Coordiuaten x und y sind. 

§5. 
Fnnotionen eines oomplexen Arg^amentes. 

Ist irgend eine Function zweier Argumente: 
F^F{x,y) 
gegeben, so kann dieselbe stets als Function eines einzigen Argu- 
mentes angesehen werden. Setzt man nämlich 
z = X '\- iy, wo i = Y— 1, 
so werden durch Angabe des Werthes von z die Werthe von x und y, 
und folglich auch der Werth von F bereits mitbestimmt sein; sodass 
also F lediglich von z abhängt. 

Dabei ist indessen stillschweigend vorausgesetzt, x und y seien 
reelle Variablen. Denn denkt man sich x und y als complexe Grös- 
sen, so sind offenbar durch Angabe des Werthes von z '=^ x -\- iy 
die Werthe von x und y noch Iceineswegs mitbestimmt. 

Wir wollen nun in der That für x und y irgendwelche com- 
plexe Grösse g = a; + ia;, und ?y = y -}- ij/^ substituiren und fol- 
gende Frage uns vorlegen: Welche JBeschaffenJieit muss die Function 

F=F{1, n) = F(x + ix,, y + iy,) 
besitzen, wenn dieselbe nur von dem einen Argument (5 + i^i) ab- 
hängen soll? 

Giebt man den complexen Variablen 5? ^ irgend welche Zu- 
wüchse d\, dri, so lautet der correspondirende Zuwachs von Fi 

oder, ein wenig anders geschrieben: 

Soll nun F nur von dem Binom (^ + *^) abhängen, so muss dF 
stets = sein, so lange dieses Binom ungeändert bleibt, also stets 
= sein, so lange (dg + idri) = bleibt. Dieser Anforderung 
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aber wird offenbar, wie die vorstehende Formel zeigt, nur dann ent- 
sprochen werden, wenn F der Bedingung Genüge leistet: 

dF . .dF ^ 

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Sind g und ri complexe Variable, so toird eine 
Function van der Fonn: 
(1.) F=F(g, 12) 

stets und nur dann eine Function von (| + ^v) *^**> wenn sie der 

Bedingung entspricJU: 

dF . . dF .. 

ai + '^ = ^- 

Solches constatirt, gehen wir jetzt erst zu dem Fall zweier 
reellen Argumente x, y über, indem wir dabei folgende, durch ihre 
Einfachheit sich empfehlende Definition an die Spitze stellen: 

Definition. — Sind x und y zwei reelle VariablOf so soll jede 
Function von der Form 
(2.) F=F{x,y) 

eine Function von (x + iy) genannt werden, sobald iiire Beschaff efir 
lieit von soldier Art ist, dass sie diesen Nanien verdient bei unum- 
schränkter, d. i, complexer Variabilität von x und y. 

Uebrigens kann man dieser Definition , auf Grund des Theorems 
(1.), auch folgende Fassung geben: 

Dieselbe Definition in etwas anderer Form. — Sind x und y 
zwei reelle Variable, so soll eine Function von der Form 
(3.) F^F{x,y) 

stets ufid nur dann eine Funktion von (x + iy) genannt werden, wenn 
sie der Bedingung Genüge leistet: 

dF . ,dF ^ 

ex ' öy 

Etwas stärker a^ccentuirt als diese Biemann'sdte Ausdrucksweise ist 
die Cauchy'sche, von der hin und wieder ebenfalls Gebrauch gemacht 
werden soll, Cauchy bezeichfiet nämlich Functionen von (x + iy), genau 
in demselben Sinne une sie hier defmirt sind, als monogene Func- 
tionen von (x -f- iy)' 

Beispiele. — Dass Ausdrücke, wie 

sin (x + iy), cos (x + iy), c*+'^, log (x + iy) etc. etc. 
als Functionen von (x + ty), oder nach Cauchy als monogene Functionen 
von {x + iy) zu bezeichnen sind, unterliegt nach diesen Definitionen [vgl. 
namentlich (2.)] keinem Zweifel. 
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Hingegen wird ein Ausdruck von der Form 

F = Ax"^ + 2JBÄy + Oy*, 
wo A^ B, C Constanie sind, im Allgemeinen keine monogene Function von 
(x -\- iy) sein. Soll der Ausdruck auf diesen Namen Anspruch erhalten, 
so muss noch (3.) die Bedingung erfOllt sein: 

dF . ,dF ^ 
ex ' oy 
d. i. die Bedingung: 

{Ax + By) + i (Bx + Cy) « 0, 
d. h. es muTs 

^ + t\B = und JB + iC = 0, 
mithin 

B ^iA und C ^ iB = ^ A 

sein. Alsdann aber nimmt F die Gestalt an: 

F = A(x^ + Uxy - y«), di. l ^ A{x + %y)\ 
/ also in der That die Gestalt einer mtmogeM/n Function. 

Es sei F irgend eine gegebene Furuivm von (x + iy), oder, 
nach der Cauchy'schen Nomenclatur, eine monogene Function von 
(x -\- iy)] so dass also [vgl. (3.)] die Gleichung stattfindet: 

dF . ,dF ^ 
(4.) J^ + 'J^^^' 

Wir wollen nun annehmen ^ es sei gelungen, diese Function in die 
Form zu versetzen: 
(5.) F^U+iV, 

wo f/= U(x,y) und F = F(rc,y) irgend welche reelle Functionen der 
reellen Variablen x, y vorstellen. Substituirt man diesen Werth (5.) 
in (4), so folgt: 

(6.) ^j'i+m + .HE+m.o, 

oder, was dasselbe ist: 

Und hieraus folgt weiter 

(8.) -5 ^- = und ^ — \- -^- ==0. 

^ ^ ox oy cy ^ ox 

Also der Satz: Gelingt es, eine von {x + iy) abhängende Func- 
tion F, oder, schärfer ausgedrückt, eine monogene Function F von 
{x + iy) in die Form m versetzen: 
(9.) F=U+iV, 

tvo U =^ U(Xyy) und V= V{x,y) irgend welche reelle Functionen der 
reellen Variablen x, y vorstellen, so werden diese U, V stets den 
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beiden Differentialgleichungen Genüge leisten: 

(9.a) |^-'/ = und |^ + |^ = 0. 

ox oy oy ' ox 

Beispiele. — Setzt man: 

(A.) ^ = (o; + iy)\ d. i. - [X« - y»J + i [2a:y], 

80 ist offenbar U =^ x* — y* und F = 2a;y. Und diese beiden Fnnctio- 
nen entsprechen in der That den beiden Gleichungen (9.a). 

Setzt man femer, indem man unter a und h irgend zwei reelle Gon- 
stanten versteht: 

(B.) F^{a + ib) ix + iy)», d. i. (a + ib) {[x^ - yT + t [2xy]h 

oder, was dasselbe ist: 

F « [a{x* -y^-h {2xy)] + i [b{x^ - y') + a (2xy)], 

80 ist offenbar: 

ü' = a (a:«|— y«) — 2bxy, 

F =» 6 (ic« — y«) + 2axy. 

Und man überzeugt sich leicht davon, dass diese AusdrQcke C, F den 
Gleichungen (9.a) entsprechen. 
Setzt man femer 
(C.) l^=8in(a; + ty), 

80 erhält man: 

ü^=.^(eV + c-«')sina;, 
F «- ^(e^ — c""*') cos X, 
d. i. Ausdrücke, die wiedemm den Gleichungen (9.) entsprechen. 
Man kann den letzten Satz auch umkehren. Entsprechen näm- 
lieh irgend zwei Functionen f/= ü{x,y) und V=^V(x,y) den bei- 
den Gleichungen (8.), so folgt hieraus^ indem man rückwärts von 
(8.) zu (7.) zu (6.) geht: 

djü+iV) , . d{ü+iV) _ ^ 
d^ •■ dy ' 

also, falls man {U •■}- iV) mit F bezeichnet: 

dF . .dF ^ ; 

ox * oy 

Zufolge der Definition (3.) ist daher dieses F eine Function von 
(x + iy). Also der Satz: 

Sind U = U(Xy y) und V = V(x, y) irgend welche reelle Functio- 
nen der reellen Variablen x, y, und toeiss man, dass diese Functio- 
nen den beiden Differentialgleichungen 

nn\ du dV ^ j ^^ i ^^ f\ 
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Genüge leisten, so toird das Binom 

F= U+iV 

eine Function von (x + iy)y oder, schärfer ausgedrückt, eine monogene 
Function von (x -\- iy) sein. 

Nachträgliclies. — Abweichend von der in (2.), (3.) adoptirten 
Bezeichnungs weise, könnte man, falls x, y reelle Variable sind, jed- 
wede Function derselben 
(11.) F=F(x,y) 

als eine allein von {x + iy) abhängende Function auffassen, wie 
solches sich ergiebt auf Grund der zu Anfang dieses Paragraphs 
angestellten einfachen üeberlegung. 

Und dies ist in der That die Cauchi/^a^he Auffassungsweise. 
Cauchy nennt nämlich jedwede Function F{x, y), von welcher Beschaf- 
fenheit sie auch sein mag, eine Function von (x + iy), und unterschei- 
det dabei, je nachdem dieselbe der Differentialgleichung 

Genüge leistet oder nicht, zwei Fälle. Im erstem Falle nennt er die 
Function, wie hei (3.) schon bemerkt umrde, monogen, im letztem 



Um auf die betreffenden Cauchy 'sehen Betrachtungen näher ein- 
zugehen, markiren wir auf der Horizontalebene den Punkt z und 
irgend einen Nachbarpunkt z + öf;ef, d. i. diejenigen Punkte 

z = X -\- iy und z '\- dz = {x -{- dx) -\- i{y -\- dy), 

deren Coordinaten x, y und {x + dx), (y + dy) sind, und bilden 
sodann den Differentialquotienten 

dz' 

Der Zähler dF dieses Quotienten repräsentirt den Unterschied der- 
jenigen beiden Werthe F und F -f- dF, welche die betrachtete 
Function F{x, y) in jenen beiden Punkten z und z -\- dz besitzt, 
und drückt sich also aus durch die Formel: 

oder, was dasselbe ist, durch die Formel: 
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Hieraus folgt^ falls man durch d0 := {dx -j- idy) diyidirt; 

2 i^aa; ^ dy) ^ 2 \dx "^ ^ ayj [^a: + idyj' 



15 



dir '' 



Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Bruch hat aber eine 
einfache geometrische Bedeutung. Be- 
zeichnet man nämlich die Polarcoordina- 
ten des Punktes -{- d0 in Bezug auf 
den Punkt mit q und &, so ist 



x+dx 



mithin 



[dx = Q cos -ö-, 
dy = Q sin d-^ 




{: 



^dx + idy 
[dx — idy ■' 
sodafs also jener Bruch 






o—ii9 



wird. Somit erhält man: 



(13.) 



dF 

dz '' 



1 /dF . dF\ 1_ /dF . . dF\ 

2 i^aa? ■" * ay; "*" 2 (^ao; "*" * ay/ 



-2i^ 



dF 



Der Differentialquotient -^ dependirt also nicht nur von dem 

eigentlich betrachteten Punkte jg = (x -{- iy)y sondern hängt überdies 
auch von dem Azimuth ^ des bei seiner Bildung benutzten Nach- 
harpunJctes ah, und wird daher^ je nach der zufälligen Wahl dieses 
Nachbarpunktes ; jedesmal einen andern, im Ganzen also unendlich 
viele Werthe besitzen; es sei denn, dass der in (13.) im letzten Gliede 

enthaltene Ausdruck 

dF.-dF 
dx * dy 

= wäre. Denn in diesem Falle reducirt sich der Ausdruck (13.) auf 

dF_l^/dF .dF\ 
(14.) dz ~ 2\dl^~^ dy)' 

d. i. auf einen von ^ unabhängigen Ausdruck. Man gelangt daher, 
mit Rücksicht auf die in (12.) gegebene Definition, zu folgendem Satz: 
Ist die vorgelegte Function 

F=F(x,y) 

eine monogene Fundion von {x + iy) und setzt man {x -f- iy) = ^, 
so wird der Differentialquotient ^ 

dF 

dz 



(15.) 
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unabhängig sein van der Wahl des hei seiner Bildung angewandten 
Nachbarpimktes z + dz*\ 

Ist hingegen jene Function eine nichtmonogene Function von 
(x + iy) oder s, so wird der genannte Differentialquotient wesentlich 
abhängen von dem Azimuth des Nachbarpunktes z + dz^ also von der- 
selben unendlichen Vieldeutigkeit sein, wie dieses Asimuth. 

Man kann also, falls man will, die Eintheilung der Functio- 
nen F = F(Xy y) in monogene und nichtmonogene basiren auf das 

Verhalten des Differentialquotienten -j-- Und thut man dies, so 

erhält man die eigentliche Cauchy'sche Definition dieser Begriffe. 

§6. 
Ueber Onrven-Integrale solcher Functionen, die von einem com- 
plexen Argoment abhangen. 
Unter dem über eine gegebene. Cunre AB erstreckten Integral 

fWdV 

A 

haben wir [pg. 5] den Ausdruck yerstanden: 

w,,{v,-v,)+w„ir,-r,)... 

+ Wafl (F^ - F„) + . . . . 
Demgemäss wird, falls irgend zwei Ton 

z = {x + iy) 
abhängende Functionen f(z) und (p(^g) ge- 
geben sind, unter dem über die Curve AB 
erstreckten Integral 

A 

folgender Ausdruck zu verstehen sein: 

(2.) fi2 (% - 9i) + ^3(9» — 92) • • • • + faßiv^ -9>a) + ...., 
wo die Indices dieselbe Bedeutung haben sollen wie früher [p. 5]. 




. dF 

*) Es würde nicht correct sein, zu sagen, dass -j- (in diesem Falle der 

monogenen Function) in jedwedem Punkte z immer nur einen Werth habe. Denn 

es kann z. B. ^ . — ; — ;- . 

F ^Yx + iy ^Yz 

A. TP 

sein. Und dann wird -j— , ebenso wie F selber, in jedem Punkte z zwei Werthe 

(kZ 

besitzen. 
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Für ein solches Integral gilt wiederum [vgl. (3.) p. G] die Formel : 

Jf{z)dq>{z) +ff{s)dip{z) = 0. 



D. A. das Integral besitzt entgegengesetzte Werthe, wenn man dasselbe 
über eine gegebene Curve AB das eine Mal von A nach B, das andere 
Mal umgekehrt von B nach A erstreckt. 

Man kann sich die* Aufgabe stellen^ ein solches Integral; falls 
die Functionen f{z) und q>{0) nebst der Curve gegeben sind, v^rirk- 
lieh zu berechnen. Und hierbei wird es angemessen sein, mit fol- 
gendem einfachen Beispiele zu beginnen. 

In der Horizontalebene sei eine Kreisfläche S gegeben vom 
Radius R und mit dem Mittelpunkt c = (a + *&)• Di® peripheri- 
schen Punkte derselben mögen mit g = (x -{' iy) bezeichnet werden. 
Es soll das in positiver Richtung über den Rand dieser Kreisfläche 
erstreckte Integral 
(4.) J = J^{z-cYdz 

berechnet werden. Und zwar sei n eine gegebene positive oder ne- 
gative gange Zahl. 

Bezeichnet man die Polarcoordinaten des Punktes ;? = (rr + ^P) 
in Bezug auf den Mittelpunkt 
c = (a + ib) mit R, d' [wo R 
den Radius der Kreisfläche vor- 
stellt], so ist ofi^enbar: 

X — a = R cos -9", 

y — fe = 12 sin -9", 
folglich: 
('5.) - ^ — ^ = Re*^. 

Diese Formel (5.), in welcher 
c, R gegebene Constanten sind, 
macht die Variable ss abhängig 
von dem A^imtdh -ö-, und ergiebt durch Differentiation: 

(f) a.) dz = iRe*^d%: 

Substituirt man jetzt die Werthe (5.), (5a.) in (4.), so erhält man: 

Denn es sollte die Integration positiv erstreckt werden über den gan- 

Nenmann: Abel'sohe Integrale. 2. Aufl. 2 
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zen Band der Ereisfläclie; so dass also die dem Azimuth d- ent- 
sprechenden Integrationsgrenzen in der That -^ = und d- =27t sind. 
Durch wirkliche Ausführung der Integration ergiebt sich nun: 

Hieraus folgt sofort, dass J = iat, atisser für n = — 1. Denn 

für n = — 1 nimmt der Ausdruck (7.) die unbestimmte Form — an. 

Am einfachsten erledigt sich dieser Ausnahmefall mittelst der 
früheren Formel (6.). Diese nämlich giebt für « = — 1 : 

(7 a.) J=ifd», d.i. J = 27t%. 



Also der Satz: Beschreibt man um einen Punkt c eine Kreis flächte 
6 von heliängem Radius, bezeichnet man femer die peripherischen Tunkte 
dieser Fläche mit z, und versteht mem endlich unter n eine hdiänge 
positive oder negative ganze Zahl, so wird das über den Band der 
Kreisfläche in positiver Richtung erstreckte Integral 

(8.) S^iß-cYdz stets -=0 

sein, ausser wenn n = — 1 ist. Für diesen Ausnahmefaü ergid>t 
sich die Formel: 

(8a.) _ , J^{z^c)-^dz = 2m, d.i. f^^^ = 2ni. 

üebrigens repräsentiren diese Formeln nur specielle Fälle von 
viel allgemeineren Formeln, die man Cauchy verdankt und zu deren 
Ableitung wir im folgenden Paragraph uns hinwenden wollen. 

§7. 
Die CaiLChy'sohen Theoreme. 

Es sei % eine in der Horizontalebene beliebig gegebene Fläche, 
die also z. B. beliebig viele Bandcurven besitzen kann. Femer sei 
f= f(z) eine monogene Function von z ^== {x -{- iy), welche auf Sl 
allenthalben eindeutig und stetig ist. Denkt man sich also diese 
Function durch Sonderung des Reellen und Imaginären in die Form 
versetzt: 

f=m = u+ir, 

so werden U= TJ{x, y) und F«= V{x, y) Functionen sein, die eben- 
feUs auf % eindeutig %md stetig sind. Ueberdies werden dieselben 
[Satz p. 12] den Gleichungen Genüge leisten: 
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-^ o =0 und 

dy 



dU dV 
dy '^ dx 



0, 



so dass also die Ausdrücke 

Udy + Vdx und Udx — Vdy 

vollständige Differentiale sind. Demgemäss sind [Satz p. 8] die 
über sämmtliche Randeurven von Ä in positiver Richtung erstreck- 
ten Integrale 

f^{Udy + rdx) und f^(Udx-Vdy) 

beide = 0. Nun ist aber : 

fQs)dis = (i7 + iV)(dx + idy) = (Udx — Vdy) + i (Udy + Vdx), 

mithin 

f^az)ds -=S^{Udx - Vdy) + if^{Udy + Vdx); 

und die hier auf der rechten Seite befindlichen Integrale sind die- 
jenigen, von denen soeben nachgewiesen wurde, dass sie = sind. 
Somit folgt: 

J^f{z)dz = 0. 

Also der Satz: Ist eine monogene Function f(z) auf einer gege- 
henefi Fh'iche Sl eindeutig und stetig, so wird das über sämmÜicJie 
Bandcurven von 81 in positiver Richtung erstreckte Integral 

(9.) f/i^)<f^ ^^^ =0 

sein. Aus diesem Satz ergiebt sich z, B. als ganz spedeUer Fall die 
frühere Formel (8.), vorausgesetzt, dass man dem dortigen n einen dei' 
Werthe 0, 1, 2, 3 . . . feci%t. 

Hält man fest an den über 81 und f(z) gemachten Voraus- 
setzungen und versteht man überdies unter c = (a -j- i6) irgend einen 
festen Punkt innerhalb 81, so wird der Satz auf die Function 

(I.) '•»-Ä 

nicht mehr anwendbar sein. Denn diese Function ist im Punkte c 
unendlich gross^ also unstetig. Beschreibt man aber um c eine kleine, 
völlig innerhalb 81 liegende Kreisfläche 6, und bezeichnet man das 
von 8t, nach Absonderung dieser Kreisfläche S, noch übrig blei- 
bende Stück mit 81': 

8i' = 8i — e, 

80 wird <p(z) auf dieser neuen Fläche 81' allentJialben eindeutig und 
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20 Erstes Capitel. 

stetig sein. Auf diese neue Fläche W und die Function (p(g) ist 
daher der vorhergehende Satz sofort anwendbar, wodurch sich er- 
giebt: 
(2.) f^,<p{z)dz = 0, 

die Integration positiv erstreckt über sämmtliche Bandcurven von ä'. 
Diese Curven bestehen aber aus den Randcurven der ursprünglichen 
Fläche ?l und überdies aus dem Rande von 6. Und zwar wird 
man bei einer positiven ümlaufung von %' die Bandcurven von 81 
in ihren positiven Richtungen, hingegen die Randcurve der Kreis- 
fläche 6 in ihrer negativen Richtung zu durchwandern haben. Dem- 
gemäfs nimmt die Formel (2.) die Gestalt an: 

(3.) f^g>{z)dg-f^ip{e)de = 0, 

das eine Integral positiv erstreckt gedacht über den Rand von Ä, das 
andere ebenfalls positiv über den von S. Dabei ist Gebrauch ge- 
macht von dem Satz (3.) p. 17. 

Substituirt man in (3.) für g>{0) seine eigentliche Bedeutung (1.), 
so erhält man: 

\^'f J^z — c •'(^z — c' 

oder, falls man den Werth von f{is), wie er bei Sonderung des Reellen 
und Imaginären sich herausstellt, mit 

(5.) fig) =ü + ir 

bezeichnet: 

^ '- J ^ Z— C J{^Z — C^^J(gZ — CJ 

oder, falls man für die Punkte z der Kreisperipherie [ebenso wie 
früher pg. 17] je? — c = Bef^'^, mithin dz = iR&^'^dd' setzt: 

w /«^^ = ^{/"'^* + ^/^^4 

Diese Formel bleibt richtig, wie klein man den Badius R der 
um c beschriebenen Kreisfläche S auch wählen mag. Lässt man 
aber diesen Badius zu Null herabsinken, so verwandeln sich die bei- 
den Integrale rechter Hand respective in 2n:Uc und 2äFc, wo Uc 
und Vo die Werthe von U und V im Punkte c vorstellen. Somit 
erhält man also: 
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oder mit Rüaksicht auf (5.): 

(9-) /«?!?-^^ = 2«,T(c). 

Erläaternng. — Das in (7.) enthaltene Integral 

in 

fUd» 



erstreckt sich ^ über den Band der Kreisfläche @ und entspricht also, falls 
man den kleinsten und grössten Werth von U längs dieses Randes respec- 
tive mit Z7' und TJ" bezeichnet, der Formel: 



d. i. der Formel: 

2nü' < Jud& < 2%U'\ 



Lässt man aber den Ereisradius H gegen convergiren, so convergiren 
2w £/' und 2nU" beide gegen 2s ü^. Gleiches gilt daher von dem etoischen 
diesen beiden Grössen liegenden Litegral 

fud». 



Mit andern Worten: Dieses Integral nimmt, falls man E zn Null werden 
lässt, den Werth 2%U^ an. 

In analoger Weise wird offenbar andrerseits auch das letzte Integral 
in (7.) behandelt werden können, ü. s. w. 

Auf Grund der Formel (9.) gelangen wir schliesslich zu folgen- 
dem Satz, der, ebenso wie der vorhergehende Satz [pg. 19], von 
Cauchy herrührt: 

Ist eine monogene Function f{z) auf einer gegd>en€n Fläche % 
eindeutig und stetig, so lässt sich der Werth dieser Function in 
jedwedefu Punkte c, der innerhalb % liegt, durch folgendes Integrai 

darstellen: 

f{z) dz 
z — c 



(10.) /^(^) = 2^J2(- 



die Integration positiv erstreckt über sämmtliche Bandcwrven von ?C. 
Dieser Satz ist also z, B. anwendbar auf f{z) = z"*, falls n eine posi- 
tive ganze Zahl vorstellt, ebenso auf f{z) = ^ = 1. Im letztem Falle 
ergibt sich die Formel: 



1 = 1- r ''L.. 

2n%J 'xz — c 



Und diese ist identisch mit der früheren Formel (8 a.), pg. 18. 
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22 Erstes Capitel, 

Beiläufige Aufgabe. — Wir stellen uns die Aufgabe, diejeuige 
monogene und auf Sl eindeutige und stetige Function f{ß) zu er- 
mitteln, welche längs des Bandes von 81 constant, etwa = K ist 
Zufolge des Satzes (10.) wird der Wertb dieser Function in jed- 
wedem Punkte c innerhalb $1 lauten: 

ff \ — j_ r -^L 

also nach (11.) sich so schreiben lassen: 

Also der Satz: Ist eine monogene Function f{s) auf citier ge- 
(12.) gebencn Fläche % eindeutig und stetig, und ist ihr Werth am Bande 
von % constant, etwa = K, so wird sie auf der Fläche Sl allent- 
halben = K sein. 

Ferner ergiebt sich aus (10.), dass zwei Functionen f(ß) und 
fi(z), die auf Ä eindeutig und stetig sind, und am Bande von ?[ 
einerlei Wertb e haben, auch in jedwedem Punkte innerhalb % gleiche 
Werthe besitzen werden. 

§ 8. 
Ueber die DifferentialquotieDten einer Fonotion mit oomplezem 

Argument. 

Durch Vertauschung der Buchstaben und c geht die Formel 

(10.) über in: 

^/ \ 1 r f(c)dc 



Ist mithin f{z) auf der Fläche % . eindeutig und stetig, so wird diese 
Formel (13.) gültig sein für jedweden Punkt z innerhalb SK; und 
hierbei ist die Integration ausgedehnt m denJcen über sämmtlidte Band- 
punhte c der Fläche 31. 

Differenzirt man nun die Formel (13.) zu wiederholten Malen 
nach 8, so folgt: 



1_ ^^/Yä^ 1_ f f(c)dc 

1.2-3' W 2niJ^ (c -z)*' 



etc. etc. etc. 
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Diese Formeln (14.) zeigen, dass f{z), fiß), f"{z), etc. inner- 
halb % eindeutig und stetig sind. 

Also der Satz: Ist eine Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 
(15.) Sl eindeutig und stetig, so gilt Gleiches auf Ä auch von ihren 
sämmüichen Ableitungen f (z)y f'(is\ f" (ß), etc. etc. 

Sind also f{z) und tp (0) auf Sl eindeutig und stetig, so gilt [zu- 
folge des soeben ausgesprochenen Satzes] Gleiches auch von g>'(^), 
mithin z. B. auch von dem Product: 

/•(.)y'(4 

Demgemäss ergiebt sich [Satz p. 19]: 

Jj{z)>py)dz = 0, d.i. f^fi0)dq>(z)=O. 

Also der Satz: Sind f='f{z) und q> = (p{z) auf einer gegebenen 
Fläche eindeutig und stetig, so ist das über sämmtliche Bandcurven 
von Sl in positiver Richtung erstredete Integral: 

(16.) / fdip stets =0. 

Dieser Satz kann umgesehen werden als eine VercMgenieinerung des 
früheren Satzes pg. 19. 

§9. 

Weitere Anwendung der OaxLOhy'sohen Sätae. 

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Eine Function f(z) sei auf 
der unendlicJien Ebene allenthalben eindeutig und stetig. Auch sei 
bekannt; dass ihr Modul auf der unendlichen Ebene nirgends grösser 
als M ist, wo M eine gegebene endliche (positive) Constante vorstellt; 
was angedeutet sein mag durch die Formel : 

(1.) mo<i f(^) < Jlf. 

Ausserdem sei irgendwo auf der unendlichen Ebene ein Punkt c mar- 
kirt. Es soll der Werth der Function im Punkte c näher unter- 
sucht werden. 

Wir beschreiben um den Anfangspunkt ä? = eine Kreisfläche 
^, deren Radius R belid)ig gross sein mag, mindestens aber so gross 
ist, dass der gegebene Punkt c innerhalb 8t liegt. Da nun unsere 
Function f(z) auf der ganzen unendlichen Ebene, mithin auch auf 
31 eindeutig und stetig sein soll, so wird sich ihr Werth im Punkte c, 
zufolge des Cauchy'schen Satzes [(10.) pg. 21], darstellen lassen durch 
die Formel: 
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(2.) . f(')-^J^7^c' 

die Integration über den Rand von It in positiver Richtung hin- 
erstreckt gedacht. In gleicher Weise ergiebt sich mittelst jenes 
Satzes für den Werth der Function im Anfangspunkte z = 0, d. i. 
im Mittelpunkte der Kreisfläche % die Formel: 

Durch Subtraction der beiden Formeln (2.), (3.) ergiebt sich 



weiter: 



m-m-^J'j^ 



)dz 



mod z ' mod (z — c) 



Hieraus aber folgt (mittelst des bekannten Satzes, dass der Modul 
einer Summe kleiner als die Summe der Moduln ist): 

mod [m-fm <~„f^''^" ""^^ ^^'^ ' '"''^ ^'''^ 

Nun ist: 

mod c = r, 
mod z = B, 
mod (jer— c) = p, 
mod (dis) = ds, 




(4.) 



(5.) 



(«.) 



WO r, JR, Q die in der nebenstehenden Figur 
angegebenen Entfernungen vorstellen, und 
wo ferner ds die gegenseitige Entfernung der 
beiden Randpunkte z und z -{- dz vorstellt; 
so dass also dieses ds ein Element der 
Ereisperipherie bezeichnet Ausserdem ist zufolge (1.) 

(/J.) mod f(z) < M 

Mittelst dieser Relationen («.), (/J.) geht die Formel (5.) über in 

(6.) rnoA [f{c)-fm<Lf^-ir 

Nach der geometrischen Anschauung [vgl. die Figur] ist aber: 

r + Q>li, 
d. i. 

Q>li-r; 

und hieraus folgt, weil sowohl q als auch {JR — r) stets positiv 
sind, sofort: 

f^> JU — r 
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Dieser letzten Relation entsprechend^ kann die Formel (6.) auch so 
geschrieben werden: 

,7.) -^-^m-fm<lJ^^^y 

oder, weil r, ü, M bei Ausfährung der Integration canstant bleiben, 
auch so: 

(8.) mod [fic) - rm < -,^'(#=r>-) • .4 ds. 

Das hier auftretende Integral repräsentirt aber die Länge der Kreis- 
peripherie, und ist also = 2äB. Somit folgt: 

(y.) mod [fic)-f(p)]<W---r- 

Bei der hier angestellten Betrachtung konnte der Kreisradius 
R beliebig gross gewählt werden. Die Formel (9.) wird somit gültig 
bleiben, wenn wir das B weiter und weiter, ins Unendliche hin 
wachsen lassen. Demgemäss ergiebt sich: 

m mod [/(c)-/(0)] = 0, 

und folglich: f(c) — /"(O) = 0, d. i.: 

(11.) fic)'=m. 

Nun repräsentirt aber c einen zu Anfang unserer Betrachtung 
auf der Ebene ganz beliebig markirten Punkt. Demgemäss wird die 
Formel (11.) gültig sein, welche Lage wir diesem Punkte c in der 
Ebene auch zuertheilen mögen; und wir gelangen somit zu fol- 
gendem Satz: 

Ist eine Function f{z) auf der unendlichen Ebene überall ein- 
deutig und stetig^ und ist ausscrdetn bekannt, dass ihr Modul eine 
bestimmte endliche Grösse M nirgends übersteigt^ so mrd die Function 
eine Constante sein. 

§ 10. 
Anfstelltiiig eines gewissen später . erforderlichen Hülfssatzes. 

Die Function f(/) sei auf einer gegebenen Fläche 2t eindeutig 
und stetig \ so dass also [Satz pg. 23 J Gleiches auch gilt von ihren 
Ableitungen: f{z\ f\z)j etc. Setzt man nun 

f{z)=U+iV, 

und beachtet zugleich die aus dieser Formel durch Differentiation 
nach X und y entspringenden Formeln: 
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„VN ?ü , . dV 

..., . du . .dv . 

so folgt aus jener Eindeutigiceit und Stetigkeit von /(;?) und f\z) so- 
fort, dass diese beiden Eigenschaften den Functionen 

TT V ^J[ ^ rjl dV 

^ ' ^' ox' dx' dy' gy 

ebenfalls anhaften, und zwar in allen Punkten der gegebenen Fläche Ä. 
Zufolge des Satzes pg. 9 ist daher: 

e/jj JJ^'dx dy dy Bx/ *^' 

Beachtet man schliesslich die bekannten Relationen 

^^^-^1^=«^ ä^+ä5=0> [Satz, pg. 12], 
und benutzt man dieselben, um im Integrale rechter Hand das V 
zu eliminiren, so gelangt man zu folgendem Satz: 

Versteht man unter f(z) eine Function, die auf einer gegebenen 
Fläclie % eindeutig und stetig ist, u}td bezeichnet fnan dm Werth dieser 
Function, une er hei Sonderung des Beeilen und Imaginären sich heraus- 
stellt, mit 

so ist jederzeit: 

tvo die Integration links über die Fläche, und die Integration rechts 
in positiver Richtung Ober den Rand von St hinerstreckt ist. 

Aus diesem Satz folgt sofort, dass der Werth des Integrals 

f^UdV 

niemals negativ sein kann, dass derselbe nämlich jederzeit entweder 
positiv oder Null ist. 

Wir wollen annehmen^ es trete der letztere Fall ein, es wäre also 

(1.) f^UdV=0, 

und es wäre demgemäss auch 

riTT rilT 

Dieses letztere Integral ist, weil die Werthe von g— , ^ reell sind, 
eine aus unendlich vielen, und zwar aus lauter positiven Gliedern 
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zusammengesetzte Summe, und kanu daher nur dann verschwinden, 
wenn alle diese Glieder einsein genommen Null sind. Somit ergiebt 
sich aus der Gleichung (2.), dass 

,.x du , dU 

(^•) di ^«^^ di 

auf der Fläche % allenthalben gleich Null sein müssen. Und hieraus 
folgt mit Rücksicht auf die bekannten Relationen: 

_ = und ^ h Q = 0, 

ex oy oy * dx ^ 

dass die Grössen. 

(4.) ^- und ö— 

^ ' ox oy 

auf der Fläche % ebenfalls überall Null sein müssen. Aus dem 
Verschwinden der Grössen (3.) und (4.) ergiebt sich sodann aber 
augenblicklich, dass U und V auf der Fläche ?l allenthalben con- 
stant sind. Somit gelangen wir zu folgendem Satz: 

Ist die Function f{z) auf einer gcgebefien Fläclie Sl eindeutig und 
stetig, und bezeichnet tnan den Werth dieser Functimi, wie er bei Sofi- 
derung des Beeilen und Imaginären sich herausstellt, mit 

fig) -== U + iV, 
so ist das in positiver liichtung um den Band von % Iterutnerstrecktc 
Integral 

(5.) /g, UdV 

jederzeit positiv oder Null 

Der letztere Fall, dass nämlich dieses Integral gleicli Null ist, 
kann nur dann eintreten, wenn der Werth von f{z) auf der Fläche 2t 
aUentfkdlbeti constant ist 



Digitized by 



Google 



Zweites Oapitel. 

Eutwicklnng einer Function nach den Potenzen ilires Argumentes. 

§ 1. 
Entwioklnng einer Function f{z) nach Fotensen von jer. 

Die Maclaurivl^i^Q und Taytor'sche Entwicklung sind, wie 
Cauchy gezeigt hat, unter gewissen Bedingungen und innerhalb ge- 
wisser Grenzen anwendbar auf Functionen eines complexen Argu- 
mentes. Die bewundernswerth einfachen und Epoche machenden 
Sätze, zu denen Cauchy in dieser Beziehung gelangt ist, sollen im 
gegenwärtigen und folgenden Paragraph näher dargelegt werden. 

Die Cauchy-Hadau- 
rin'sche Reihe. — Die 
Function f(js) sei ein- 
deutig und stetig auf ^--''" 
einer um den Anfangs- 
punkt = beschrie- 
benen Kreisfläche S. 
Nach den früheren 
Sätzen [pg. 22J gelten 
alsdann für jedweden 
Punkt z innerhalb 6 
die Formeln: 



('■)«') -.-;jX?^°, 




-►•P 



(la.) 

(2 a.) 



T^\ /•<-'(^) = ^ r t-^Al , , wo n = 1, 2, 3, • • . 

und hieraus ergeben sich z. B. für den Mittelpunkt der Fläche, 
d. i. für den Punkt ;8i = 0, folgende Formeln: 



1 

2 ' 3~ 



/x»)(0) 



= r— . / - 1 ^ , , WO n = 1 , 2, 3, 



1 . 2 . 3 . . . n ' 

In all diesen Formeln ist die Integration über den Rand der Kreis- 
fläche (£ in positiver Richtung zu erstrecken, also im Sinne des in 
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der Figur angegebenen Pfeiles. Ferner sind daselbst z und c Ab- 
breviaturen für die Binome: 

e = X -{- iy^ c:= a -\- ii, 
wo Xy y und a, b die rechticinldigen CoordincUen der betreffenden 
beiden Punkte vorstellen. 

Führt man, statt dieser rechtwinkligen Coordinaten, die Polar- 
coordinaten ein, setzt man also: 

X ==r cos -ö-, a = E cos 0, 
y = r sin -ö-, h = li sin 0, 
so wird: 
(3.) z = r&^, c = Äe'«. 

Nun ist nach dem Binomischen Satz: 

w .b-i[i+ö'+a)'+ü)"H--]. 

und ebenso: 

also mit Rücksicht auf (3.): 

(6.) r^-K'+(f+(^)* +(!)■+ ••■■]■ 

Und zwar werden diese Entwicklungen (4.), (5.), (6.) convergent 
und gültig sein, so lange r <R bleibt, d. i. so lange der innere 
Punkt z nicht hart an den Band der Fläche (£ heranrückt. Sub- 

stituirt man aber in (1.) für den Quotienten __ die Entwicklung 
(6.), 80 ergiebt sich: 

('■) «') -ii;/j' +.+(')*+ (7)"+ ■■•]®^-. 

oder, was dasselbe ist: 
(8.) /•(^) = Ao + A,;j + V* + A3^» + ---, 

WO die A folgende Werthe haben: 

^~ 2niJ(S, c ' 
. t_ r f{c)dc 

Ä — i_ r üMi 

etc. etc. 
Diese Werthe lassen sich nach (la.), (2 a.) auch so dar- 
stellen: 
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(8-b) A, = |/-(0), 

etc. etc. 
Also der Satz: Ist die Function f{0) auf einer um den Anfangs- 
punkt = beschriebenen Kreisfläche 6 eindeutig und stetig, so 
tvird ihr Werth in jedem Punkte z innerhalb 6 darstellbar sein durch 
eine fmch steigenden Potenzen von z fortschreitende Reihe: 

(9.) f(^) = Ao + Ai^ + A,^« + Agr» + • • • • 

Die Werthe der hier auftretenden Coefficienten lassen sich in doppelter 
Weise ausdrücken^ nämlich einerseits durch die Integrale (8.a), anderer- 
seits durch die Differentialquotienten (8.b). Demgetnäss kann also 
z. B, die Beihe auch so geschrieben werden: 

(10.) fiz) = fio) + { reo) -t- /:v, reo) + rr^ r(o) + • • • 

oder auch so: 

(1..) «.) - [««)).-. + ( [^L. + A [^'L. + ■ ■ • 

Ob diese Formeln (9.), (10.), (11.) audi nodi gültig sind für 
solcfie Punkte z, die nicht innerhalb ®, sondern hart am Rande 
von S liegen, bleibt zweifelJiaft, 

Bemerkimg. — Die Integrale (8.a) bleiben in ihren Werthen un- 
geändert, wenn man sie nicht über den Band von @, sondern über den 
Rand irgend einer Fläche ^ erstreckt, die den Punkt z =^ enthält^ und 
vollständig innerhalb @ liegt. Bezeichnet man nämlich das von &, nach 
Absonderung dieser Fläche %, noch übrig bleibende ringförmige Fläclien- 
stück mit 31: 

so ist die Function 

^, («=1,2,3,...) 

auf 31 überall eindeutig und stetig, und folglich [Satz p. 19]: 

r mßi^o, 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von 31. Will man aber 
den Rand von 31 positiv umlaufen, so hat man erstens den Rand von Q, 
ebenfalls positiv, sodann aber den Rand von % negativ zu durchwandern. 
Somit geht die letzte Formel über in: 
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Aach das Bestglied der Reihe (9.) lässt sich auf dem hier ein- 
geschlagenen Wege leicht finden, in folgender Weise: Für jede 
ganze Zahl n ist bekanntlich: 

oder, falls man durch (f^ dividirt: 



1 



(!)• . 



•« — 1 



oder, ein wenig anders geordnet: 

I — 1\ 






c — z 



Substituirfc man diesen Werth des Quotienten im Integral (1.), 

c — z 

so nimmt jene Formel (1.) folgende Gestalt an: 

«" - jii/JCH f. + ? + ■ • ■ + 9-') + V^^ «'>*' 

oder, mit Rücksicht auf (8.a), folgende Gestalt: 
(12.) m={K^ + A,;e^ + A,^ + . . . + A.-i^— + Q„, 

wo Qn die Bedeutung hat: 

Und dieses Q« repräsentirt also das aufzustellende Bestglied. 

Die Laurent'sche Betrachtung. — Es seien S und ß' zwei con- 
centrische, um je? =» beschriebene Kreisflächen , und 6 grösser als 
(£'; femer sei 9t die zwischen den beiden Ereisperipherien liegende 
ringförmige Fläche: 

ad = 6 _ 6'. 

Versteht man nun unter f(js) eine auf 9t eindeutige and stetige 
Function, so wird nach dem Cauchy'schen Satz [pg. 22] der Werth 
dieser Function für jedweden auf fft liegenden Punkt ^ darstellbar 
sein durch die Formel: 

die Integration positiv erstreckt über alle Randpunkte c der Fläche 
9L Will man aber den Rand von fft positiv durchlaufen, so hat 
man zuerst den Rand von @ ebenfalls positiv, sodann aber den 
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Rand von 6' negativ zu durchwandern. Die Formel (1.) kann daher 
so geschrieben werden: 

das eine Integral positiv erstreckt über die Randpunkte c der Fläche 
6, und ebenso das andere positiv erstreckt über die Randpunkte c 
der Fläche £'. 

Sind nun r, B, R die Abstände der Punkte ss, c, c vom Mittel- 
punkte = der beiden Kreise (mithin R und K die Radien der 
Kreise), so ist offenbar R <r <R. Mit Rücksicht hierauf ergiebt 
sich [vergl. (4.), (5.), (6.)|: 

ö~-i [•+(:)■+ ('.)'+©■+•■■]. 

und andererseits: 

.-^ -Ui +©'+«■)■+ CT +-1 

Dies in (15.) substituirt, erhält man: 
(IG.) f{3) = [Ao + \0 + A,£^ + Ajr» + • • .] 

+ [Air-i + A'tz-^ -f A^^» + As^* +•••], 
wo die A, A' die Bedeutungen haben: 

etc. etc. etc. etc. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) eindeutig und stetig auf 
einer ringförmigen Fläche 91, die von zwei um den Anfangspunkt 
z = beschriebenen Kreisperipherien begreftd ist, so wird ihr Werth 
in jedem zwischen diesen beiden PeripJierien liegenden Funkte £f ^dar- 
stellbar sein durch die Reihe: 

(18.) f{z) - [Ao + Ai^ + A,0« + A30« + . . .] 

+ [Ai-8^^ + A'i^ar-« + Ag^» + Ai^* + •••]. 
Und zwa/r sind die Coefficienten A, A' dargestellt durch die Integrale 
(17.). Von diesen Integralen laufen die einen positiv herum um die 
von der grösseren Peripherie begrenzte Kreisfläche ®, und die andern 
ebenfalls positiv um die von der Meineren Peripherie begrenzte Kreis- 
fläche (£'. 
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(19.) 
(20.) 



Ob die Entwicklung (18.) nock gültig ist für soldie Fimkte z, 
die nicht zwischen den beiden Peripherien, sondern unmittelbar auf 
einer derselben sich befinden, bleibt zweifelhaft, 

Bemerknng. — Jene Integrale (17.) bleiben übrigens, ihren Werthen 
nach, nngeändert, wenn man sie nicht über den Band von G oder (S', son- 
dern statt dessen über irgend eine zwischen diesen beiden Rändern sich 
hinziehende geschlossene Carve hinerstreckt. Der Beweis hierfür ergiebt 
sich in ähnlicher Art, wie der Beweis für die Bemerkung pg. 30. 

§ 2. 
Entwicklung einer Fnnotion f(z) nach Potenzen von (js — c). 

Die Cauchy-Taylor'sche Reihe. — Die Function f{z) sei eindeu- 
tig und stetig auf einer um den Punkt c — a + ^^ beschriebenen 
Kreisfläche (£. Wir führen ein neues mit x, y paralleles Coordiua- 
tensystem £, tj ein, dessen Anfangspunkt in c liegt, und bezeichnen 
jeden beliebigen Punkt in Bezug auf das eine und andere Coordi- 
natensysiem respecti- ^f 
ve mit jgf«= X + iy und 
g = g + i 1^. Alsdann ist: 

y = b + rt, 
mithin: 
(^ + iy) == (« + ii) 

+ (6 + in). 

d. i. £f = c + 6? 
und folglich: 

Die linke Seite dieser 
Formel ist nach un- 
serer Voraussetzung 
eindeutig und stetig 
für alle Punkte z der um c beschriebenen Kreisfläche 6. Gleiches 
gilt daher von ihrer rechten Seite. D, h. die Function f(c + 5) ist 
eindeutig und stetig für alle Punkte g innerhalb der um i^O beschrie- 
benen Kreisfläche (S. Somit folgt aus dem Satze (11.) sofort: 

f{c + ö - [f{C + 0]C=0 + I- [^^L, 




->ap 
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oder, falls man für g [vgl. (19.)] seinen Werth {p — c) einsetzt: 

m-m + ''-^f\c)+'^rff'y)+' • • • 

Also der Satz: Ist die Function f{s) eindeutig und stetig auf 
einer um den Punkt c beschriebenen Kreisfläche (£, so wird Hir Werth 
in jedem innerhalb G liegenden Punkte z darstellbar sein durch die 
Beihe: 
(21.) /•(.) = fic) + '-^ f'(c) + ^i^* /-"(c) + f ~ ^ rXc) + . . . . 

Dabei ist vorausgesetet, dass z mrklich innerhalb @, nicht etwa hart 
am Bande von @ sich befindet 

Erweitenmg der Laurent'sclien Betrachtung. — Ebenso wie hier 
aus der JlfacZawnn'selien Reihe (11.) die Taytor* sehe Reihe (21.) ab- 
geleitet worden ist mittelst einer parallelen Verschiebung des Coor- 
dinatensystems, in analoger Weise wird sich auch aus der Laurent- 
sehen Reihe (18.) eine gewisse allgemeinere Reihe ableiten lassen. 
Man gelangt dabei, wie leicht zu übersehen, zu folgendem Satz: 

Ist f{z) eindeutig und stetig auf einer ringförmigen Fläche 9i, 
die von zwei um den Punkt c beschriebenen Kreislinien begrenzt ist, 
so gilt für jeden zwischen diesen beiden Kreislinien befindlichen 
Punkt z folgende Entwicklung: 

/*(^) = [Ao + A.(;j-c) + A,(^-c)« + ...] 

+ [Ai(^ - c)-i + Ai(^ - c)-* + ^,{z - P)-» + • • -J, 
wo die A, A' Constanten ieeäcfinen. 



(22.) 



§3. 

Ueber die Oonatanz einer Funotion f(z) auf einem kleinen Linien- 

oder Fläohenelement. 

Von einer Function f(z) sei bekannt, dass sie auf einer gege- 
benen Fläche % eindeutig und stetig ist. Auch befinde sich inner- 
halb Ä ein kleines Linien- oder Flächenelefnent A, auf welchem f(z) 
constant, = K ist. Es soll die Beschaffenheit dieser Function näher 
untersucht wdrden. 

Sind c und c^ irgend zwei Punkte des Elementes A, so ist 
f(c) = f(ci) = K, mithin: 

fM - m ^ Q 
c, — c 

Hieraus folgt, falls man c^ auf A unendlich nahe an c heranrücken 
lässt: 

/•'(c)«o. 
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Aus der gemachten Voraussetzung, dass f in allen Punkten c 
des Elementes X constant, = K ist, hat sich also ergeben, dass der 
Differentialquotient /*' in all diesen Punkten = ist. Hieraus aber 
ergiebt sich nun in gleicher Weise, dass der zweite Differential- 
quotient /"' in all diesen Punkten ebenfalls = ist. ü. s. f. Dem- 
gemass gelten fftr jedweden Punkt c des Elementes A die Formeln: 

(23.) f(c) - JT, und f\c) = ric) - r{c) 0. 

Beschreibt man jetzt um c eine innerhalb S liegende Kreis- 
fläche 6, so ist f{0) auf ® (ebenso wie auf 8) eindeutig und stetig, 
mithin in jedwedem Punkte dieser Fläche (S darstellbar durch die 
Reihe (21.): 

(24.) f(,) = f(c) + ?^-V'W + ^^"Ta^-" r'W + f";-^ /""(^) + '"> 
woraus mit Rflcksicht auf (23.) folgt: 

(25.) /•(«) = K 

Aus der zu Anfang gemachten Voraussetzung, dass die Function 
f(j3) auf A constant, = K sei, hat sich also ergeben, dass sie diesen 
Constanten Werth K auch besitzen muss auf jeder um irgend einen 
Pankt c des Elementes k beschriebenen Kreisfläche @, falls nur 
diese letztere vollständig innerhalb Sl liegt In gleicher Weise 
weitergehend, wird man jetzt zeigen können, dass sie diesen con- 
stanten Werth K auch besitzen muss auf einer um irgend welchen 
Punkt c, der Fläche 6 beschriebenen Kreisfläche S^, falls nur diese 
letztere wiederum vollständig innerhalb ?l liegt, ü. s. f. 

Mittelst einer solchen Kette von Kreisen S, S^, ®2? • • •? deren 
jeder sein Centrum im Innern des vorhergehenden hat, und die 
sämmtlich innerhalb 9 liegen, kann man aber jedweden innerhalb 
2L gelegenen Punkt erreichen, also nachweisen, dass f{e) in jedem 
solchen Punkte == K ist. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 
2L eindeutig und stetig, und ist überdies bekannt, dass sie auf 

(26.) einem innerhalb Ä befindlichen Linien- oder Fläclienelement k einen 
Constanten Werth hat, so wird sie diesen selben constanten Werth 
auch besitzen in sämmtlichen Punkten der Fläche 9. 

Mit andern Worten: Ist die Function f{z) OMf einer Fläche 81 
eindeutig und stetig, so kann innerhalb % kein auch noch so klei- 

(27.) nes Linien- oder Flächenelement A vorhanden sein, auf welchem die 
Function constant wäre; — es sei denn, dass sie innerhalb Ä allent- 
halben constoMt ist 
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§4. 

Daratellnng einer Funotion f{ss) im Bereich, d. L in der Umgebung 

eines einzelnen Funktes. 

Die Function f{z) sei auf einer gegebenen Fläche Ä eindeutig 
und stetig. Ferner sei c irgend ein Punkt innerhalb % und S eine 
um c beschriebene Kreisfläche, die ebenfalls innerhalb % liegt. Als- 
dann ist f{z) in jedem Punkte z der Fläche @ darstellbar durch die 
CaMCÄy-ToyJor'sche Reihe (21.) •• 

(28.) f{z) = Ao + A,(^ ^c) + l^{z-cY + , (auf (J). 

Möglicherweise ist Aq gleich Null, vielleicht auch A^ und A^, 
vielleicht auch A^, A^ und A^, u. s. f. Ein Nullsein sämmtlicker 
A's in infinitum ist aber offenbar nicht denkbar; — denn sonst 
würde f(js), nach (28.), auf C; also, nach (26.), auch auf 8 aUent- 
halben NtiU sein. 

Schliesst man diesen singulären Fall also aus, so wird die 
Entwicklung (28.) stets die Form haben: 

(29.) f(Js) = {z^cy[^^+^n+l(^-c) + ^,^^{z—cy + ], (aufe), 

wo An eine von Null verschiedene Coustante, und n eine endliche ganze 
Zahl vorstellt. 

Die durch die Reihe 

A« + A„4.i(;2; — C) + An + 2(£^ — Cy + 

dargestellte Function ist, ebenso wie ihre einzelnen Glieder, auf der 
Fläche 6 eindeutig und stetig. Sie besitzt im Centrum c dieser 
Fläche den von Ntdl verschiedenen Werth A«, und wird daher in 
unmittelbarer Nähe des Centrums c ebenfalls von Null verschieden 
sein. Man wird also die um c beschriebene Kreisfläche (£ so weit 
zu verkleinern im Stande sein, dass jene Function auf @ nirgends 
verschwindet. 

Also der Satz: Ist f{z) auf einer gegebenen Flädw 8 eindeu- 
tig und stetig, und marhirt man innerlialb % irgend einen Funkt c, 
so werden die Wertlie, welche f{js) auf einer um c hesdiridmien hin- 
reichend Meinen Kreisfläc/ie ® besitzt, in folgender Weise darsteU- 
l)ar sein: 

(30.) m = (^ - cY E{z). 

Dabei bezeichnet n eine endliche Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, . • ., 
wnd E{z) eine Function, die auf 6 eindeutig, stetig und nichtver- 
schwindend ist. 
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Man hat hinzuzufügen: Dieser Satz gilt unter allen Umständen^ 
ausser tvenn f{z) auf % allmHuilben = ist 

Bemerkiug. — Functionen, die eindeutig, stetig und nichtverschmn- 
dend sind, werde ich stets mit E oder E oder H, oder auch wohl mit den 
entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnen; wobei bemerkt sein mag, 
dass derartige Functionen ihren Charakter behalten, wenn man sie mit 
einander multiplicirt oder dividirt. Sind z. B. 

E{z), E,{z\ E,{z), E,{z), L\iz) 
Functionen^ die auf einer gegebenen Fläche 9( eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend sind, so gilt Gleiches auf % auch von der Function 

1 

E{zy 

ebenso von dem Product:^ 

und ebenso von dem Quotienten 

E{z)E,iz)E,_^ 
E,{z)E,{z) ' 

§ 5, 
Die Pole oder polaren Unstetigkeiten einer Function. 

Gegeben »ei im Räume irgend welche Fläche, gleichgültig, ob 
eben oder krumni] und auf dieser Fläche irgend ein Punkt c. Um 
c herum denke man sich auf jener Fläche ein kleines Flächenstück 
abgegrenzt-, c selber mag gewissermassen als der Mittelpunkt dieses 
Flächenstückes angesehen werden; und demgemäss mögen die von 
c nach dem Bande des Flächenstücks hinlaufenden kürzesten Linien 
als die Badii vectores des Flächenstücks betrachtet werden. 

Definition: Ein solches um den gegd)enen Funkt c herum abge- 
grenztes Flächenstück soll in Zukunfl für den Fall, dass seine Iladii 
(1.) vectores hinreichend klein, dabei aber sämmtlich von Null ver- 
schieden sind, mit einem besonderen Namen bezeichnet, nämlidh das 
Bereich des Punktes c genannt werden. 

Was dabei in jedem einzelnen Fall unter hinreichend klein 
zu verstehen ist, tvird abhängen von jedesmaligen näheren Umständen. 

Liegt der Punkt c auf der Horizontalebene, so wird sein Be- 
reich dargestellt sein durch eine kleine ebene Fläche von beliebi- 
ger Gestalt, die z. B. kreisförmig, ellipsenförmig, quadratförmig, 
trapezförmig u. s. w. sein kann. 

Denkt man sich nun femer auf der gegebenen ebenen oder 
krummen Fläche die Werthe irgend welcher Function /* ausgebreitet, 
so mag folgende Bezeichnungs weise eintreten: 
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Definition: Ist die Function f in irgend einem Punkte c unstetig, 

jedoch der Art tmstetig, dass ihr reciproker Werth j im Bereich 

(2.) des Punktes stetig bleibt, so soll der Punkt c ein Pol der Function 
f, und die Unstetigkeit, mit welcher die Function in diesem Punkte be- 
haftet ist, eine polare Unstetigkeit genannt werden. 

Es sind sehr verschiedene Arten von Unstetigkeitspunkten denk- 
bar. Wie nun aber die Unstetigkeit, welche eine Function/ in 
einem Punkte c besitzt, auch immer beschaffen sein möge, jederzeit 
wird dieselbe entweder darin ihren ^rund haben, dass der Werth 
von f bei c einen endlichen Sprung macht, oder darin, dass jener 
Werth bei c ins Unendliche aufspringt. Gehört die bei c vorhan- 
dene Unstetigkeit zur ersten Kategorie, so wird sie nicht nur bei 
der Function selber, sondern, wie man augenblicklich übersieht, auch 
bei ihrem redproken Werth bemerkbar, folglich keine polare Unste- 
tigkeit sein. Innerhalb der ersten Kategorie kann sich demnach 
kein polarer Unstetigkeitspunkt befinden. Daraus folgt mit Noth- 
wendigkeit, dass sämmtliche polare Unstetigkeitspunkte zur zu)€iten 
Kategorie gehören, d. h. in einem Aufspringen des Functionswerthes 
ins Unendliche ihren Grund haben. Somit ergiebt sich folgender Satz: 

Ist der Punkt c ein Pol der Function t\ so tvird der Werth von 
(ß.) f in c jederzeit unendlich gross sein, 

Oder mit andern Worten: Ist der Punkt c ein Pol für die 

Functimi f so unrd er jederzeit ein Nullpunkt für die Function ^ sein. 

Es sei ?l eine in der Horizontalebene abgegrenzte Fläche, fer- 
ner f =' f(z) eine Function, die auf 31 eindeutig, und, mit Ausnahme 
einzelner Pole a^, «g, . . ., stetig ist. Ueberdiess existire innerhalb 
21 ein kleines Linien- oder Flächenelement A, auf welchem f constant, 
= K ist. Wir stellen uns die Aufgabe, die Beschaffenheit dieser 
Function näher zu untersuchen. 

Um die Pole «i, «2; • • • lassen sich [vgl. (2.)] Kreisflächen 

®n ®5i> • • • ^^^ solcher Kleinheit beschreiben, dass y auf denselben 

/ 

eindeutig und stetig ist. Gleichzeitig wird alsdann f selber eindeutig 

und stetig sein auf der Fläche 

© = 2l-((Si + 6. + ----). 
d. i. auf demjenigen Flächenstück ©, welches von 9t, nach Abson- 
derung der Kreise ßj, ßa,*'*, noch übrig bleibt Auch kann man 
jene Kreise so klein sich vorstellen, dass das Element A oder wenig- 
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stens ein Theil desselbeu auf @ liegt. Alsdaiin aber ergiebt sich 
sofort [Satz pg. 35], dass f auf @ allenthalben «= K ist, also z. B. 
auch am Rande von S;, wo &, irgend eine der Kreisflächen (£|, Q.^, 
63 . . . vorstelli 

Die auf der Kreisfläche ®y eindeutige und stetige Function -j 

hat daher am Rande von 6, den constanten Werth ^- Hieraus 

folgt [Satz pg. 22], dass sie diesen constanten Werth ^ auch inner- 
halb 6, besitzt, dass mithin /' selber innerhalb S^ überall «= K ist. 

Alles zusammengefasst ergiebt sich also, dass die Function f 
einerseits auf ® und andererseits auch auf 61,(^2) • • • • allenthalben 
= K ist. Also der Satz: 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche % eindeutig, und 

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall stetig, 

(4.) so kann auf % kein auch noch so kleines Curven- oder Flächenelement 

existiren, auf welchem die Function constant wäre; — es sei denn, 

dass sie auf 31 allenthalben constant ist 

Die Punkte, in denen eine solche Function f(0) einen gegebe- 
nen Werth K hat, können also nur vereinzelt vorkommen, ebenso 
z. B. auch diejenigen Punkte, in denen sie Null wird. Also der Satz: 

Ist die FuncHon f{z) auf einer gegebenen Fläche 31 eindeutig ^ fer- 
ner mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole «i, «g? • • • daselbst 
(5*) stetig, und bezeichnet man ihre Nullpunkte auf der Fläche % mit ß^, 
ß^, . , . , so werden alle diese Punkte 

«1, «2 • • • PlJ Aj • • • 

vereinzelt liegen. D.h.: Je zwei derselben werden stets durch irgend 
tvelchen (wenn auch noch so kleinen) Zwischenraum von einander ge- 
trennt sein, 

Erläaternng. — Daes die Pole cc discret liegen, wird vorausgeseUt 
[vgl. den Wortlaut des vorstehenden SatzesJ. Dase alsdann aber die Mall- 
punkte p ebenfalls discret liegen, ist soeben bewiesen worden. Und dass 
endlich auch je zwei Punkte a und j3 durch irgend welchen Zwischenraum 
getrennt sein werden, ist leicht zu übersehen. Um jeden Pol a kann man 

nämlich eine Kreisfläche c von solcher Kleinheit beschreiben, dass — 

innerhalb c eindeutig und stetig ist Alsdann wird innerhalb dieser Fläche 
c die Function f{z) nirgends yersch winden können, so dass also innerhalb 
c keiner der Punkte § anzutreffen ist. Q. e, d. 
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§6. 
Die Ordnnngflsalilen einer Fimotion f{z\ 

Die Function f{B) sei auf einer gegebenen Fläche Ä eindeutig 
und mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole a^^ a^^ . . . daselbst auch 
überall stetig. Ihre Nullpunkte auf S mögen bezeichnet sein mit 
ßij ßi ' ' • Endlich mag jedweder Punkt dieser Fläche^ welcher 
weder zu den c^b noch zu den /J*s gehört, mit y benannt werden. — 
Wir wollen die Function im Bereich eines jeden solchen Punktes 
a, ß oder y näher untersuchen. 

Zufolge (2.) ist die Function jpr eindeutig und stetig im Bereich 
des Poles a, also [Satz pg. 36] auf einer um a mit hinreichend kleinem 
Radius beschriebenen Kreisfläche (Sa, darstellbar durch die Formel: 

±^ = (_e-a)PE(0), (aufe„), 

WO p eine endliche Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, . . . vorstellt. 
Hieraus folgt sofort: 
(6.) / (^) = {z — a)-P £{z), (ebenfalls auf 6«), 

wo E{z) = ^; : eine Function vorstellt, die, ebenso wie E{z) sel- 
ber, auf der Kreisfläche (Sa eindeutig, stetig und nichtverschwindend 
ißt. Aus dieser Formel (6.) folgt übrigens sofort, dass p nicht = 
sein kann. Denn unire p = 0, so würde f(z)y zufolge (6.), auf 6« 
stetig sein. Dies aber ist nicht möglich, weil der Mittelpunkt a der 
Fläche 6« nach unserer Voraussetzung ein Pol, d. i. ein polarer Un- 
stetigJceitspunkt der Function f{0) sein soll. 

Die Function f^z) ist also im Bereich Sa eines Poles « stets 
durch eine Formel (6.) darstellbar, in welcher j; eine endliche Zahl 

aus der Reihe 
(6a.) 1, 2, 3, 4, 

vorstellt. Und hieraus folgt, dafs f{z) im Pole a nothwendiger Weise 
unendlich wird; was in Einklang steht mit dem Satze (3.) 

Weiter: Der Punkt /3 ist [vgl. (5.)] von allen Punkten a durch irgend 
welche Entfernungen getrennt. Die Function f{z) ist daher im Bereich 
des Punktes ß eindeutig und stetig, also [Satz pg. 36] auf einer um ß 
mit hinreichend kleinem Radius beschriebenen Kreisfläche @^ darstell- 
bar durch die Formel: 
(7.) fiz)=={z-ßyE{g), (auf 6^), 

wo q eine endliche Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, .... vorstellt. 
Nun kann aber q nicht = sein. Denn sonst würde die Formel 
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(7.) übergehen in f{z) = E(;?), mithin*) f{z) im Punkte ß nicht ver- 
schwinden-, — was der Definition von ß widerspricht. Es repräsen- 
tirt somit q eine endliche Zahl der Reihe 
(7a.) 1,2,3,4,.... 

Weiter: Unter y sollte irgend ein von den o's und /J's verschiedener 
Punkt verstanden sein, also ein Punkt, der von sän^mtlichen o's und /3's 
durch irgend welche Entfernungen getrennt ist. Demgemäss wird 
sich um y als Mittelpunkt eine Kreisfläche 6^ beschreiben lassen 
von solcher Kleinheit, dass alle a und alle ß ausserhalb (Sy liegen. 
Auf dieser Fläche Sy ist daher die Functiou f{z) eindeutig, stetig 
und nicht versdiwindend; was angedeutet werden kann durch die 
Formel: 
^S.) /W = EW, (aufSy). 

Wir können schliesslich die Formeln (6.), (7), (8.) zu einer ein- 
zigen Formel zusammenfassen und gelangen alsdann mit Rücksicht 
auf (6a.) und (7a.) zu folgendem Resultat: 

Ist f{z) auf einer gegAenen Fläche % eindeutig mid mit etwaiger 
Ausnahme einzelner Pole stetig, und markirt man irgendwo auf 
der Fläche 31 ehien Pnnict c, so mrd die Function f{z) auf einer um 
c beschriebenen hinreichend kleinen Kreisfläche (£ stets darstellbar sein 
durch die Formel 
(9.) f{z) = {z^cyE{z\ {auf^), 

wo n eine endliche Zahl aus der BeiJie 

... —3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 

vorstellt, ivährend E{z) eine Function bezeichnet, die auf ß eindeutig, 
stetig und nichtverschumdend ist 

Jene Zahl ft, die sogenannte Ordnungszahl der Function f(z) 
im Punkte c, ist negativ, positiv oder Null, jenadtdetn c ein Punkt 
a, ß oder y ist Dabei sind unter den a die Pole, unter den ß die 
Nullpunkte der Function f(z), und unter den y alle übrigen Punkte 
zu verstehen. 

Auf Grund dieser Definition der Ordnungszahlen lassen sich dieselben 
für rationale Functionen von z sofort angeben. Sind z. ^. A, B, G be- 
liebig gegebene complexe Constanten (jedoch von eiuauder verschieden), 
so wird die Function 

{z ^ Af {z - B)* 

^^"^ (7^ cy^ 

*) Es ist beständig im Auge zu behalten, dass mit l^{z), E{z) oder H{z) 
Functionen bezeichnet werden, die eindeutig, stetig und nichtverschmndend sind. 
Vgl. die Bemerkung auf pg. 87. 
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in den Punkten Ä, B und C resp. die Ordnungezahlen 3, 4 und (— 10), iu 
allen übrigen Punktcil aber die Orduungszahl besitzen. Auch übersieht 
man sofort, dass diese Function f{z) auf der Horizontalebcne überall ein- 
deutig und mit Ausnahme eines einzigen, in G liegenden Poles daselbst 
auch überall stetig ist. 

Aus der auf @ gültigen Formel (9.) folgt durch logarithmische 

Differentiation : 

df{z) ^ j>dz_ , d£{z) 
f\z) ~ J5 — c + E(2) ' 

oder^ falls man positiv über den Rand von S integrirt: 

^ (S /(^) ^^^ ^2 — c ^ ^ d ^^ ^^ 

wo H{z) = Tp^y ebenso wie E{z) selber [vgl. die Bemerkung pg. 37] 

auf der Kreisfläche 6 eindetitig, stetig und nichtverschmndend ist. Dem- 
gemäss ist [Satz pg. 23] das htzte Integral == 0, während das vor- 
letzte [nach (8a.) pg. 18] = 2%% ist. Man erhält daher: 

Bezeichnet man also die PoU tmd Nullpunkte der Function f(z) auf 

der gegebenen Fläche 31 promisme mit Ci, c^, c^, und denkt 

man sich um diese Punkte hinreichend kleine Kreisflächen (S^^, (S^^ 
. . . . ©^ beschrieben, so wird für jede solche Fläche @lx die Formel 
gelten: 

wo fix die Ordnungszahl von f{0) im Punkte c» vorstellt 

Repräsentirt nun @ dasjenige Flächenstück, welches von der 
gegebenen Fläche Ä, nach Absonderung der kleinen Kreisflächen 
©1, ®a, . . . Sj,, noch übrig bleibt: 

6 = «-(®i + 6. + .--- + 6,), 
SO werden auf © weder Pole noch Nullpunkte von f{i) vorhanden 
sein. Folglich ist f(js) auf © eindeutig, stetig und nichtverschmn- 
dend. Gleiches gilt daher auf @ [vgl. Bemerkung pg. 37 j auch von 

-^. Somit folgt [Satz pg. 23 J: 

(12.) J^m ^' 

die Integration positiv erstreckt über den ganzen Rand von ©. Will 
man aber den ganzen Rand von @ positiv durchwandern, so hat 
man zuerst die Randcurven der ursprünglichen Fläche % positiv, so- 
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dann aber die Randcurven der Flächen S^, 6j, . . . . 6,^ neg(xtiv zu durch- 
laufen. Die Formel (12.) kann daher so geschrieben werden: 

(13 ^ r df(z) "y r df(z)_ 

oder mit Rücksicht auf (11.) auch so: 

(14.) /^ ^ _ (^^ + ^ + . . . + ^,) 2 « » == 0. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläehe 
% eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und bezeichnet man ihre 
auf % vorliandenen Pole und Nullpunkte protniscue mit c^, c^, * > • Cg, 
femer ihre in diesen Punkten vorhandenen Ordnutigszahlen mit fi^, ii^j 
lig, so ist stets: 

(15.) ,*, + ft, . . . . + M, = -^/hW =- ^if^^ '''« ^(^>' 

die Integration positiv erstreckt über sämmtlidie Randcurven der 
Fläehe «. 

Da übrigens unter Cj, Cg, ... Cg sämmthche Pole und Nullpunkte 
der Function f(z) verstanden sind, so wird sie in jedwedem andern 
auf ?l befindlichen Punkte die Ordnungszahl haben [Satz (9.)]; 
so dass also die linke Seite der Formel (15.) die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen repräsentirt, welche f{z) auf 31 überhaupt be- 
sitzt. Man kann daher den vorstehenden Satz auch so ausdrücken: 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche % eindeutig und 
bis auf einzelne Pole stetig, so wird die Summe M ihrer sämmtlichen 
auf % vorhandenen Ordnungszahlen den Werth besitzen: 

(16-) ^-^J^<'^^«f(^)' 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von Sl. 

Dieser allgemeinen Formel (16.) subsumiren sich, beiläufig be- 
merkt, die früheren Formeln (10.), (11.) als specielle Fälle. 

§7. 

lieber AuBdrüoke, die aus mehreren Fmictionen f{z) auf rationale 
Weise zusammengesetzt sind. 

Es seien ft:==>f(z) und /i = fi{z) irgend zwei Functionen, die 
auf einer gegebenen Fläche ?l eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig sind. Es sollen die aus f und /i zusammengesetzten Func- 
tionen 
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Kf+KJ, und ff, und -^ 

näher untersucht werden, wo K, K, beliebige Constantet^ vorstellen. 
Zunächst ist klar^ dass diese drei neuen Functionen, ebenso 
wie /"und/i selber, auf der Flächet überall eindeutig sein werden. 
Ferner ist zu bemerken, dass die beiden ersten nur in denjenigen 
Punkten unstetig sein können, wo /' und f, unstetig sind, und dass 
andererseits die dritte nur in denjenigen Punkten unstetig sein kann, 

wo fxxnd -z- unstetig sind; dass also all' jene drei Functionen, ebenso 

wie f und /i selber, auf der Fläche ?[ immer nur in eineeinen Punk- 
ten unstetig sein können. Zu untersuchen bleibt nun aber, welcher 
Art diese ünstetigkeiten sind, ob dieselben polarer , oder ob sie 
irgend welcher anderer Natur sind. 

Markirt man innerhalb S einen beliebigen Punkt c, so sind f 
und /i [Satz (9.)] auf einer um c beschriebenen hinreichend kleinen 
Kreisfläche 6 darstellbar durch: 

(18.) i'^'^l^: (-f«)' 

wo li und fi, endliche ganze Zahlen, die Ordnungszahlen von f und 
/i in c vorstellen, während E und E, Functionen bezeichnen, die 
auf (S eindeutig, stetig und nichtversch windend sind. Demgemäss 
ist die Function 

auf 6 darstellbar durch die Formel: 

ii>^K{z — cyE+K,{z-cy-E,, (auf 6), * 
woraus durch Multiplication mit {z — c)^ sieb ergiebt: 
(19.) {z - 0-^0 = {K{z — c)^v-f /. ;e+K,{z- c)^+''^ J5J, (auf 6). 

Nimmt man nun für N eine positive ganze Zahl von solcher 
Höhe, dass {N -{- n) und (iV+ ^j) beide positiv sind, so repräsen- 
tirt der hier in der eckigen Klammer stehende Ausdruck eine Func- 
tion von z, die auf E eindeutig und stetig ist, also eine Function, 
die [nach Satz (9.)] innerhalb eines um c beschriebenen hinreichend 
kleinen Kreises c darstellbar ist durch 

WO eine endliche positive ganze Zahl vorstellt, und E eine Func- 
tion bezeichnet, die auf c eindeutig, stetig und niclitversctiwindend ist. 
Diese neue um c beschriebene Kreisfläche c wird je nach Umständen 
bald identisch mit (S, bald kleiner als S sein. 
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Demgemäss nimmt die Formel (19.) für diese neue Fläche c 
die Gestalt an: 

{z — cy<t> = (je? — cy E, (gültig auf c). 

Hieraus folgt sofort: 

(20.) <t> = (z — cy-^ E, (auf c), 

mithin 

(21.) | = (^_c)*-aH, (aufc), 

wo H = g-, ebenso wie E selber, auf c eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend ist. Zufolge (20.), (21.) ist also auf c entweder O 
oder -^ stetig, jenachdem {o — N) positiv oder negativ. Die Func- 
tion ist somit im Bereich c des zu Anfang beliebig markirten 
Punktes c entweder stetig, oder doch nur der Art unstetig, dass 
wenigstens ihr reciproker Werth daselbst stetig bleibt. Mit andern 
Worten : Sie wird in c entweder stetig sein, oder daselbst doch nur 
mit einer polaren ünstetigkeit behaftet sein. Also der Satz: 

Sind f = f{0) und f^ = f^ {z) auf einer gegebenen Fläche % ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches von der Function 

(22.) . <t) = ir/-+z,/;, 

vorausgesetzt y dass man unter Kund K^ irgend tvelche Constanten versteht. 
Wias ferner die Functionen 

^ fr 
betrifft, so ergiebt sich durch Substitution der Werthe (18.): 
(23.) P=(.-c).+..E, 

E 
wo E = EEi und H = -g- Functionen vorstellen, die, ebenso wie 

E und El selber, auf der Fläche K eindeutig, stetig * und nichtver- 
schwindend sind. Aus diesen Formeln (23.) folgt sofort, dass P 
und Q im Mittelpunkte c der Fläche (£ nur mit einer polaren Ün- 
stetigkeit behaftet sein können. In der That wird z. B., zufolge 
(23.), entweder P oder -p auf 6 stetig sein, jenachdem (fi + |üi) posi- 
tiv oder negativ ist. U. s. w. 

Auch folgt aus (23.), dass die Ordnungszahlen von P imd Q 
im Punkte c respective = (jit + ^^) uod = (fi — /üj) sind. Also 
der Satz: 
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Sind f = f(0) und /i = /i {0) auf einer gegAenen Fläche Ä ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches auch von den 
Functionen 

(24.) P^ffi tmd = ^. 

/i 

Sind ferner 11 und fi^ die Ordnungszahlen der Functionen f und f^ in 
irgend einem Punkte c der Fläche Ä, so werden die dortigen Ordnungs- 
zahlen von P und Q die Werthe (fi + fi,) und (ft — ftj besitzen. 

Haben z. B. f und f^ auf Ä überall dieselben Ordnungszahlen. 
so wird Q überall die Ordnungszahl besitzen, mithin im Bereich 
eines jeden Punktes c der Fläche ä [Satz (9.)] darstellbar sein durch 

Q^{z-cfE{z)^E{z). 

Mit andern Worten: Es wird alsdann Q in jedwedem Punkte c der 
Fläche 31 eindeutig, stetig und nichtverschwindend sein. Also der Satz: 
Sind die Functionen /*= f{z) und /i = /i (z) auf einer gegd>enen 
Fläche 8 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und besitzen über- 
dies diese beiden Functionen auf % überall dieselben Ordnungszahlen, 
so unrd ihr Quotient 

(25.) Q=jr 

auf der Fläche ?l überaU eindeutig, stetig und nichtverschwin- 
dend sein. 

Die Sätze (22.), (24.) lassen sich übrigens sofort verallgemei- 
nem, und führen alsdann zu folgendem Resultat: 

Sind die Functionen /; = /;(;&), /i = f^iz), fn = fn(z) auf 

einer gegAenen Fläche Sl eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, 
so gilt Gleiches von jedwedetn Ausdrucke: 
(26.) V = Ratf. (/;, f„.... A), 

der aus /i, f^, ..../'» auf rationale Weise zusammengesetzt, ist, also 
z. B, audi von den Ausdrücken: 

(27.) P = fJ,...f, und g- /'^""j > 

falls man nur über F^, F2, . . . Fp dieselben Voraussetzungen macfd, 
wie über /;, f^, ...fn. 

Sind femer fii, ih, » • - i^ und M^, Mg, . . . Mp die Ordnungszahlen 

der Functionen /i, ^2, . . . fn und F^, F^, . , , Fpin irgend einem Punkte 

c der Fläche 31, so tverden die dortigen OrdnungszaJden von P und 

Q lauten: 

(28.) (ii, + (i, . ..• + iin) und [(^, + ^, . . . + ^n) - (M, + M, . . . +M,)]. 
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Zu, den Functionen fy F, auf welche diese Sätze anwendbar sind, 
gehört selbstverständlich auch diejenige^ deren Werth auf ?l allenthalben 
= 1, deren Ordnungszahl also daselbst überall =0 ist 

Ferner gehört zu diesen Functionen f, F, auf welche die Sätze 
anwendbar sind, z. B. auch diejenige, welche durch das Argument 
selber dargestellt ist. Denn die Function f(z) = z ist eindeutig und 
stetig auf jedweder Fläche Ä, falls nur alle Punkte derselben im 
Endlichen liegen. Somit ist dem Satz (26.) folgender Zusatz bei- 
zufügen: 

Versteht man unter 
(29.) V = Katf. (z) 

irgend eine rationale Function von z, so wird V auf der Fläche % 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Dabei ist vorausgesetzt, 
dass die Fläche S mit alV ihren Punkten im Endlichen liegt, — eine 
Voraussetzung, die wir übrigens stillschweigend bei den mit Ä bezeich- 
neten Flädien stets supponirt haben. 

Es sei jetzt f = f{z) eine beliebig gegebene Function, die auf 
einer Fläche % eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist. Ihre 
Pole imd Nullpunkte auf der Fläche % seien bezeichnet mit a^, a^, 
. , . aa und ßi, ß^, ... ßo, ferner ihre dortigen Ordnungszahlen mit 
(— l'i); (— ä)> • • • {'- Pa) und q^, q^, . . . qi,', sodass also die p 
und q [vgl. den Satz (9.]) lauter positive ganze Zahlen vorstellen. 

Genau dieselben Eigenschaften besitzt offenbar auch die ratio- 
nale Function: 

Nach dem Satze (29.) ist nämlich W(z) auf ?t eindeutig und bis auf 
einzelne Pole stetig. Auch erkennt man aus der Beschaffenheit des 
Ausdrucks (30.) sofort, dass die Pole und Nullpunkte von V(;ef) re- 
spective in «j, a^* . . . Ua und ßi, ß^j . • . ßb gelegen sind. Und über- 
dies erkennt man [mittelst des Satzes (9.)]^ dass die in diesen Punk- 
ten vorhandenen Ordnungszahlen der Function ^{z) respective durch 
(— JPi)^ {—Pi)f • • • (— P«) und g,, fe, . . . qö dargestellt sind. 

Da nun aber f(z) und ^(z) auf % eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig, ferner überall mit denselben Ordnungszahlen ver- 
sehen sind, so folgt aus dem Satze (25.) sofort, dass der Quotient 

VW 

auf 9i eindeutig, stetig und nichtverschwindend ist. Man gelangt daher 
zu folgendem Resultat: 
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Ist die Fundion f{z) auf einer gegebenen Fläche Ä eindeutig und 
bis auf einzelne Pole stetig, und bezeichnet man ihre auf Ä liegenden 
Pole und Nullpunkte respective mit «j, «j, . . . a« wwd /S,, ft, . . . ßb, 
femer ihre dortigen Ordnungszahlen respective mit {— Pi), (— JP«)» . • • 
( — Pa) wwöf g'i, ?2, . . . Qb} so wird sie auf der Fläche Ä darstellbar 
sein durch die Formel: 

M?ö J9(je?) eine Function vorstellt, die auf SIL eindetitig, stetig und nicht- 
verschwindend ist. 

Versteht man insbesondere unter % eine um den Anfangspunkt 
jgi = beschriebene Kreisfläche, so wird die auf % eindeutige und 
"stetige Function 

(^ - ^1^ (^ - A> . • . (^ - ß^r'E{z) 

innerhalb Ä entwickelbar sein [Satz pg. 30] in eine Maclaurin'sche 
Reihe 

^ + JBje? + C7;p« + D^ + . . . ; 

so dass man also zu folgendem Satze gelangt: 

Ist die Function f(z) auf einer um den Punkt £? = beschrie- 
benen Kreisfläche Ä eindeutig und bis auf einzelne Pole aj , a^ , . . . a^ 
stetig, und bezeichnet man ihre Ordnungszahlen in diesen Polen mit 
( — jpi), ( — Pi), . . . ( — Pa), so wird dieselbe innerhalb Ä darstellbar 
sein durch die Formel: 
(32.) f(z) A + Bz + G.^+-D.^+.., 

WO Ä, Bj C, D, . . . Constanten sind, während die p's (ihrer Defini- 
tion zufolge) positive ganze Zahlen vorstellen. 

Besitzt insbesondere die Function f{z) auf der- Kreisfläche % nur 
einen einzigen Pol, und liegt dieser im Mittelpunkte von ä, d. i. in 
= 0, so nimmt der Satz die speciellere Gestalt an: 

Ist die Function f(z) auf einer um z *= beschridm^cn Kreis flädie 
Ä eindeutig, und bis auf einen in je? = gelegenen Pol stetig, so unrd 
dieselbe innerhalb % darstellbar sein durdi die Formel: 

(33.) ^(,) = £±^i + ^^±^fl±^^, 

d. i. durch die Formel: 
(34.) f{z) = Az-p + B0-p+^ + Cz-p-^^ + Dz-p-^^ + . . . , 

wo A, B, C, D, . . . . Constante sind, während p eine positive ganze 
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Zahl vorstellt Es rqpräsentirt nänUich ( — p) die Ordmmgszahl von 
fijs) in jenem Pole = 0. 

§8. 

Ueber die Differentialquotienten einer Function f{z), 

Ist die Function f{is) auf einer gegebenen Fläche 81 eindeutig 
(1.) und stetig, so gilt Gleiches daselbst audi von ihren sämmtlichen Dif- 

ferentialguotienten -j^-y ~^f > ^^- ^^• 

So lautet der früher [pg. 23] erhaltene Satz. Wir wollen jetzt 
nun aber das Verhalten der Differentialquotienten für den Fall unter- 
suchen^ dass die ursprüngliche Function mit irgend welchen Polen 
behaftet ist. 

Die Function f(is) sei also auf 91 eindetdig und bis auf einBeine 
Pole stetig, Markirt man alsdann auf % einen beliebigen Punkt Cy 
so ist [Satz pg. 41] f{£) innerhalb einer um c beschriebenen hin- 
reichend kleinen Kreisfläche @ darstellbar durch die Formel: 

(2.) f{e) = {»-cyE{z), (auf©), 

WO fi die Ordnungszahl von f(js) in c vorstellt, während E(/) eine 
Function bezeichnet, die auf 6 eindeutig, stetig und nichtversdiwin- 
dend ist. In Folge dieser Eigenschaften ist E(js) innerhalb der Kreis- 
fläche 6 entwickelbar in die Cauchy-Taylor'sche Reihe: 

WO Aq versdiieden von ist. Denn andernfalls würde E(0) im Cen- 
trum c der Kreisfläche 6 verschwinden, was dem Charakter dieser 
Function widerspricht 
Man erhält also: 

(3.) f(e)^(g-cy[A, + M^-c) + Mi>-ey + •..-!, (auf 6), 
und hieraus durch Differentiation: 

(4-) ^W = (*-<'>'-H^A+(f+1)A(^-c)+(p+2)^(^-c)«+ . ..], 

(auf e). 
Ist nun (i von verschieden, so hat diese Formel die Gestalt: 
(5.) ^-^ ^ (^ _ cy-^[B, + B,(0- c) +B,(g-ey + ...], (auf 6), 

WO Bq (ebenso wie das frühere ,4^) von verschieden ist. 

Ist hingegen fi = 0, so verschwindet in (4.) der erste Coeffi- 
cient: ykA^. Moglicherweise verschwinden aber gleichzeitig auch noch 

Kotunann, Abersohe Integrale. 2. Aufl. 4 
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einige der folgenden Coefficienten. Denn die -4^, A^, A^y ... sind 
unbekannte Constanten^ die ebensogut Null^ wie von Null verschieden 
sein können. Im Falle ft = besitzt daher die Formel (4.) die Gestalt: 

WO p eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... vorstellt, und iJ^ eine von 
verschiedene Constante bezeichnet. 

Die in (5.) in der eckigen Klammer stehende Function ist auf 
^ eindeutig und stetig. Sie besitzt im Mittelpunkt c dieser Flache 
den von verschiedenen Werth J?^, folglich in unmittelbarer Nach- 
barschaft von c ebenfalls von verschiedene Werthe. Man kann 
daher (S zu einer concentrischen Kreisfläche c von solcher Klein- 
heit zusammenschrumpfen lassen, dass jene Function innerhalb c 
nicht bloss eindeutig und stetig, sondern auch nichtverschtvindend ist. 
Analoges gilt von der in (6.) in der eckigen Klammer stehenden 
t'unction. 

Innerhalb einer um c beschriebenen, hinreichend kleinen Kreis- 
fläche c nehmen daher die für ft ^ 0, respective für ft = gelten- 
den Formeln (5.) und (6.) folgende Gestalt an: 

(7.) ti^O:'^-^ = i,-cy-^E(,), (aufc), 

(8.) ,t = 0:^Ö = (£-c>HW, (aufc), 

WO p eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . vorstellt, während E(z) und 
H(je?) Functionep bezeichnen, die auf c eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend sind. 

Diese Formeln (7.), (8.) zeigen, dass die Function -J^ im Punkte 

c entweder stetig oder aber polarunstetig ist; sie zeigen femer, dass 
die Ordnungszahl dieser Function im Punkte c entweder = (/* — 1) 
oder =p ist. Also der Satz: 

Ist die Funäion f{z) auf einer gegebetien Fläche Ä eindeuUg und 
bis auf einzelne Pole stetig^ so gut Gleiches auf Ä auch von dem Dif- 

dm 

de ' 

Sind femer ^ tmd yJ die Ordnungszahlen von f{z) und -~^ in 

irgend einem Punkte c der Fläche Ä, so ist: 

(9.) ' ^ = ^-1, faOs iiSo, 

hingegen: 
(10.) ^' = 0,1,2,3,4,...., falls f* = 0. 
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Oder mit andern Worten,: BesiUst^ die Ordnungszahl ft im Funkte c 
einen der Werthe: 

fi = ....-3,-2, -1, +0, +1, +2, +3, .... 
so wird der zugehörige Werth von fi' respecHve dargestellt sein durch: 

,»'=....-4, -3, -2, +1), +0, +1, +2,.... 
WO das p eine imhekannte Zahl au^ der Beihe 0, 1^ 2^ 3^ . . . . re- 



Demgemäss hat also ^— der Lage tMch genau dieselben Pole 

wie die ursprüngliche Function f{z); wahrend hinsichtlich der Null- 
ptinkte eine derartige üebereinstimmung im Allgemeinen nicht exisfirL 
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Drittes Oapitel. 
eA^t<nr<(£^ i>^l<:^t Punctioneii in ihrer Aasbreitsng auf der Kagelfläche. 

§ 1. 

Die HoriBontalebene tmd die Engelfläohe als Trftger gegebener 

Fnnotioxurwertlie. 

Soll irgend eine Function f{e) in ihrem ganzen Umfange unter- 
sucht werden, so wird man als Träger ihrer Werthe die ganze un- 
endliche Horizontalebene anzuwenden haben. Die bisher gefundenen 
Sätze beziehen sich aber nur auf endliche Flächenstücke 9[. Und 
man wird daher mittelst diesetr Sätze die Werthe der Function 
in den unendlich fernen Punkten der Horizontalebene nicht mehr zu 
untersuchen im Stande sein. Wie sich dieser Uebelstand beseitigen 
lässt, soll in diesem und dem folgenden Paragraph gezeigt werden. 

Es sei der höchstgelegene ^ q 

und (y der tiefstgelegene Punkt 
einer Kugelfläche vom Durcft^messer 
1; femer sei Jf-Wdie die Kugel- 
fläche in berührende Horizontal' 
ebene '^ und in dieser Ebene befinde 

sich (wie bisher) ein rechtwink- 

liges Axensystem xOtf^ dessen 0' 

Anfangspunkt in liegt. Die nebenstehende Zeichnung repräsentirt 
irgend welchen durch die Linie 00' gehenden Durchschnitt der 
räumlichen Figur. , 

Wir denken uns zuvörderst die Werthe der gegebenen Function 
f(js) in gewöhnlicher Weise auf der Horizontalebene MN ausgebrei- 
tet, und verpflanzen sodann diese Werthe von jener Ebene nach der 
Kugelfläche hin, indem wir dieselben auf geradlinigen, gegen (X con- 
vergirenden Bahnen nach der Kugelfläche hingleiten lassen. In sol- 
cher Weise wird z. B. auf den Kugelflächenpunkt Z [vgl. die Figur] 
derjenige Werth f{z) fallen, welcher ursprünglich in js sich befand. 




Digitized by 



Google 



Fnnctionen auf der Engelfläcfae. 53 

Durch dieses Verfahren verwandelt sich die ursprüngliche Aus- 
breitung der Function auf der Horizontal ebene in eine Ausbreitung 
derselben auf der Kugdfläche. 

• Beispiele. — Die Fanction f =■ ( — j iat auf der Horizontalebene ein- 

deutig^ und in den unendlich fernen Punkten durchweg == 0. Projicirt 
man nun die Werthe dieser Function in der angegebenen Weise auf die 
Kugelfläche, so fftUt auf den tiefsten Punkt Ct derselben von allen Seiten 
her ein wnd derselbe Werth, nämlich der Werth 0. Es wird daher diese 
Function auf der Eugelfläche im Punkte 0' eindeutig sein, und selbstver- 
ständlich auch in jedwedem andern Punkte der Eugelfläche. 

Analoges gilt von der Function f ^=^ z^ ^ welche in den unendlich fer- 
nen Punkten der Horizontalebene durchweg =» cx> ist. Verpflanzt man also 
die Werthe dieser Function nach der Kugel fläche, so wird auf den Punkt 
(y von allen Seiten her ein und derselbe Werth, nämlich der Werth oo 
fallen. Es ist mithin diese Function f = z^ wiederum auf der Kugelfläche 
überdU eindeutig. 

Was wir bei diesen beiden Beispielen sehen, gilt aber nicht allge- 
mein für jede Function. So ist z. B. die Function 

(eyj_g-y\ / ^y __ g— y\ • 
sin X — -^- — ) 4" » 1 cos a; I 

auf der Horizontalebene überall eindeutig. Und trotzdem wird sie bei 
ihrer Ausbreitung auf der Kugelfläche im Punkte 0' unendlichvieldeutig 
sein. Denn diese Function besitzt, wie man leicht übersieht, in den un- 
endlich fernen Punkten der Horizontalebene oder (anschaulicher ausge- 
drückt) in den einzelnen Punkten einer in der Horizontalebene um mit 
unendlich grossem Radius beschriebenen Kreisperipherie verschiedene Werthe. 
Und air diese verschiedenen Werthe fallen, beim Uebergange zur Kugel- 
fläche, auf den Punkt 0\ 

§2. 
Die Antipodenebene als Träger der Fnnotionswerthe. . 

Durch Ausbreitung der Werthe einer Function auf der Eugel- 
fläche wird erreicht, dass wir alsdann alF diese Werthe im End- 
lichen vor uns ha- ^ o X N 

ben ; wobei aber der '^■^' [^\^\ ~/' 



/ 



Nachtheil eintritt, 
dass als Trager die- 
ser Werthe nicht 
mehr eine ebene, \ , /' 

sondern eine hrum- _ . , 

me Flache dient. ^ ' ^' ^' ^^' 

Um diesen Nachtheil zu beseitigen, construiren wir eine sfweite 

Horüfontalebene Jf'JV, welche die Kugel in (/ berührt, und welche 
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zur bequemeyen ünterscheidnng die Äntipodend>ene heissen m£^. 
Projicirt man nan die auf der Eogelfläche ausgebreiteten Fnnctions- 
werthe auf geradlinigen, von auslaufenden Bahnen nach der Anti- 
podenebene, z. B. [vgl. die Figur pg. 53] von Znach /, so sind alsd^pn 
sämmtliche Functionswerthe auf dieser Antipodenebene ausgebreitet 

Diese Antipodenebene erstreckt sich aber nach allen Seiten ins 
Unendliche^ sodass wir jetzt schiesslich denselben Uebelstand haben, 
der mit der ursprünglichen Ausbreitung der Function auf der Hori- 
zontalebene verbunden war. 

Bei jeder der drei Ausbreitungsmethoden (auf der Horizontal- 
ebene, auf der Eugelfläche und auf der Antipodenebene) ist also 
der störende Umstand vorhanden, dass die angewandte Fläche ent- 
weder eine unendliche oder aber eine krumme ist. Um beide Uebel- 
stande zu vermeiden, zerlegen wir die Eugelflache durch irgend eine 
geschlossene Curve (ti/ (z. B. durch ihren Aequator oder durch einen 
Parallelkreis) in zwei Teile @ und ©', von welchen der eine den 
Punkt 0, der andere den Punkt (7 enthält, und projiciren sodann 
die Functionswerthe des Theiles @ von (/ aus nach der Horizon- 
tal-, und die des Theiles ©' von aus auf die Antipodenebene. 
Solches ausgeführt ge- ^ 

dockt j sind dlsdcmn 
sämmUiche Werfhe der 
gegebenen Function aus- 
gäyreitet auf ewei ebe- 
nen endlichen, Flä- 
chenstüdcen 91, %', von 
denen das eine in der 
Horizontal', das andere ^ 

in der Antipodenebene liegt. Die Werthe, welche auf der Kugelfläche 
längs der Curve ftv vorhanden waren, kommen bei dieser Ausbrei- 
tung doppelt vor, indem sie sowohl auf den Rand von Ä, wie auf den 
von %' fallen; so dass also die Bandtoerthe von 9 identisch sind mit 
denen von Ä'. 

§3. 

Die Horizontalebene, die Eugelfläohe nnd die Antipodenebene sind 

anzusehen als versohiedene Zustände ein und derselben Fläche. 

Man kann die Horizontalebene, die Kugelfläche und die Anti- 
podenebene als verschiedene Zustände ein und derselben biegsamen, 
dehnbaren und zusammenziehbaren Fläche auffassen. Auch kann 
man die Uebergänge dieser Fläche aus dem ersten in den zweiten 
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und dritten Zustand in solcher Weise sich vorstellen, dass je drei 
Punkte, wie jet, Z, d [vgl. 
die Figur pg. 53] nichts 
anderes sind als drei ver- 
schiedene Lagen ein tmd 
desselben Flächenpunktes. 

Die [in der nebenstehen- 
den Figur] mit a, a, a be- 
zeichneten Seiten der drei 
Flächen sind alsdann unter- 
emcmder identisch, und ebenso andererseits auch b, ß, V. Da man 
nun bei der Horizontalebene a als die (i)eTe und h als die untere 
Seite zu bezeichnen hat, so erscheint es notwendig, mit dem erstem 
Namen auch a und d , mit dem letztern ß und V zu belegen. 

Bei der Antipodenebene wird also, ebenso wie bei der HorizontaJr 
ebene, unter der obern Seite die der Kugelfläche abgewendete jsu ver- 
stehen sein. Und andererseits wird bei der Kugelfläche selber unter 
der obern Seite ihre Äussenseite eu verstehen sein. 

Bei der Untersuchung der auf der Horizontalebene ausgebrei- 
teten Functionswerthe haben wir [in den vorhergehenden Capiteln] 
häufig die Worte links und reckts gebraucht. Und zwar haben wir 
bei Anwendung dieser Worte unsern Standpunkt stets auf der obern 
Seite der Horizontalebene gewählt. Demgemäss wird es für den 
stetigen Fortgang unserer Betrachtungen geboten sein, unsern Stand- 
punkt auf dieser öbem Seite^ auch dann noch beizubehalten, wenn 
jene Ebene im Verlauf der Untersuchung in die Eugelfläche oder in 
die Antipodenebene übergeht. 

Nehmen wir also an, die Kugelfläche sei ein Bild unserer Erd- 
kugel, und unser Wohnort auf der Erdkugel sei in 0. Dann werden 
wir selber denjenigen Standpunkt haben, welcher mr Beurtheilung der 
auf der Horizontalebene ausgebreiteten Functionswerthe geboten ist. 
Und gleichzeitig werden unsere bei Cf wohnenden Antipoden einen 
Standpmkt haben, tvie er erforderlich ist zur Beurtheilu/ng der auf der 
Antipodenebene ausgebreiteten Functionswerthe. Dies ist für die 
Zukunft unveränderlich festzuhalten. Und hierin liegt auch der 
Grund fOr die Wahl des Namens Antipodenebene. 

Nachdem in solcher Weise die obern Seiten der betrachteten 
Flächen fixirt sind, können solche Ausdrücke wie positive oder negor 
twe Umlaufung sofort angewendet werden, ohne dass dabei irgend 
ein Missverständniss zu befürchten wäre. 
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Will man nämlich ein beliebig gegebenes Fläcbenstück in posi- 
tiver Richtung umlaufen, so muss man [vgl. die Regel pg. 3] auf 
der cbem Seite des Flächenstücks längs seiner Randes in solcher 
Richtung fortschreiten, dass man dabei das Flächenstück selber zur 
Linken hat. 

Die obere Seite der Kugelfläche ist aber ihre Aussenseite. Will 
man also z. B. das ^ 

Flächenstück © längs 
seiner Randcurve fiv 
positiv umlaufen , so 
hat man längs dieser 
Curve von Westen nach 
Osten zu wandern, falls 
man nämlich für den 
Augenblick als 
Nordpol und 0' als Südpol der Kugel bezeichnet. Will man hin- 
gegen das andere Flächenstück ©' positiv umlaufen, so hat man 
längs fit/ in entgegengesetsster Richtung, nämlich von Osten nach Westen 
fortzuschreiten. 

Ferner bemerkt man, dass die positiven Umlaufungen der bei- 
den Flächenstücke @ und 31 unter einander harmoniren. Denken 
wir uns z. B. in (/ einen leuchtenden Punkt, so wird, falls wir sel- 
ber das Flächenstück © positiv umlaufen, gleichzeitig unser auf die 
Horizontalebene geworfener Schatten in positiver Richtung um % 
herumlaufen. 

In ähnlicher Weise harmoniren unter einander die positiven 
ümlaufungen von ©' und Sl', wobei ein leuchtender Punkt in an- 
zubringen sein würde. 

§4. 
Die Coordinatensysteme xOy und xCfy in der Horizontal- und 

Antipodenebene. 

Ebenso wie wir das Axensystem in der Horizontalebene mit 
xOy bezeichnet haben, ebenso wollen wir das in der Antipoden- 
ebene festzusetzende Axensystem xffy nennen. Und zwar mögen 
die Axen Ox und Cfx' parallel und von gleicher Richtung sein. Sie 
mögen beide liegen in der Ebene der nebenstehenden Zeichnung. 

Der in auf der ohem Seite der Horizontalebene Stehende und 
in der Richtung Ox Fortsehende wird alsdann die Richtung Oy 
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(1) 



iß-) 




markiren mit ausgestreckter Linken [Satz (3.) pg. 4]. Daraus folgt, 
dass der Punkt y hinter der Ebene der Zeichnung liegt. 

Andererseits wird 
[zufolge desselben Sa- 
tzes] der auf der obem 
Seite der Antipoden- 
ebene in (y Stehende 
und in der Richtung 
(Xx Fortsehende die 
Richtung (Xy mit aus- 
gestreckter Linken 
markiren. Hieraus folgt, dass der Punkt y' vor der Ebene der Zeich- 
nung liegt, dass mithin (Xy und Oy entgegengesetzte Richtungen sind. 
Sind also xOy und x'ffy die in der Horizontal- und Antipoden- 
(Aene festgesetzten ,Axen$ysteme, so haben Ox und (Xx' gleiche Rich- 
tung, hingegen Oy und O'y entgegengesetzte Richtungen. 

Es mag dabei noch auf folgenden Umstand aufmerksam gemacht 
werden. Die Ebenen xOy und xOy sind zwei Tangentialebenen der 
Kugelfläche. Denkt man sich die eine derselben als eine bewegliche Tan- 
gentialebene, 80 wird man dieselbe durch Verschiebung ihres Contact- 
punktes stets in eine solche Lage versetzen können, dass O mit (X, femer 
Ox mit (Xx und gleichzeitig Oy mit O^y zur Deckung gelangt. 

Es seien z, Z, / irgend drei einander correspondirende Punkte. 
Alsdann sind die beiden Dreiecke OO'z und OOz ähnlich dem Drei- 
eck Off Z, also auch unter einander ähnlich. Hieraus folgt: 

{Oz) _ {oa) 
{pa) ~ (OzY 

d. i. 

{Oz){az') = {oay. 

Bezeichnet man also die Entfernungen q 

(Oe) und ((//) mit r und r', und 
setzt man ausserdem fest, dass der Kugel- 
durchmesser (00') = 1 sein solle, so 
erhält man: 

rr = 1, 

Es seien nun z und / zugleich die AbJ)reviaturen für die die- 
sen Punkten z und / zugehörigen Binome; also 

z = x + iyy 

z^x-\-%y, 

wo X, y die Coordinaten des Punktes z im Coordinatensystem xOy, 
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und x^ y die Coordinaten von / im Coordinatensystem xOfy' vor- 
stellen. Alsdann ergiebt sich: 



(3) 






(4.) 



(5.) 




XJP' 



= r cos -ö", 
r sin %•, 
wo 0* das in beistehender 
Figur*) angegebene Azi- 
muth reprasentirt. Hier- 
aus folgt weiter: 

a; -f- iy c=s re'^, 

X + ^y = r'e-*^, 

also mit Rücksicht auf (1.) : 

{x + iy) {x' + iy') = 1. 

Also der Satz: Zwischen je zwei einander correspondirenden 
Punkten a ^=^ x -j- iy und / = x -\- iy der Horißotitalr ufid ÄtUi- 
podenebene findet stets die Bdation statt: 
(6.) (x + iy)(af + iy') = l, d.i. 0/ = 1. 

Dabei ist vorausgesetzt y dass der Durchmesser der Kugel = 1 sei, 
dass femer in jenen beiden Ebenen die x-Äxen gleiche Eichtung, und 
die y-Axen entgegengesetzte Richtung hdben^ wie solches näher an- 
gegeben wurde im vorhergehenden Satz [pg. 57]. 



(7-) 



§5. 
Eine rationale Function von z in ihrer Ausbreitung auf der 

Eugelfläohe. 

Die Werthe irgend welcher Function f{z) erleiden, falls man 
die Horizontalebene in die Kugelfläche, und diese wieder in die Anti- 
podenebene übergehen lässt, keine Grössen -Veränderung, sondern nur 
eine Orfe -Veränderung. Derselbe Werth nämlich, welcher ursprüng- 
lich in ;e? war, kommt später nach Z, und schliesslich nach s\ falls man 
nämlich unter z, Zy z irgend drei einander correspondirende Punkte 
versteht [Figur pg. 57]. 

Demgemäss wird also z. B. auch die rationale Function 

^~ z-C 

in je drei solchen Punkten z, Z, z ein und denselhefi Werth haben. 



*) Diese Figur soll die vorhergehende von Neuem darstellen, dieselbe 
betrachtet aus der Vogelperspective. 
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Dabei sollen A, B, C beliebig gegebene reelle oder complexe Con- 
stanten vorstellen. 

Nun kann man aber, weil bei je drei correspondirenden Punkten 
Zy Zy / die Relation (6.) stattfindet: ;?/ = 1, hiervon Gebrauch 
machen, um jenem in jgf, Z, / vorhandenem Werth (7.) eine andere 

Form zu geben, indem man ss =-p substituirt. In solcher Weise 
ergiebt sich: 

\P') ^ 4^(1 - Cz') 

Auch wird es bequem sein, diesen den drei Punkten z, Z, / 
gemeinschaftlichm Werth bei z in der Form (7.), hingegen bei / 
in der Form (8.) zu verwenden. 

Thut man dies, und berücksichtigt man dabei den Satz (29.) 
pg. 47, so ergiebt sich aus (7.), dass die Function auf jedem 
endlichen Stück der Horizontalebene eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig ist. Und ebenso ergiebt sich alsdann aus (8.), dass 
dieselben Eigenschaften besitzt auf jedem endlichen Stück der Anti- 
podenebene. 

Denkt man sich also, wie früher, die Kugelfläche durch eine 
Curve fiv in zwei m 



Theile © und ©' zer- 


^ ^ 




legt, und die mit diesen 


\ /^^>x / 




Theilen correspondi- 






renden Theile der Ho- 


v. 


rizontal- und Antipo- 


■^x 


denebene mit S und 


/ "^^/y 


■^^ 


fL' bezeichnet, so wird 


0' 


^ 


""^ 




eindeutig und bis auf 


31' 





einzelne Pole stetig sein sowohl auf Sl wie auf 31', mithin diese Eigen- 
schaften auch besitzen auf @ und ©' [vgl. die folgende Erläuterung]. 
Demgemäss wird also diese Eigenschaften besitzen auf der ganzen 
KugelfläcJie. * 

Man übersieht nun sofort, dass man in genau derselben Weise 
verfahren kann bei jeder beliebigen rationalen Function von z, und 
. gelangt also zu folgendem 

Satz. — Eine rationale Function von z wird bei ihrer Ausbrei- 
(9.) tung a/uf der Kugelfläche daselbst überall eindeutig, und bis auf einzelne 
Fole daselbst auch überall stetig sein. 

Erläntenmg der vorliergelienden Sohlnssfolge. — Sind z und Z zwei 
auf SC und @ einander correspondirende Punkte, so wird eine in z stetige 
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Function ofiPenbar in Z ebenfalls stetig sein. Ist andererseits <]> in z 
mit einem Tßl behaftet, also daselbst unstetig, jedoch in solcher Weise, 

dass der reciproke Werth -i- im Bereich des Punktes z stetig bleibt, so 

.wird dieses -r- auch stetig sein in dem Bereich des correspondirenden 
Punktes Z, Polglich wird in Z ebenfalls einen Toi haben. Q, e. d. 
Nimmt man insbesondere eine gan^ rationaiSj^:}. öTdie Function 
(10.) <t> = {0-Ä){z^ B){^ - C), 

so lüsst sich dieser den drei Punkten ;sf, Z, z geiyieinsduiftliche Werth 

mittelst der Substitution j? = — auch so darstellen: 

z 

(11.) ^ 78 

Aus (10.) ersieht man, dass eindeutig und stetig ist auf %, mithin 
auch auf @. Andererseits ersieht man aus (11.), dass auf 55' 
eindeutig und his auf einen in 0' liegenden Pol stetig ist, dass mithin 
diese Eigenschaften auch auf ©' besitzt. Demgemäss ist also 
die Function auf der Kugelfläche eindeutig^ und bis auf einen in Cf 
liegenden Pol stetig. Genau dasselbe wiederholt sich ofiFenbar bei 
jeder beliebigen ganzen rationalen Function. Also der 

Satz. — Eine ganze rationale Functum vmi z wird bei iJirer 

(12.) Ausbreitung auf der Kugelfläche überall eindeutig, und, bis auf einen 

bei Cf rf. L bei ;? = cx) liegenden Pol, daselbst überall stetig sein. Man 

kann nämlich die Punkte und 0' nach den zugehörigen Werthen 

von z r^spective mit z ^=0 und mit z'=^ oo bezeichnen. 

§6. 

Ueber die Umkehrbarkeit der Sätze des vorliergehenden 

FaragraphB. 

Ist eine nicht näher bekannte Function f(z) auf der Kugel- 
fläche überall eindeutig und stetigy so gilt ofiFenbar Gleiches auch von 
ihrem Modul. Es wird also dieser Modul auf der Kugelfläche überall 
stetig, mithin auch überall endlich sein. Ist mithin M der grösste 
Werth dieses Moduls, so repräsentirt M eine bestimmte endliche 
Constante von positivem Werth. 

Demgemäss ist also f(z) auf der Horizontdlebene überall eindeu- 
tig und stetig, und gleichzeitig ist der Modul von f{z) daselbst 
überall < M, Hieraus aber folgt [Satz pg. 25], dass f{z) eine Gon- 
stante ist. Also der 



Digitized by 



Google 



(13.) 



Functionen auf der Kngelfl&che. 61 

Satz. — Ist eine Function f{z) hei ihrer Ausbreitung auf der Kugd- 
fläche aUenffuilben eindeutig und stetig, so wird sie eine Constante sein. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Function f{0) sei auf der Kugel- 
fläche überall eindeutig, und bis auf einen bei je; =» oo (d. i. in (/) 
liegenden Pol daselbst auch überall stetig. Es soll die Beschaffen- 
heit dieser Function näher untersucht werden. 

Zerlegt man die Kugelfläche durch irgend einen Parcdldkreis 
fiv in zwei Theile @ und @', und bezeichnet man die correspon- 
direnden Theile der Horizontal- und Antipodenebene mit Ä und W, 




(U.) 



so ist f(0) auf @\ mithin auch auf V eindeutig, und bis auf den 
Pol (7 stetig. Folglich ist f(z) [Satz (34.) pg. 48j innerhalb dieser 
Kreisfläche %[' darstellbar durch die Formel: 

-f (2 + E/ + fif/«+T/» + , (gültig auf «')' 

wo AyB,C,- - • P, QjBjSjTy Constanten sind, während 2> eine 

positive ganze Zahl repräsentirt. 

Solches constatirt, soll jetzt die Differenz untersucht werden: 

(15.) * g>(z) = f{z) - [A^-P + Bz-P^^ + Ci^-P^^ h P/-^], 

welche, da j?/ = 1 ist, auch so sich darstellen lässt: 

(16.) q>{z) = f{z) — [AzP + BzP-^ + Czp-^ \- Pz\. 

Nimmt man diese neue Function g>(z) in der Gestalt (15.), so folgt 
aus der Formel (14.) sofort, dass sie auf W identisch ist mit 

(2 + i?/ + S/« + T/»H , 

dass sie also auf %', mithin auch auf @' überall eindeutig und stetig 
ist. Und nimmt man andererseits die neue Function q>{z) in der 
Gestalt (16.), so folgt mit Rücksicht auf die über f(z) gemachten 
Voraussetzungen, dass q>{z) auf %, mithin auch auf @ überall ein- 
deutig und stetig ist. 
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Beides zusammen genommen, ergiebt sich also, dass q>{e) die 
Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit auf der ganzen Ktir 
gelfläxihe besitzt, dass also [zufolge des vorhergehenden Satzes (13.)] 
q>{z) eine Constante ist. Demgemäss erhalten wir aus (16.): 

(17.) f{z) = Const. + AzP + Bz^-"^ + Cz^-^ \- Fz, 

und gelangen daher zu folgendem 

Satz. — Ist die Function f(z) auf der Kugelfläche überall ein- 
(18.) deutig, und bis auf einen bei z = oo (d. i. in (X) gelegenen Pol duselhst 
auch überall stetig, so unrd sie stets eine ganze rationale Function 
von z sein. 

Wir gehen jetzt zu' der allgemeinsten Aufgabe über, die sich 
hier darbietet. Es sei nämlich f{z) eine Function^ die auf der Kugel- 
fläche eindeutig, und bis auf einzelne unbeJcannte Pole stetig ist Es 
soll die Beschaffenheit von f(z) näher untersucht werden. 

Moglicherweise liegt einer der unbekannten Pole in 0\ All' 
diejenigen Pole aber, die nicht in (7 liegen, mögen mit a^, €c^,'"aa 
benannt werden. Und zur Zerlegung der Kugelfläche in zwei Theile 
@ und ©' [vgl. die voriiergehende Figur] mag ein Parallelkreis ftv 
benutzt werden, der so nahe an 0' liegt, dass all' jene mit a^, «g, • • • «« 
bezeichneten Pole innerhalb ® liegen. Sind nun wieder Sl und Ä' 
die mit @ und ©' correspondirenden Theile der Horizontal- und 
Antipodenebene, so wird f{z) auf @, mithin auch auf Ä eindeutig, 
und bis auf die Pole a^, Äg, • • • a« stetig sein, also [Satz (32.) pg. 48] 
auf der Kreisfläche Ä darstellbar sein durch die Formel: 

wo A, B, C, D, • • • Constanten vorstellen, während die p's positive 
ganze Zahlen sind. 

Solches constatirt wollen wir jetzt das Product untersuchen: 

(20.) 9ip) = f{^) • \iß - «i)^^ (^ - «2)*^ • • • (^ - aaYay 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck ist eine 
rationale Function von z, also [nach Satz (9.)] auf der Kugelfläche 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Gleiches gilt aber, nach 
unserer Voraussetzung, auf der Kugelfläche auch von f{z), und daher 
[Satz pg. 46] auch von dem Product ^{z). 

Diese neu eingeführte Fundion q>{z) ist mühin auf der KugeU 

(21.) fläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Es handelt sich 
darum, diese noch unbekannten Pole zu ermitteliL Und zu diesem 
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Zwecke sind nacheinander die beiden Theile @ und @' der Kugel- 
fläche zu durchmustern. 

Zuvörderst folgt aus der Gleichung (19.), dass die neue Function 
g>(ß), (20.), auf Ä darstellbar ist durch 

A + Be + Cz^ + Dz^-^ , 

dass sie also auf % mithin auch auf @ überall stetig ist. Sie kann 

( 22.) somü auf Ä oder © keinen Pol haben. 

Was ferner W oder ©' betrifft, so besteht 9(^), nach (20.), 
aus zwei Factoren. Der erste Factor f(z) kann [zufolge unserer 
Construction] auf ©' nirgends einen Pol haben, also auch nirgends 
unendlich werden, — ausser vielleicht in ff. Und der gweite Factor, 
der in (20.) in eckige Klammem eingeschlossen ist, kann, wie sein 
Anblick zeigt, auf @' ebenfalls nirgends unendlich werden, ausser 
für jsr = c», d. i. in (7. Demgemäss wird also auch das Product 
g>(z) dieser beiden Factoren auf ©' nirgends unendlich sein können, 

(23.) ausser in (7. Und hieraus folgt weiter, dass' ^{z) auf ©' keinen 
Pol 'besitzen kann, ausser in Cf. 

Mit Rücksicht auf diese Ergebnisse (22.), (23.) wird jetzt also 
der Satz (21.) dahin auszusprechen sein, dass die Function ^{z) auf 
der ganzen KugelflÖ4ihe eindeutig und mit etwaiger Ausnahme eines in 
(f liegenden Poles daselbst auch überall stetig ist. Hieraus aber folgt 
[mittelst des Satzes (18.)], dass q>{z) eine ga/nze rationale Function 
von z ist. Solches constatirt, ergiebt sich jetzt aus (20.), dass f(z) 
eine gebrochene rationale Function von z ist. Also der 

Satz. — Ist die Function f{z) auf der KugelfUidie eindeutig und 

(24.) ^ ^^f ^wxJcke Pole stetig^ so wird sie stets eine rationale Function 
von z sein. 

Genauer genommen, ist übrigens offenbar hinzuzufügen, dass 
der Satz nur dann Giltigkeit hat, wenn die Anzahl jener einzelnen 
Pole eine endliche ist. 
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Einfahrnng der Riemann'sclien ebenen Flächen nnd der 
Riemann'schen Kngelfläclien. 

§ 1. 
Ueber die Biemann^Bohen Windnngsfl&ohen. 

Ein Strahl, welcher von einem festen Punkte c ausgeht, um c 
drehbar ist, und nun längs irgend einer im Räume gegebenen Leit- 
curve fortgleitet, wird einen Kegelmantel beschreiben. Ist die Leit- 
curve eine in sich zurücklaufende, so gilt Gleiches auch von dem 
Kegelmantel. 

Befindet sich die Leitcurve auf einer um den Punkt c mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kugel, so heisst bekanntlich derjenige Ober- 
fiächentheil dieser Kugel, welcher von der Leitcurve umschlossen 
wird, die Oeffnung des Kegelmantels. 

Wir wollen uns nun auf der um c beschriebenen Kugel eine 
Leitcurve denken, welche etwa die Form einer 8 besitzt, nämlich 
annehmen, dass diese Curve, ebenso wie es bei der 8 der Fall ist, 
durch einen Zug entsteht, welcher zuerst nach Ausführung einer 
Wendung sich selber durchschneidet, und welcher sodann nach Aus- 
führung einer istceiten, entgegengesetzten Wendung in seinen Anfang 
zurückläuft. Der Punkt, in welchem jene 8 förmige Curve sich sel- 
ber durchschneidet, mag der Doppelpunkt der Curve genannt und 
mit d bezeichnet werden. 

Lassen wir den von c ausgehenden Strahl dem Zuge dieser 
Leitcurve folgen, so wird der von ihm beschriebene Kegelmantel, 
ähnlich wie jene Curve selber, zuerst nach Ausführung einer Wen- 
dung (in der Linie cd) sich selber durchsetzen, und sodann nach 
Ausführung einer zweiten, entgegengesetzten Wendung in seinen An- 
fang zurücklaufen. Es wird demnach dieser Kegelmantel zwei Oeff- 
nungen besitzen, von welchen die eine dem unteren, die andere dem 
oberen Theile der 8 entspricht. 
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Wir haben hier eine Fläche vor uns, welche in einer gewissen 
Linie sich selber durchsetzt Mit Flächen solcher Art werden wir in 
Zukunft häufig zu thun haben; und es wird daher zweckmässig sein, 
wenn wir uns hier zu Anfang sogleich mit einer gewissen Grund- 
vorstellung bekannt machen, welche — wie gezwungen sie im ersten 
Augenblick vielleicht auch erscheinen mag — bei jenen Flächen in 
Zukunft beständig festgehalten werden muss. 

Wir setzen nämlich ein für allemal fest, dass zimschen zwei Flä- 
chentheilen, welche einander in irgend einer Linie durchsetzen, längs 
(1.) dieser Linie hin kein Zusammenhang, also auch keine Nach- 
barschaft stattfifiden soll. 

Denkt man sich z. B. im Räume zwei gleich grosse Kreisflächen, 
welche einander längs eines Durchmessers durchsetzen und unter 
irgend welchem Winkel gegen einander geneigt sind, so werden 
diese beiden Kreisflächen als zwei von einander völlig getrennte 
Flächenstücke anzusehen sein; nämlich als zwei Flächenstücke an- 
zusehen sein, welche unabhängig v^on einander ihre Lage im Räume 
ändern können, mithin an beliebige und beliebig weit von einander 
entfernte Stellen des Raumes versetzt werden können. 

Sobald von einem Punkte die Rede ist, welcher auf einer ge- 
gebenen Fläche fortgeht, oder fortschreitet, oder fortläuft, so versteht 
man darunter bekanntlich jederzeit einen Punkt, welcher seine Lage 
auf der Fläche stetig ändert, also einen Punkt, der von jedweder 
Stelle der Fläche immer nur zu einer benachbarten Stelle sich fort- 
bewegt. Die aufeinander folgenden Lagen eines solchen Punktes 
werden demnach in ihrer Gesammtheit eine Curve bilden, welche 
aus lauter zusammenhängenden Punkten der Fläche besteht. 

Zwei Fläch entheile können als zwei Systeme von Punkten ange- 
sehen werden; die Punkte des einen Systems sind alle unter ein- 
ander zusammenhängend, ebenso auch die des andern. DurcJhsetzen 
aber die beiden Flächentheile einander, so findet — nach der von 
uns angenommenen Vorstellung — zwischen den Punkten des einen 
und denen des andern Systems längs der Durchsetzungslinie kein 
Zusammenhang statt. 

Der auf einer gegebenen Fläche fortlaufende Punkt wird daher, 
weil seine Bahn aus lauter zusammenhängenden Punkten bestehen 
muss, sobald er auf seinem Wege zu einer Linie gelangt, in welcher 
der Flächentheil, auf dem er sich gerade befindet, von einem andern 
Flächentheile durchsetzt wird, niemals in diesen andern Flächentheil 
hinübergehen können. Oder mit andern Worten: 

Neumann, Abel'scho Integrale. 8. Anfl. 5 
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Bei einer Linie, in welcher ztoei Theile einer Fläche einander 
durchsetzen, ist die Bewegung eines auf der Fläche fortlaufenden Punk- 
(2.) tes nothwendig immer der Art, als wäre der eine von diesen beiden 
Flächentheilen gar nicht vorhanden. 

Wir haben früher, um die Werthe irgend einer Function räum- 
lich auszubreiten, bald eine ebene Fläche, bald eine Kugelfläche be- 
nutzt. Unter Umständen wird es zweckmässig sein, zu diesem Be- 
huf irgend welche andere Flächen in Anwendung zu bringen. Jeder 
Punkt der gerade gewählten Fläche wird alsdann der Träger eines 
gewissen Functionswerthes werden. TriflPt es sich, dass hierbei m- 
sammehliängende Flächenpunkte auch jederzeit mit stetig zusammen- 
hängenden Functionswerthen belastet sind, so wird die Function eine 
auf jener Fläche überall stetige zu nennen sein. 

Wiederum wird hierbei, falls zwei Theile der ia Anwendung ge- 
brachten Fläche einander durchsetzen, wohl zu beachten sein, dass 
zwischen den Punkten des einen und denen des andern Theiles längs 
' ihrer Durchsetzungslinie kein Zusammenhang stattfindet. 

Soll demnach irgend eine Function auf einer solchen Fläche sie- 
tig sein, so wird dazu, was ihre Werthe auf jenen beiden einander 
durchsetzenden FlächentJieilen anbelangt, nur erforderlich sein, dass jeder 
(3.) von diesen beiden Theilen für sich allein betrachtet mit lauter 
, stetig zusammenhängenden Werthen belastet ist — gleichgültig^ ob 
die Werthe, welche der eine, und welcJie der andere Theü in der Nahe 
ihrer Burchsetzungslinie besitzen, unter einander gleich oder verschie- 
den sind. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kehren wir zu dem zu 
Anfang betrachteten Kegelmantel zurück. Wir wollen uns diesen 
Kegelmantel als eine materielle Fläche denken, und wiederum an- 
nehmen, sein Scheitelpunkt befinde sich im Mittelpunkt, und seine 
8 förmige Leitcurve auf der Oberfläche irgend einer Kugel. Der Kreis, 
in welchem die Kugel von einer durch ihren Mittelpunkt gelegten 
Horizontalebene geschnitten wird, mag der Aequator genannt wer- 
den; und jene 8 förmige Leitcurve mag auf der Kugel eine solche 
Lage haben, dass die eine Schleife derselben oberhalb, die andere 
unterhalb des Aequators, dass mithin ihr Doppelpunkt d gerade im 
Aequator liegt. Während nun der Doppelpunkt jener Curve im 
Aequator ungeändert liegen bleibt, mag sich die eine Schleife auf 
der obem, die andere auf der untern Halbkugel mehr und mehr 
ausdehnen; die Ausdehnung mag so weit fortschreiten, bis zuletzt 
die eine Schleife von oben, die andere von unten her dem Aequalor 



Digitized by 



Google 



Einföhmng der Riemann^ sehen Fl&chen. 



67 




unendlich nahe kommt. Gleichzeitig werden sich alsdann die den 
beiden Schleifen entsprechenden Theile des Kegelmantels mehr und 
mehr abplatten, und zwar so weit 
abplatten^ bis zuletzt beide Theile, der 
eine von oben, der andere von unten 
her, fast vollständig in die Horizontal- 
ebene hineinfciUen. 

In dem gegenwärtigen Zustande 
wird alsdann der Kegelmantel eine 
Fläche repräsentiren, von welcher die 
Horizontalebene überall doppelt be- 
deckt ist, es mag diese Fläche eine 
Windungsilädie, und ihr Scheitelpunkt 
ein Windungspwnkt genannt werden. 

Die Windungsfläche kann auf beliebige Weise begrenzt, oder 
auch t^nbegrenzt sein. Denken wir uns z. B. unsere Windungsfläche 
von ihrem Scheitelpunkte aus nur bis zu der um c beschriebenen 
Kugelfläche hin fortgesetzt, so wird die Begrenzungslinie derselben 
eine kreisförmige Gestalt besitzen, und zwar wird, weil längs der 
Linie cd hin zwischen den beiden daselbst einander durchsetzenden 
Flächentheilen kein Zusammenhang stattfindet, zwischen den beiden 
im Punkte d einander durchkreuzenden Theilen der Begrenzungs- 
linie ebenfalls kein Zusammenhang vorhanden sein. Es wird dem- 
nach die Begrenzung der Windungsfläche aus einer einzigen Gurve 
bestehen, welche nach zwei vollen Kreisumläufen in sich selber 
zurückkehrt 

Wir würden übrigens, wie wir sofort übersehen, eine solche 
kreisförmig begrenzte Windungsfläche auch dadurch erhalten kön- 
nen, dass wir zwei ebene Kreis- 
flächen übereinanderlegen, diesel- 
ben längs zweier übereinanderlie- 
genden Radien aufschlitzen, und 
sodann die entgegengesetzt liegen- 
den Ränder des oberen und des 
unteren Schlitzes mit einander zusammenheften, nämlich den Rand 
a mit ß^, und a mit ß. 

Ein auf der Windungsfläche fortgehender Punkt wird, sobald 
er die Linie cd passirt, aus dem unteren Blatt der Fläche in das 
obere, oder auch umgekehrt aus dem oberen in das untere gelangen. 
Aus diesem Grunde wird es zweckmässig sein, die Linie cd eine 

6* 
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TJ^jergangdinie zu nennen. Ein Uebergang aus dem wäeren Blatt 
in da» o^<^ hinein kann übrigens auf doppelte Weise bewerkstelligt 
werden. Denkt man sich nämlich einen Beobachter, welcher in c 
auf der horizontal liegenden Windnngsäache steht und nach d hin 
forisieht, so kann dieser Uebergang entweder Ton links unten nach 
rechts oben, oder anch umgekehrt Ton rechts nnten nach links oben 
erfolgen. Charakteristisch für die hier betrachtete Fläche ist es, 
dass ein aof derselben fortlaufender Punkt den Windungspunkt mcei- 
mal umkreisen muss, ehe er in seine Anfangslage zurückkommt. 

Durchaus unwesentlich ist es, dass wir uns bis jetzt die üeber- 
gangslinie fferadlinig gedacht haben; es kann dieselbe eine Gurre 
von beliebiger Krümmung sein. Wir brauchen nämlich die beiden 
ebenen Kreisflächen, welche zuletzt zur Construction der Windungs- 
fläche in Anwendung gebracht wurden, nicht gerade längs eines 
Badius hin aufzuschlitzen, sondern können dieselben auch längs 
irgend einer andern Tom Mittelpunkt nach dem Bande hingehenden 
Curve aufschlitzen. Wenn wir alsdann wiederum die entgegengesetzt 
liegenden Ränder des oberen und unteren Schlitzes zusammenheften, 
so haben wir eine Windungsfläche, in welcher die üebergangslinie 
durch eine Curve van beliebiger Geskdt repräsentirt ist 

Zur Construction einer Windungsfläche sind bis jetzt snvei Me- 
thoden angegeben worden. Eine dritte Methode zur Construction 
einer solchen Fläche ist folgende: 

Man markire in der Horigontaldene einen Punkt c, und construire 
sodann in dieser Ebene eine zweimal um c herum- und schliesslich 
in sich zurücklaufende Curve, und bezeichne den 
Doppelpunkt derselben mit d. Diese Curve be- 
trachte man als die Leitcurve eines Kegels, des- 
sen Scheitelpunkt irgendwo im Baume liegt; und 
denke sich sodann diesen Scheitelpunkt auf irgend 
welchem Wege näher und näher an den Punkt c 
herankommend; dann wird sich die Mantelfläche 
des Kegels mehr und mehr abplatten, bis sie zu- 
letzt vollständig mit der Ebene der Leitcurve zu- 
sammenfällt. In diesem Endzustande wird dann die Mantelfläche 
des Kegels wiederum eine Windungsflädie sein. Der Punkt c wird 
den Windungspunkt, und die Linie cd die Üebergangslinie vorstellen. 

Es wird zweckmässig sein, hier zugleich andere Windungs- 
flächen, nämlich Windungsflächen höherer Ordnung, mit in unsere 
Betrachtung hineinzuziehen. 
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Die letzterwähnte Leitcurve lief nach zwei vollen Umdrehungen 
in ihren Anfang zurück. Nimmt man statt dieser eine Curve, die nach 
tn vollen Umdrehungen in ihren Anfang zurückläuft, so erhält man: 

für w = 1 eine geivöhnliche einblättrige Fläche (Windungsfläche 
0*®' Ordnung; bei einer solchen Fläche wird irgend ein beliebiger 
Punkt als der Windungspunkt derselben zu bezeichnen sein), 

für w = 2 die soeben betrachtete, der letzten Figur entspre- 
chende eweiblättrige Windungsfläche (nach Riemann's Ausdrucks weise: 
eine Windungsfläche V^ Ordnung), 

ferner für m = 3 eine dreiblättrige Windungsfläche (nach Rie- 
mann: eine Windungsfläche 2*®' Ordnung). U. s. w. U. s. w. 

Bemerkungen. — Man ersieht hieraus, dass eine emblättrige Win- 
duDgsfläche nichts anderes ist, als eine gewöhnliche einblättrige Fläche 
(z. B. eine Kreisfläche), und also gar keine üebergangslinie besitzt. 

Ferner ergiebt.sich aus den angestellten Betrachtungen sofort, 
dass eine JsweihlB,tknge Windungsfläche mindestens eine Üebergangs- 
linie besitzt. Doch kann sie deren auch 

mehr haben. In der That kann man eine ^ -^.^^'^ \ 

solche zweiblättrige Fläche z. B. erhalten / /" < \ / 

unter Anwendung der nebenstehenden / /^ • j / 

Curve, welche [ebenso wie die der vor- 1/ ' j / 

hergehenden Figur] nach zwei vollen Um- fy . ^'y / 

laufen in sich zurückkehrt. Diese besitzt ^\^^--^^^ 
alsdann offenbar aber drei Uebergangs- 
linien, welche in der Figur durch Punktirung angegeben sind. 

Eine dreiblättrige Windungsfläche besitzt, wie man leicht über- 
sieht, mindestens zwei Uebergangslinien. Diese beiden können ent- 
weder irgend welchen Winkel mit einander bilden, oder auch dicht 
neben einander, respective über, einander liegen, wie solches leicht 
zu übersehen ist. U. s. w. U. s. w. 

§2. 

Ueber die stetige Umformung einer Windungsfläche in eine 

gewöhnliche einblättrige Flache. 

Liegt auf der Horigontaid)ene ein in sich zurücklaufender Faden ti\^u^A 
(etwa ein Gummifaden), dessen einzelne Elemente biegsam, dehnbar ^ * ^ 
und auf der Ebene verschiebbar sind, so kann man diesen Faden in 
stetiger Weise aus der Gestalt 1. in die Gestalt 2., sodann in die 
Grestalt 3., endlich in die Gestalt 4. übergehen lassen; [vergl. die 
folgende Figur]. 
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Denkt man sich den betrachteten Faden als die Leitcurve eines 
'^7 Kegels, dessen Spitze irgendwo im Baume, etwa gerade über dem 

Mittelpunkt der Curve liegt, so werden den verschiedenen Zustän- 
1. . 2. 3. 4. 



L 






den 1., 2., 3., 4. der Curve ebenso viele verschiedene Zustände des 
Kegels entsprechen. Und ebenso, wie jene vier Zustände der Curve 
stetig in einander übergehen, ebenso wird Gleiches zu sagen sein 
von den vier entsprechenden Zuständen des Kegelmantels. 

Es soll nämlich jede Umform aDg, bei welcher Zerreissungen und Zu- 
sammenheftungen vermieden werden, eine stetige heissen. Wenn wir den 
hier betrachteten Kegelmantel aus dem Zustande 1. in die Zustände 2., 3., 4. 
übergehen lassen, so müssen wir dabei zwei Flächentheile dieses Mantels 
in einer gewissen Linie einander durchseUen lassen. Eine solche Durch- 
setzung geht nun aber [zufolge unserer Vorstellungen pg. 66] vor sich, 
ohne dass dabei die Punkte des einen Flächentheiles mit denen des andern 
längs jener Linie hin in irgend welchen Zusammenhang treten« geht also 
vor sich, ohne dass dabei irgend welche Zusammefüieftungen eintreten. 
Ebenso wenig finden dabei Zerreissungen irgend welcher Art statt. Dem- 
nach ist die Umformung unseres Kegels aus dem Zustande 1. in die Zu- 
stände 2., 3., 4 in der That eine stetige zu nennen. 
Die Umformung des Kegels 1. in die Gestalten 2., 3., 4 ist 
eine stetige zu nennen, an welchem Ort des Raumes die Spitze des 
Kegels auch liegen mag. Sie wird also auch dann noch eine ste- 
tige bleiben, wenn wir uns jene Spitze in der Ebene der Curve, oder 
wenigstens dieser Ebene unendlich fiahe gelegen denken. Thun wir 
aber dies, und verfügen wir im Uebrigen über die Lage jener Spitze 
in geeigneter Weise, so ist der Kegel 1. eine gewöhnliche einblättrige 
Fläche, und der Kegel 4. eine eweihlättrige Windungsflädie. 
n\ Also der Satz : Eine gewöhnliche einblättrige Fläclie kann mittelst ste- 

tiger Umformung in eine isweiblättrigeWindnngsfläche verwandelt u^erden. 
Man sieht bereits, dass man durch die angegebene Operations- 
methode sofort auch zu folgendem allgemeineren Satz gelangt: 

Eine gewöhnliche einblättrige Fläclie kann durch stetige Umfor- 
mung in eine m-blättrige Windungsflüche verwandelt werden, wo m 
(2.) ^iw« beliebig gegebene Zahl aus der Beihe 1, 2, 3, 4 . . . vorstellt. 
Sdbstverständliclh ist dieser Process auch rückwärts ausßhrbar, so 
dass man also eine beliebig gegebene m- blättrige Windungsfläche mit- 
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telst stetiger Umformung in eine 
vertmndeln vermag. 



gewöhnliche einblättrige Fläche zu 




§.3. 

Analytische Einkleidimg des in Rede stehenden Umformungs- 

prooesses. 

Man kann eine Linie durch die Bewegung eines Punktes, und 
ebenso eine Fläche durch die Bewegung einer Linie entstehen lassen. 

Wir denken uns in der icy-Ebene einen Radius, welcher um 
seinen Ausgangspunkt c in positiver Richtung und mit beliebiger Ge- 
schwindigkeit rotirt, und dessen Länge sich y 
von Augenblick zu Augenblick auf ganz be- 
liebige Weise ändert. Durch die Rotations- 
bewegung des Radius wird eine ebene Fläche 
erzeugt werden, welche, so lange jene Be- 
wegung andauert; fortwährend im Wach- 
sen begriffen ist. Diese Fläche ist in jedem 
Augenblick begrenzt von denjenigen beiden 
geraden Linien Rq' und ü, durch welche 
die Anfangslage und die augenblickliche Lage des Radius dargestellt 
sind, und überdies von derjenigen krummen Linie S, auf welcher 
der Endpunkt des Radius sich inzwischen fortbewegt hat. Von 
diesen drei Begrenzungslinien ist es die Linie U, welche, während 
sie in ihrer Rotationsbewegung weiter und weiter fortschreitet, ein 
fortwährendes Wachsen der Fläche bewirkt 

Neben der Fläche (RqBS) denken wir uns gleichzeitig eine 
zweite, und ebenfalls noch im Wachsen begriffene Fläche (PqPZ). 
Diese letztere mag an irgend einer andern 
Stelle des Raumes, etwa in der |iy -Ebene, 
auf ganz analoge Weise entstehen, nämlich 
erzeugt werden durch einen Radius, der in 
jener Ebene in positiver Richtung um seinen 
Ausgangspunkt y rotirt, und dessen Länge 
sich ebenfalls von Augenblick zu Augenblick 
ändert. 

Bei der Fläche (RqRS) waren die Ge- 
schwindigkeit, mit welcher der erzeugende 

Radius rotirt, und die Schnelligkeit, mit welcher die Länge des Radius 
zu- oder abnimmt, durchaus unllkürlicfL Anders soll es sich bei 
der Fläche (PoPi) verhalten. Sind nämlich in irgend einem Äugen- 




-ri/^^^TJ^ ^ vy^- 
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blick B und P die Längen der beiden erzeugenden Badien, und w und 
o die von ihnen beschriebenen Botatumsunnkel, so soll beständig 

P = y(R und co = - 

seiUj wo m eine beliebig gegebene positive ganze Zahl vorstellt Lässt man 
nun das Azimuth w von 0^ bis m . 360*^, mithin das Azimuth co von 
0® bis 360^ anwachsen, so wird sich, auf diese Weise und unter sonst 
geeigneten Dispositionen, die eine Fläche in eine m-blättrige Windungs- 
fläche, die andere in eine gewöhnliche einblättrige Fläche verwandeln. 
Erläutenmg. — Die Flächen {B^BS) und (PoPI) entstehen und wach- 
sen gleichzeitig. Während aber das Wachsen der ersteren auf völlig freie 
imd wülkürliche Weise vor sich geht, ist das Wachsen der letztem auf 
bestimmte Weise gebunden an das der erstem. 

Wir wollen uns beide Flächen materiell denken. Die Fläche (B^BS) 
wird in dem Augenblick, wo ihr erzeugender Radius einen Rotationswinkel 
von 360° beschrieben hat, zwei Randgebiete J^^ und B besitzen, welche 
dicht neben einander liegen. Zwischen diesen beiden Randgebieten mag 
aber keine Vereinigung eintreten. Wir wollen nämlich den erzeugenden 
Radius, sobald er nach einer Drehung von 860° zu seiner Anfangslage i^^ 
zurückgekehrt ist, in seiner Rotationsbewegung weiter fortfähren lassen, 
und gleichzeitig wollen wir das von ihm nachgeschleppte, neu entstehende 
Flächengebiet, ohne mit dem bei Bq schon vorhandenen in Zusammenhang 
zu treten, über dieses hinweg sich fortschieben lassen. Die Fläche (B^BS) 
wird alsdann die Gestalt einer Schraubenfläche annehmen, in welcher die 
Anzahl der über einander liegenden Blätter mit jeder Umdrehung des er- 
zeugenden Radius um Eins zunimmt, und bei weither eine Vereinigung 
der bei B^ und B liegenden Randgebiete nun weiterhin völlig unmög- 
lich ist. 

Wir ändern gegenwärtig unsere Vorstellungen. Die Fläche (B^BS) 
mag nicht geradezu wie eine Schraubenfläche, sondern in etwas anderer 
Art wachsen. Während nämlich bei Entstehung einer Schraubenfläche das 
im Wachsen begriffene obere Blatt der Fläche beständig auf dem schon 
vorhandenen darunter liegenden Blatt sich fortschiebt, nehmen wir an, dass 
bei Entstehung der Fläche (BqBS) das im Wachsen begriffene Blatt die 
schon vorhandenen Blätter beliebig oft, und an beliebigen Stellen durch- 
setzen dürfe, dass also die voranschreitende Begrenzungslinie B des neu 
entstehenden Blattes sich gewissermassen wie eine scharfe Kante oder 
Schneide verhalte, welche die schon fertigen Blätter nach Belieben durch- 
dringen kann. 

Wir lassen nun die voranschreitende Kante B von ihrer Anfangs- 
lage Bq aus im Ganzen m volle Umdrehungen machen, und lassen die- 
selbe im Verlaufe dieser Umdrehungen in jedem Augenblick nach Belie- 
ben entweder das schon früher entstandene Flächengebiet durchschneiden, 
oder ohne dasselbe zu verletzen ruhig darüber hingleiten; jedoch so, dass 
sie schliesslich nach Ablauf jener m Umdrehungen in ihre Anfangslage B^ 
hineinfällt. Ihre Länge mag sich während jener m Umdrehungen von 
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Augenblick zu Augenblick beliebig geändert haben, znletzt aber wiederam 
ebenso gross geworden sein, als sie zu Anfang war. Die in solcher Weise 
entstandene Fläche (JSq B S) wird alsdann zwei bei Bq und B unmittelbar 
neben einander liegende Randgebiete haben. Lassen wir zwischen diesen 
beiden BAndgebieten eine Zusammenschmelzung eintreten, und setzen wir 
ferner [in Uebereinstimmung mit den yon uns angenommenen Grund Vor- 
stellungen; pg. 66] fest, dass in jeder Linie, wo zwei Theile der Fläche 
einander durchsetzen, zwischen diesen beiden Theilen kein Zusammenhang 
vorhanden sein soll, so haben wir eine Fläche vor uns, die nichts Anderes 
ist, als eine m-blättrige Windtmgsßäche, deren Windungspunkt in c liegt, 
und deren Rand durch eine einzige nach m vollen Umgängen in sich sel- 
ber zurücklaufende Curve S dargestellt wird. 

Während nun die Fläche (Bq B S) in solcher Weise anwächst und 
schliesslich in eine in-blättrige Windungsfläche übergeht, nimmt gleich- 
zeitig die von ihr abhängende Fläche (P^ PZ) eine sehr viel einfachere Ge- 
stalt an. Da nämlich die von den Radien B und P gleichzeitig beschrie- 
benen Rotations Winkel w und cd in jedem Augenblick durch die Gleichung 

w 

m BS — 

m 

mit einander verbunden sind, der Radius B aber m volle Umdrehungen 
gemacht hat, so wird gleichzeitig der Radius P nur eine Umdrehung aus- 
geführt haben. Und da ferner die Längen jener beiden Radien in jedem 
Augenblick durch die Gleichung 

verbunden sind, der Radius B aber nach Ablauf seiner m Umdrehungen 
wieder seine ursprüngliche Länge B^ angenommen hat, so wird auch der 
Radius P nach Ausführung seiner einen Umdrehung wiederum zu seiner 
anfönglichen Länge P^ zurückgekehrt sein. 

Nach Ablauf des ganzen Processes haben wir also in der 

a;y- Ebene eine m-llättrige Windungs fläche, mit dem Centrum oder 

WindungspunJct c, andererseits in der 1?^ -Ebene eine gewöhnlicJie ein- 

blättrige Fläche mit dem Centrum y. Zerlegt man die erstere in 

360 Sectoren von je 1 Grad, so besitzen die correspondirenden Sec- 

toren der letztem je ~ Grad. Dabei wird die gegenseitige Lagerung 

benachbarter Sectoren auf der einen Fläche genau dieselbe sein, wie die 
gegenseitige Lagerung der correspondirenden Sectoren auf der andern. 
Durch geeignete Biegungen und Dehnungen wird man daher die eine 
Fläche mit der andern, und zwar jeden Sector der einen mit dem cor- 
respondirenden der andern zur Deckung bringen können. Demgemäss ist 
die eine Fläche als eine stetige Umformung der andern zu bezeichnen [wie 
solches auf anderm Wege schon früher erkannt wurde, Satz (2.) pg. 70]. 
Versteht man jetzt unter correspondirenden Punkten der beiden 
Flächen solche, die auf correspondirenden Radien liegen, deren Azi- 
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muthe also der Relation entsprechen: co = , und deren Central- 

distanzen überdies der Gleichung Genüge leisten: 9 = ]/r, so hat 
man für je zwei solche einander correspondirende Punkte (r, w) und 
{qj ca) die Formeln: r = q^ und w = woj, mithin: 

(3.) rc»"^ «= (?^'")'"; wo i = Y— 1 . 

Bezeichnet man die rechtwinkligen Goordinaten dieser corre- 
spondirenden Punkte (r, w) und ((>, cd) respective mit (a;, y) und 
(6, 12), und setzt man x -\- iy = 0^ ebenso | + iiy = f, so ergiebt 
sich sofort [vgl. die Figuren p. 71]: 

(ß.) z — c = re"^ und f — y = pe»«". 

Dabei steht c für a + ih und y für a + i/J, wo (a, 6) und (c, /3) 
die rechtwinkligen Goordinaten dieser Punkte c und y vorstellen. 
Mittelst dieser Relationen (R.) geht aber die Formel (3.) über in 

(4.) z-c^ix- yY- 

Also der Satz: Ist in der z- Ebene eine m-hläUrige Windungs- 
fläclie mit dem Windungspunkt c, femer in der i- Ebene eine gewöhn- 
lidie einblättrige Fläche mit dem Windungsimnkt y gegeben, und setzt 
7nan zwischen den Punkten z und i dieser beiden FläcJien die Corre- 
spondenz fest: 
(5.) z — c={i^ yy\ 

so wird man durch stetige Umformung die eine Fläclie in die andere^ 
und zwar jedweden Punkt z der einen in dcfi cor respondir enden 
Punkt g der andern zu verwandeln im Stande sein. 

Bemerkung. — Die GiDrichtung der in uDsei-n Figuren pg. 71 gezeich- 
neten Axensysteme zeigt sofort, dass als öbeie Seite der a;y- Ebene und 
£97 -Ebene diejenigen zu bezeichnen sind, die in jenen Figuren wirklich 
nach oben gewendet sind. Lässt man nun den Punkt z den Rand der in-blätt- 
rigen Windungsfläche umlaufen, so wird gleichzeitig der correspondirende 
Funkt ^ den Rand der einblättrigen Fläche durchwandern. Und diese bei- 
den einander correspondirenden Umlauf sbewcgungen sind, wie man sieht, 
entweder beide positiv, oder aber beide negativ, 

§4. 

Betrachtung der Function y(z — cj {z — c^) {z — Cg). 
Wir wollen die Function 
(1.) /'= /'W = Vi^—~öi) (z~- ^{z - ~^) 

untersuchen, indem wir die Variable z und die Constanten c^, c^, c^ 
als Punkte in der Horizontalebene uns vorstellen. Sind rj, r^, r^ 
die Entfernungen des yariablen Punktes z von den festen Punkten 
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^i; ^f ^f u°^ '^D ^2; ^z ^^® Azimuthe dieser Entfernungen gegen 
die x-Axe des zu Grunde gelegten Coordinatensystems, so ist 

jß? — Cj = ri6»"^i, 

a — (^ = ^8^'^S 

folglich: *J^i±3l±^ 

(2.) f^y^^^.e 

oder was dasselbe ist: 
(2a.) f= V^^, [cos ( ^■+^' + ^' ) + i sin (^ -«i^)] , 

wobei unter V'^i^s^s stets der positive Werth dieser Wurzel zu ver- 
stehen ist Aus (1.) wie aus (2.) folgt, dass f mir dann verschwin- 
det, wenn z in einen der Punkte c^, c^, o, hineinföUt. 

Versteht man nämlich unter qp eine reelle Grösse, so kann ein Aus- 
druck von der Form 

cos q> -{- i &U1 tp 

niemals verschwinden. Denn zu seinem Verschwinden würde ein gleich- 
zeitiges Nullwerden von cos 9 und sin 9 erforderlich sein; was zufolge 
der Relation cos' qp -|- sin' qp >= 1 unmöglich ist. 

Der in (2 a.) auf der rechten Seite stehende Ausdruck kann daher nur 
dann verschwinden, wenn einer der Factoren r, , r^ , r^ verschwindet, ü. s. w. 

Für jedwede Lage des Punktes hat die Function f zwei ein- 
ander entgegengesetzte Werthe: /" und ( — /*). Diese simultanen 
Werthe f und ( — f) ändern sich, falls man irgend eine Curve 

(ff.) ^,/',/" z 

durchlaufen lässt, Schritt für Schritt in stetiger Weise, und liefern 
also zwei der Curve entsprechende Reihen: 

(«.) r, r, /•'", F, 

(ß) i-n,(-n,i-n,...i-F), 

deren jede aus lauter stetig zusammenhängenden Wertheu besteht 
Passirt die Curve (6.) eine der Stellen c^, Cg, c^, so erfolgt in die- 
sem Augenblick ein Contact der beiden Reihen, indem alsdann die 
augenblicklichen Werthe derselben einander gleich, beide = wer- 
den. Setzt man hingegen fest, die Curve (p,) solle jene drei Stellen 
^19 ^a> ^ vermeiden, so sind die simultanen Werthe der beiden 
Reihen («.), (ß.) stets von einander verschieden. Bei der genannten 
Festsetzung wird also zwischen den beiden Reihen niemals ein Con- 
iaet, mithin auch niemals eine Verwechselung möglich sein; so dass 
also jede derselben durch Angabe ihres Anfangswerthes längs der 
ganzen Curve eindeutig bestimmt ist. 



Digitized by 



Google 



76 Viertes Capitel. 

Lässt man also den Punkt Zy unter Vermeidung der drei Stel- 
len Ci, c^y C3, irgend welche Ourve 

^ y ^ ^ ^ y ^ 

durchlaufen^ so entsprechen dieser Ourve zwei stetige Werthreihen der 

Function 

(3.) f=y(^,-c,){z-c)(z-'c,). 

Und zwar tvird jede dieser beiden Eeihen durch Angäbe ihres Anfangs- 
werthes längs der ganzen Ourve eindeutig bestimmt sein. 

Eine wesentlich andere Frage aber ist die, ob eine solcJie Werth- 
(4.) reihe zu ihrem Anfangswerthe zurückkehrt, sobald man den Punkt z 
nach irgend welcher, die Stellen c^c^, Cg vermeidenden Bewegung schHess- 
lieh uneder in seine Anfangslage zurückführt. 

Bemerkung. — Die Anwendung des Wortes Contact durfte im Vor- 
hergehenden um so zutreffender sein, als dasselbe einer nahe liegenden 
geometrischen Vorstellungsweise entspricht. Setzt man nämlich 

f=u + iv, 
mithin 

(-n-={-t*) + »(-t;), 

und betrachtet man u, v und (— t*), (— v) als zwei Punkte in der uv -Ebene, 
so werden diese beiden Punkte, während z die Curve (0.) durchwandert, 
irgend welche Bahnen beschreiben. Dabei aber werden diese beiden Punkte, 
so lange die Stellen c^, c^j c^ von der Curve (0.) vermieden werden, niemals 
mit einander in Cowtact kommen können. 

Wir gehen über zur Beantwortung der in (4.) gestellten Frage. 
Lässt man den Punkt z eine geschlossene Curve durchlaufen, welche 
Iceinen der Punkte c^, c^, c^ 
umschliesst, so kehren hier- 
bei [wie die geometrische An- 
schauung zeigt] die Azimuthe 
"ö*!, -Ö-g, ^3 zu denselben Wer- 
then zurück; die sie zu An- 
fang dieser Bewegung be- 
sassen. Gleiches gilt selbst- 
verständlich von r^, rg, r^, 
und zufolge (2 a.) also auch 
von f. Denn es sollte unter 

Yr^r^Ts ö^^ ^®^ positive 

Werth dieser Wurzel verstandn werden. 

Lässt man hingegen den Punkt z eine geschlossene Bahn durch- 
laufen, welche einen der Punkte c^, Cg, Cg, z. B. den Punkt c^ um- 
schliesst, so wird ^1 um + 2ä wachsen, während -Ö-g, ^3 und r^. 
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rg, rg zu ihren anfänglichen Werthen zurückkehren. Hieraus folgt, 
dass die Function /*(2a.) bei einem solchen Umlauf einen Werth er- 
erlangt, der zu ihrem an- 
fanglicheii Werthe entgegen- 
gesetzt ist. 

Lässt man ferner den 
, Punkt z eine geschlossene 
Curve durchlaufen, welche 
0i^ei der Punkte c^, c^, C3, 
z. B. c^ und c^ umschliesst, so 
wird jedes der beiden Azi- 
muthe %'^y%'^\im+2n wach- 
sen, und zwar entweder heide 
um + 2ä, oder heide um 
— 2«. Hieraus folgt, dass 
die Function /'(2 a.) bei einem 

solchen Umlauf zu ihrem anzüglichen Werthe zurückkehrt. U. s. w. 
U. s. w. 

Auf Grund dieser Ueberlegungen kann der vorhergehende Satz 
(3.) jetzt weiter vervollständigt und so ausgesprochen werden: Lässt 
man den Fwikt e, wnter Vermeidung der Stellen. c^^ Cg, Cj, irgend welche 

Curve: z', z\ z"\ Z 

durchlaufen, so entdecken dieser Curve zwei stetige Werthreihen der 
geg(i>enen Function 

(5-) /•■ 

Jede solche Beihe 




y{e - Ci) (« - <^) (« - c,). 



ist durch Angabe ihres Anfangswerthes f längs der ganzen Curve ein- 
deutig bestimmt. Lässt man nun jene Curve, immer unter Vermei- 
dung der Punkte ^1,^2»^; *^ ^^ zurücklcehren, also Z identisch wer- 
den mit z\ so wird sich für diese Beihe ein Endwerth F herausstellen, 
welcher mit ihrem Anfangswerth f gleich oder entgegengesetzt ist, 
jenachdem die Anzahl der von der Curve umschlossenen Punkte c^,c^, c^ 
gerade (0, resp. 2) oder ungerade (1, resp. 3) ist. 

§5. 



Weitere Betraohtnng der Fxinotion y(z — c^) (z — c^) {z — C3). 
Zerlegung ihres ganzen Werthvorraths in zwei gesonderte Systeme« 

Es seien (+ /J,) und (— f^ die Werthe von f in irgend einem 
Punkte Zq. Wir beschreiben um Zq ein kleines Flächenstück und 
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pflanzen auf diesem Flächenstück sowohl dasjenige Werthsystem 
/S(+/J)) auf,' welches an (-+ ^) sich stetig anschliesst, als auch 
dasjenige Werthsystem S( — /J^), welches mit ( — /"q) stetig zusam- 
menhängt. 

Wir lassen nun jenes kleine Flächenstück nach allen Seiten 
hin mehr und mehr anwachsen und gleichzeitig die genannten bei- 
den Werthsysteme in entsprechender Weise sich ausdehnen, indem 
wir dabei zu jedem der beiden Systeme immer nur solche Werthe 
hinzutreten lassen, die sich stetig anschliessen. 

Wir haben alsdann zwei im Wachsen begriflFene Werthsysteme 
vor uns, deren gemeinschaftliche Peripherie sich ähnlich wie ein im 
Punkt Zq erregter Wellenring, nach allen Seiten weiter und weiter 
fortbewegt Geschieht diese Fortbewegung nach allen Seiten hin mit 
gleicher Geschwindigkeit, so wird jene Peripherie, falls sie ursprüng- 
lich kreisförmig war, beständig kreisförmig bleiben. Ist hingegen 
die Geschwindigkeit nach verschiedenen Seiten verschieden, so wird 
jene Peripherie im Verlaufe der Zeit andere und andere Gestalten 
annehmen können, und zwar Gestalten von beliebig unregelmäs- 
siger Form. 

Wie dem auch sei, — jedenfalls wird ein Gontact zwischen 
jenen beiden im Wachsen begriffenen Werthsystemen S (+ /J,) und 
8{ — /Jj), mithin auch die Gefahr einer Verwechselung niemals ein- 
treten können, falls man nur dafür sorgt, dass die gegebenen Punkte 
Ci, ^2, o, beständig ausserhalb der gemeinschaftlichen Peripherie der 
beiden Systeme bleiben. Um die Hauptsache hervorzuheben: 

So lange die Funkte c^, c^, c^ ausserhalb der gemeinsehafüichen 

(6.) Pcrvplierie der Systeme S f-f- f^ und S (— ^) bleä}en, werden diese 

beiden Systeme ohne gegenseitigen Gontact^ mithin eindeutig bestimmt 

sein, und in jedioedem Funkte z entgegengesetzte Werthe besitzen. 

Wir betrachten jetzt die Horizontalebene als eine um den An- 
fangspunkt £? = des Coordinatensystems beschriebene, unendlich 
grosse Kreisfläche ^, und filhren in dieser einen Schnitt aus: c^c^c^d. 
Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von der Fläche S einen 
unendlich schmalen FläcJienstreifen ab, welcher die Punkte Ci, Cg, c^ 
in sich enthält, welcher nämlich bei q beginnt und, über c^ und 
Cg fortlaufend, bis zum Rande der Kreisfläche S, etwa bis d, sich 
erstreckt. Nach Absonderung dieses schmalen Streifens bezeichnen 
wir die Fläche mit S'. Diese neue Fläche Ä' besitzt demgemäss 
eine Randcurve, welche theils aus dem kreisförmigen Rande von S, 
theils aus den beiden Uferlinien des Schnittes c^c^c^d besteht. 
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Solches festgesetzt, mag nun die gemeinschaftliche Peripherie der 
Systeme S (+^) und 8(— Q, vom Punkte z^ aus, in solcher Weise sich 
ausdehnen, dass sie, beständig innerhalb Ä' ^ 

bleibend, dem Rande von Ä' näher und 
näher kommt und schliesslich in densel- 
ben übergeht. In solchejr Art entstehen 
alsdann zwei die ganze Fläche S' über- 
deckende Werthsysteme S {-{- Q und 
S{ — fo), die, zufolge (6.), ohne gegensei- 
tigen Contact sind, und die überdiess in 
jedwedem innerhalb Ä' liegendem Punkte z 
(Ga.) entgegengesetzte Werthe haben. Es 
k^nn daher das eine System aus dem 
andern abgeleitet werden durch Mültiplication mit (— 1). 

Es bleibt noch übrig, die Werthe der beiden Systeme an den 
Ufern des Schnittes c^c^c^d zu untersuchen.*) Sind k und x zwei zu 
beiden Ufern der Schnittstrecke (c^c^) ein- 
ander gegenüberliegende Punkte, und zieht 
man von k aus eine Curve /, welche inner- 
halb Ä' fortschreitend schliesslich nach x ge- 
langt, so bilden die Werthe, welche das Sy- 
stem S (+ ^) längs dieser Curve / besitzt, 
eine stetig zusammenhängende Reihe. Zufolge 
des Satzes (5.) hat aber diese Reihe im An- 
fangs- und Endpunkt der Curve, d. i. in k 
und X entgegengesetzte Werthe. Denn die Curve 





umschliesst nur einen der Punkte c, , e. 



If ^29 ^3} 



Ca, nämlich nur c,. Das 



System S(+/'o) hat also in k und x entgegengesetzte Werthe. 

Sind hingegen k und x zwei Uferpunkte der Schnittstrecke 
(CjCj), so findet man, auf Grund des Satzes (5.) und unter Anwendung 
der Curve II, dass das System S (+ Q in k und x gleiche Werthe hat. 

Gehören endlich k, x zur Schnittstrecke (c^d), so findet man, 
mittelst der Curve III, dass das System iS(-f ^) in k und x ent- 
gegengesetzte Werthe hat. 

*) In den Figuren sind die beiden Uferlinien des Schnittes CiC^c^d bald 
durch zwei Parallellinien, bald nur durch eine einzige Linie angedeutet. Auch wird 
es hin und wieder zweckmässig sein, diesen Schnitt in den Punkten c,,Cj,C8 ™it 
kleinen kreisförmigen Erweiterungen zu versehen, wie solches z. B. geschehen 
ist in der ersten Figur der gegenwärtigen Seite. Durch diese kreisförmigen 
Erweiterungen wird alsdann z. B. deutlich zur Anschauung gebracht, dass die 
genannten Punkte atASserhälb ^' liegen. 
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Die WertnCy welche das System S(+^) ^^ beiden Ufern des 
(7.) Schnittes c^c^c^d hesitzt^ sind also längs der Strecke (c^c^) einander ent- 
gegengesetztj längs der Strecke (CgCs) ^nander gleich^ und längs der 
Strecke (c^d) wieder einander entgegengesetzt 

Genau dasselbe gilt von dem System S{ — /i), wie man solches 
z. B. schon daraus erkennt, dass die Werthe des einen Systems aus 
denen des andern durch Multiplication mit ( — 1) sich ergeben. 

§6. 



Betrachtung der Fmiotion )/(;S? — ^i) (^ — c^ . . , {z — Cg«). 

Ihre Ansbreitnng auf einer Biemann'sohen Fläche. 
Die soeben durchgefühi^ten Betrachtungen sind sofort tibertrag- 
bar auf die allgemeinere Function 

(8.) /•= y{e-c,){g-cp...{z-c,.). 

Denkt man sich nämlich wiederum die Horizontalebene als eine un- 
endlich grosse, um js == beschriebene Kreisfläche Ä, und diese 
Fläche durch einen Schnitt c^c^c^ . . . 
c%nd in eine neue Fläche Ä' verwan- 
delt, so werden sich, falls man die Werthe 
von f in irgend einem Punkte z^ mit 
(+ /o) ^^^ ( — ^) benennt, von diesem 
Punkte aus zwei die ganze Fläche Ä' 
überdeckende Werthsysteme iS(-t- ^) ^^^ 
S (— /o) ausbreiten lassen, von denen 
jedes für sich betrachtet auf Ä' stetig 
ist, und die zusammengenommen den 
ganzen Werthvorrath der gegebenen Func- 
tion repräsentiren. 

Femer wird man, analog dem Satz (7.), finden, dass die Werthe, 
welche das System S{'\-f^ zu leiden Seiten des Schnittes CiC^c^^.-Cind 
besitzt, längs der Strecke (qcg) entgegengesetzt, längs (c^c^) einander 

(9.) gleich, längs {c^c^ wieder einander entgegengesetzt sind u. s. f,; 
so dctss also Gegensatz Jierrscht au f den Strecken (c^Cg), (cgcj, (c^Cq), 
. . . (c2n-iC2n), andererseits aber Gleichheit in den Strecken (cg^), 

(10.) Gleiches gilt für das System /S(— /J)). Denn das eine System entr 

steht aus dem andern durch Mtdtiplication mit (—1); vgl. (6a.). 

Wir denken uns jetzt die Fläche Ä' doppelt, nämlich gegeben 
in zwei genau übereinander liegenden Exemplaren S' und ß', die 
etwa von einander getrennt sein können durch einen unendlich 
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dünnen Zwischenraum. Das System /S(+^) lassen wir auf Ä', ver- 
pflanzen aber das andere System S( — /ö) von Ä' nach Ä'. Alsdann 
(11.) werden also je awei übereincmder liegende Punkte der Flächen ^' und &' 
mit eincmder entgegengesetzten Fimctionswerthen belastet sein. 

Wir haben alsdann ztoei übereinander liegende Schnitte c^c^ . . . (2; 
einen im cberen Blatt &', den andern im untern Blatt S'. Sind nun 
Ä, X zwei einander gegenüberliegende üf erpunkte des öbem, und Z, 
A die darunter befindlichen Uferpunkte des untern Schnitts^ so finden 
zwischen den in je vier solchen Punkten vorhandenen Punctions- 
werthen einfache Beziehungen statt. 

Gehören z. B. die vier Punkte k, x, l, l zu einer der Strecken 
(pi^j (^^i)> {<^b^%)y ' ' (Cin^iC2n)y SO siud, zufolgc (9.), in k und x 
entgegengesetzte Werthe vorhanden. £benso aber sind, zufolge (ll.); 
auch die Werthe in den übereinander liegenden Punkten k und l ein- 
ander entgegengesetzt, und ebenso^ aus gleichem Grunde, auch die 
Werthe in x und X. Bezeichnet man also z. B. den in k vorhande- 
nen Werth mit K, so hat man in jenen vier Punkten im Ganzen 
folgende Werthe: 



in k: -^ K, 
in l: —K, 



in x: —K, \^ 

' i I TT ^^^ 

m A: + Z: IX 



Diese Formeln zeigen, dass in den üferlinien k imd A gleiche Werthe 
vorhanden sind und dass also bei einer Zusammenheflung dieser bei- 
den (einander schräg gegenüberliegenden) Uferlinien von beiden Sei- 
ten her gleiche Werthe zusammenstossen werden. Und ebenso wird, 
jenen Formeln zufolge, Analoges auch dann eintreten, wenn man 
die beiden Ufer x und l zusammenholet. 

Gehören andererseits die vier Punkte k, x, l, l zn einer der 
Strecken (CgCg), (c^c^), (Cf^Oj), , .. (c^nct), so lassen sich die daselbst 
vorhandenen Functionswerthe , zufolge (9.) und (11.); so darstellen: 



in i: -f JE", 
in l: — Ky 



in «: + Ä", h n 
in A: - K, j-^ 



Es werden also gleiche Werthe zusammenstossen, wenn man einer- 
seits k mit Xf und andererseits l mit A zusammenheftet. 

Denkt man sich die genannten Zusammenheftungen (es sind 
deren je zwei bei jeder einzelnen Schnittstrecke) wirklich ausgeführt, 
so vereinigen sich dadurch die Flächen &' und 2' zu einer einzigen 
ztveiblättrigen Fläche (S' -f S'). Diese letztere besteht also der Haupt- 
sache nach ans zwei übereinander liegenden unendlich grossen Ereis- 

Ndtimann, AbeVsche Integrale. 8. Aufl. 6 
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flächen, die durch n Doppelbrücken mit einander verbunden sind. 
Die erste dieser Brücken zieht sich hin längs der Linie (c^c^), die 
zweite längs (Cscj, die dritte längs (CjCg) u. s. w., endlich die letzte 
längs (c2«— 1C2»). Bei jeder solchen Doppelbrücke durchsetzen ein- 
ander zwei Flächentheile. Die Durchsetzung findet statt in einer 
gewissen Linie. In dieser Linie aber findet [zufolge der von uns 
adpotirten Grundsätze p. 65J 

zwischen den beiden einander S<^'^^ 

durchsetzenden Flächentheilen / % 



Icein Zusammenhang statt. 

Im Einklang mit unsem früheren Benennungen können wir jede 
von jenen Doppelbrücken als eine in der zweiblättrigen Fläche vor- 
handene Uebergangslinie, und die beiden Endpunkte einer solchen 
Doppelbrücke oder Uebergangslinie als WindungsptdfAte bezeichnen. 
In der That wollen wir das einen solchen Punkt umgebende Gebiet 
der zweiblättrigen Fläche (ß' + ^0 als eine Windungsfläche d. i. als 
eine continuirliche Kegelfläche uns vorstellen, so dass also jene zweiblätt- 
rige Fläche (S' + ß') in ihrem Innern durchweg stetig verläuft, wäh- 
rend sie äusserlich begrenzt ist von zwei unendlich grossen Kreislinien. 

Der ganze Werthvorrath der Function f (8.) war repräsentirt 
durch die beiden auf if ' und S' ausgebreiteten Systeme S (+ ^) und 
S ( — /Jj). und diese beiden Systeme schmelzen, bei der Vereinigung 
jener beiden Flächen, in stetiger Weise zusammen zu einem einzigen 
System. Also der Satz: 

Der ganze Werfhvorraih der Function 

(12.) f ^ i/öT^Kr- ^y: : . (i^^^^) 

kann in eindeutiger und stetiger Weise auf einer gewissen zwei- 
blättrigen Fläche (S?' -f- S) ausgebreitet werden. 

Diese Fläche (SJ' + Ä') mag hinfort eine Riemann'sche Fläche 
heissen. Sie besitzt 2n Windungspunhte: c^, c^y . . ,c^n und n üeber- 
gangslinien: (c^c^), (Cjcj, (cgCg), . . . (c^n—iCin)- Jede solche Ueber- 
gangslinie ist übrigens nur bestimmt in Bezug auf ihre beiden End- 
punkte, und ganz unllkürlich hinsichtlich ihres Verlaufs zunschen diesen 
baden Punkten. 

Bemerkung. — Die beiden Flächentheile, welche einander in einer 
Uebergangslinie dorchsetzen, sind in namittelbarer Nähe dieser Linie mit 
sehr verschiedenen, nämlich mit entgegengesetzten Fonctionswerthen be- 
lastet. Trotzdem ist die Function auf der in Rede stehenden zweiblätt- 
rigen Fläche als stetig zu bezeichnen; zufolge des Satzes (3.) p. 66. 

Zweite Bemerkimg. — Die gegebene Function /* (12.) geht fflr ;erB-<x> 
über in ± 0^ , und besitzt also an den unendlich fernen Stellen der Fläche 
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(Ä' + 8') im einen Blatt den Werth + ^"t i™ andern den Werth — z**. 
Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir dem obem Blatt Ä' den Werth 
+ z^, mithin dem untern Blatt 2' den Werth — z^ zuschreiben. 

§7. 

Fortsetzung. Umformung der ebenen Biemann'sohen Fläche 

in eine kugelförmige. 

Die horizontal liegende Fläche (Ä' + ß') bringen wir im Punkte 
0, d. i. im Punkte ;s? = 0, mit einer Kugel vom Durchmesser 1 in 
Berührung, und bezeichnen den ^ q ^ N 

tiefsten Punkt dieser Kugel mit (7. /-'^ ' ~ "\. 7" 

Sodann unterwerfen wir die Fläche 
(Ji' + ß) einer Umformung, bei 
welcher sich die einzelnen Punkte 
dieser Fläche von allen Seiten her 
auf geradlinigen Wegen gegen den 
Punkt 0' hinbewegen, und zwar so 
weit gegen 0' fortbewegen, bis sie auf die Kugelfläche fallen. Nach Aus- 
fuhrung dieser Umformung werden also z. B. diejenigen beiden Punkte 
der Fläche, welche zu Anfang bei z übereinander lagen, gegenwärtig 
bei Z übereinander liegen. Auch wird bei 0' das obere Blatt derFläche 
sich schliessen, und ebenso auch das untere] sodass also die Fläche 
bei 0' dieselbe Beschaffenheit besitzt, wie z. B. bei 0, nämlich daselbst 
aus zwei platt übereinanderliegenden Flächentheilen besteht, die durch 
einen unendlich dünnen Zwischenraum von einander getrennt sind. 

In dieser neuen Gestalt wird die Fläche zu bezeichnen sein als 
eine ßtceiblättrige Ktigel fläche, die n Uebergangslinien und 2w Win- 
dungspunkte besitzt. 

Die Function 0^ ist auf der gewöhnlichen einbläUrigen Kugel- 
fläche überall stetig bis auf einen bei ^e? == c», d. i. in 0' liegenden 
Pol [vgl. den Satz (9.) pg. 59]. Die hier betrachtete Function f{l2.) 
besitzt aber auf dem äussern Blatt unserer zweiblättrigen Kugelfläche 
in unmittelbarer Nähe von 0' den Werth s!^ [vgl. die zweite Be- 
merkung pg. 82]. Folglich besitzt sie auf diesem ät4ssem Blatt im 
Punkte 0' einen Pol. Und ebenso ^ergiebt sich, dass sie auf dem 
innem Blatt bei 0' ebenfalls einen Pol hat. Also der Satz: 

Der ganse Werthvorrath der Fundion 



(13.) f= Vi^ - ^l) (^ - ^2) • • • (^ - <^n) 

kann in eindeutiger Weise ausgebreitet werden auf einer geivissen zwei- 
blättrigen Riemann' sehen Kugelfläche 9{, welche 2n Windungsptmhte: 
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Ci, Ca, . . . c%n und n Ud)€rgangslinim: {c^ c^), (e^ cj, (cgCg), . . . (cg^i cä«) 
besitgt. 

Auf dieser Fläche SR ist die Function überaU stetig Us auf zwei 
Pole, u>elche bei 7=^ oo übereinander liegen, von einander getrennt durch 
den unendlich dünnen Zwischenraum, der zwischen den beiden Blättern 
der Fläche 91 sich hinzieht 

§ 8. 



Betrachtung der Function y{s — c^) {z — c^ . . .{e — c^«— 1). 
Ihre Ausbreitung auf einer Biemann'schen Eugelfläche. 

Die Function 



(14.) f- V^- 



- Ci) (xr — Ca) . . . (£f — CgJ 



unterscheidet sich von der früheren (13.) nur durch einen constan- 
ten Factor, und ist also ebenso wie diese ausbreitbar auf der von 
uns construirten Fläche 9i. Dabei sind c^, c^, c^, . . . irgend welche 
Gonstanten, die beliebig gewählt und beliebig geändert werden dür- 
fen. Nur wird jede solche Aenderung begleitet sein von einer ent- 
sprechenden Aenderung der Fläche 31. 

Lässt man z. B. die Constante Cg« wachsen und schliesslich = cx> 
werden, so wird gleichzeitig der Windungspunkt C2« der Fläche 91 
nach 0' rücken. Andererseits aber geht die Function f (14.) für 
c%n = <x> über in: 



/• = y(0 _ Ci) (ig — Cg) (^ — C8«_i). 

Also der Satz: Der ganze Werthvorrath der Function 



(15.) f = y{fi-c,){z-c,) . . . . (;g - c,,-x) 

ham/n in eindeutiger Weise ausgä/reitet werden auf einer gewissen ewei- 
blättrigen Biemann'schen Kugel fläche fR, welche 2n Windimgspunkte: 
^17 ^; ^8, . . . Cg«-!, 00, und n Uebergangslinien: (c^c^), (c^c^), . . . 
(cä»-sC2,^x), (c2^i, 00) besitzt. 

Auf dieser Fläche 91 ist die Fumtion überall stetig bis auf einen 
im Windungspunkt z '^»oo gelegenen Pol. 

§9. 

Die Verschiebbarkeit der Uebergangslinien. 

Bei unseren früheren Operationen [pg. 78] wurde in der da- 
maligen Fläche Ä ein Schnitt c^c^c^d construirt, der aber von c^ 
nach Cg auf beliebigem Wege fortschreiten durfte, ebenso von c^ nach 
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c^ u. s. f. Hieraus folgt sofort, dass die später entstandene Ueber- 
gangsUnie c^c^ ebenfalls von c^ nach c^ auf beliebigem Wege fort- 
schreitet. 

Man kann daher jede solche Uebergangslinie, falls man nur 
ihren Anfangs- und Endpunkt festhält , im Uebrigen beliebig ver- 
schid)en. Auch zeigt sich leicht, dass eine derartige Verschiebung 
keinerlei Störung hervorbringt. Sind nämlich, im senkrechten Durch- 
schnitt betrachtet, AB und aaßb die beiden in einer Uebergangs- 
linie einander durchsetzenden Flächentheile, 



a ß 

so wird dieser Durchchnitt bei einer Verschiebung der Uebergangs- 
linie folgendes Aussehen erhalten: 

A b 



a a ß B 

£s tritt also bei dieser Verschiebung ein gewisses Stück aß des 
Flächentheils ab aus der obern in die untere Etage, während gleich- 
zeitig Umgekehrtes beim Flächentheil AB erfolgt. 

Von einer solchen Procedur wird aber z. B. die Stetigkeit der 
auf dem Flächentheil aaßb ausgebreiteten Functions werthe in keiner- 
lei Weise afficirt. Waren diese auf dem Flächentheil aaßb etwa 
stetig vor der Verschiebung der Uebergangslinie, so werden sie da- 
selbst auch stetig sein nach der Verschiebung. U. s. w. Kurz, man 
gelangt zu folgendem Satz: 

Ist eine Function a^f einer Riemann'sdien Fläche ausgleitet, so 
toird man, ohne dass dadurch in der EindeutigJceit oder MehrdeutigkeU, 
(16.) ^ ^ Stetigkeit oder UnstetigJceit der Function irgend welche Aenderung 
hervorgerufen würde, die U^ergangslinien dieser Fläche bdidng ver- 
schieben "können, faHs man nur ihre Anfangs- und Endpunkte unge- 
ändert lässt. 

§ 10. 

- f /(« — Ci) (£f — C,) . . . (JS — Cj 

Betraohtong der Fnnctlon f^ Y ^,_y^) (, _y^) . . . (,_y^) - 

Bezeichnet man die Entfernungen des Punktes von den festen 
Punkten Cn, yx mit r«, Qn und die Azimuthe dieser Entfernungen 
gegen die x-Ajlq mit ^x; tg, imd setzt man demgemäss 
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0-Ci=rie'^S 


^ — yi = 9iß'*S 


^ — Cg = r^e'^'^s 


ß — y^ = Q^e*^, 


etc. etc. 


etc. etc. 


so kann die gegebene Function 





^ ^^ ^ '^ (^-yi)(^-y«)...(^-y.) 

auch so geschrieben werden: 

(2.) /• = ]A^--^v/l ^ r- -j, 

wo in der letzten Formel unter der Cubikwurzel ihr reeller positiver 
Werth verstanden werden soll. 

Diese Function f wird = in den Punkten c, ferner = oo in 
den Punkten y. Für jede andere Lage des Punktes besitzt sie aber 
drei Werthe von der Form /*, rjfy iff\ falls man nämlich unter ri 
die Constante versteht: 

2«» /o \ / \ 

(3.) ri = e^ = cos {^J + i sin \^^j • 

Diese drei simultanen Werthe f\ r^f) rj^f ändern sich, falls man den 
Punkt js unter Vermeidung der Stellen c, y irgend welche Curve 
(tf.) d', z'\ z", ,...Z 

durchlaufen lässt, Schritt für Schritt in stetiger Weise, und liefern 
in solcher Art drei der Curve entsprechende Werthreihen: 

(«.) r, f", r, F, 

iß) vf, nf", nf", .... nF, 

(y.) n*f', nY', nY". • • • • n'F, 

Da nun jene Curve (<y.) keinen der Punkte c, y berühren soll, 
so sind [nach (1.)] die Werthe (a.), (ß.), (y.) durchweg endlich und 
vofi Ntdl verschieden. Hieraus aber folgt, dass z. B. die Werthe f\ 
Vf\ V^f ^'^^ ^^^^^ ^<^ einander verschieden sind, dass ferner Gleiches 
gilt von den drei Werthen r, rif\ i^Y", ebenso von /•'", i?/"", 7iY"\ 
u. s. w. u. s. w. Mit andern Worten: Zwischen den drei Reihen 
(«.), (/3.), (y.) wird, während sie längs der Curve fortschreiten, nie- 
mals ein Conia^tj mithin auch niemals eine Verwechselung möglich 
sein, sodass also jede derselben durch ihren Anfangswerth eindeu- 
tig bestimmt ist. Also der Satz: 

Lässt nian den variablen Punkt z,' unter Verineidung der Stellen 
^'} 7y irgend welche Curve 
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e', e", z'" Z 

durchwandern^ so entspredien dieser Curve drei stetige Werthreihen der 
Function . 

^ -^ ' ^ ^ (^- yi) (^ - y.) . . . (^ - y.) * 

Und jede diese*' Reihen wird durch Angabe ihres Änfangswerthes Schritt 
für Schritt längs der ganeen Curve eindeutig bestimmt sein. Bezeich- 
net man femer eine von diesen Werthreihen mit 

r, /•", r, . . . . -f, 

so werden sich hieraus die beiden andern durch Multiplication mit ly, 
resp. mit ri^ ergeben^ wo ly die in (3.) genannte Constante vorstellt 

Lässt man aber die Curve in sich zurückkehren, so ist der End- 
werth F der Reihe im Allgemeinen verschieden von ihrem Anfangs- 
werthe f\ Lässt man z. B. die Curve um den Putüct c^ herum in 
sich zurücklaufen, während Cg, Cg, . . . c» und yj, ^a, ^3, . . - y^ ausser- 
Ihalb der Curve bleiben sollen, so wird bei einem solchen Umlauf 
das Azimuth ^^ um + 2n; wachsen, während die übrigen Azimuthe 
^2> ^3; • • • -ö"» und i^i, Tj, r,, . . . Xy zu ihren ursprünglichen Werthen 
zurückkehren. Und demgemäss ersieht man aus (2.)^ dass die ge- 
gebene Function bef einer solchen Umlaufung zu einem Endwerthe 
F gelangen wird, der zu ihrem Anfangswerthe f in der Beziehung 
steht: 

F = fe^~^ d.i. F^fn^K 

Dabei gilt das Zeichen -}" oder — , jenachdem der Punkt c^ positiv 
oder negativ umlaufen ist. Allgemein ergiebt sich folgender Satz: 
Lässt man den Funkt z, unter Vermeidung der Stellen c, y, irgend 
welche Curve 

Z , Z y Z y » . • • Zi 

durchwandemy so entsprechen dieser Cu/rve im Ganzen drei stetige Werthr 
reihen der gegd)enen Function 

^^•^ ' ^ i^'-YiVi^ - y.) . . . (^ - y.) ' 

Jede solche Werthreihe 

r, r, r ....F 

ist durch Angabe ihres Änfangswerthes f längs der ganzen Curve Schritt 
für Schritt eindeutig bestimmt Lässt man aber jene Curve^ .immer 
tmter Vermeidung der Stellen c, y, in sich zurückkehren^ also Z iden- 
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tisch werden mit z\ so wird sich für diese Beute ein Endwerth F er- 
geben, toelcher ssu ihrem Anfangswerth f in der Beziehung steht: 

(6a.) F^r.r-i^ 

UH) m und (i die AnmMen derjenigen Punkte c und y repräsenüren, toekhe 
innerhalb der Curve liegen, und wobei vorausgesetzt mrd, dass diese 
innerhalb der Curve gelegenen Punkte c und y positiv umlaufen sind. 

Für den Fall einer negativen Umlaufung würde die in Bede 
stehende Beziehung zwischen F und f lauten: 
(6b.) F = fri-^^-f^K 

Es würde nun leicht sein, den ganzen Werthyorrath der hier 
betrachteten Function f (5.) in eindeutiger Weise auf einer gewissen 
Riemann'schen Fläche auszubreiten. Doch wird das Charakteristische 
der ganzen Methode einfacher und deutlicher hervortreten, wenn wir 
uns dabei auf specielle Fälle beschränken. Und dies soll in den 
beiden nächsten Paragraphen geschehen. 

§ 11. 

Betraohtong der Fnnotion y ~ ' Ausbreitung derselben auf 
einer Biemann'sohen Eugelfläohe. 

Wir betrachten die Horizontalebene als eine um <» beschrie- 
bene, unendlich grosse Kreisfläche ^, und führen in dieser den 
Schnitt cyd aus. Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von ft 
einen schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Punkte c, y enthält, 
welcher nämlich bei c beginnt, und über y fortlaufend bis zum Rande 
von fö, etwa bis d sich erstreckt Nach Absonderung dieses Strei- 
fens bezeichnen wir die Fläche mit Ä'. 

Sodann markiren wir irgendwo innerhalb 
^' einen Punkt Zq, Die drei diesem Punkte 
entsprechenden Werthe ^, ij/q, iff^ der ge- 
gebenen Function 

pflanzen wir in Zq wirklich auf; und in der Um- 
gebung von Zq die benachbarten Werthe. In 
solcher Weise entstehen drei jenen Anfangs- ^^ 
werthen ^, ij/^, i^^/J, entsprechende Werth- 
systeme S(/ö), S(i^/o), S^iff^). Da die Punkte c und y zu dem ab- 
gesonderten schmalen Streifen gehören, mithin ausserhalb &' liegen, 
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so kann man die gemeinschaftliche Peripherib der drei Systeme inner- 
halb k' sich beliebig ausdehnen^ und schliesslich mit dem Rande 
von &' zusammenfallen lassen, ohne dass dabei ein Contact respec- 
tive eine Verwechselung zwischen den Systemen zu befürchten stünde. 
Mittelst der genannten Ausdehnung erhält man also drei die ganze 
Flächet" überdeckende Systeme ä(/o), ^(ij/o), Siiff^), die nirgends 
mit einander in Contact sind, deren Werthe also innerhalb St' in 
jedwedem Punkte von einander verschieden sind. Und demgeniäss 
können s. B. aus dem Systeme S (Q die beiden andern Systeme S(ij/Ö) 
(8.) und /S^(i}'/Ö) abgeleitet werden durch Multiplikation mit ij, respective 
mit rjK 

Sind nun femer [vgl. die Figur] h und x zwei zu beiden Ufern 
der Schnittstrecke {cy) einander gegenüber liegende Punkte , und K 
und K die Werthe des Systems S(/J,) in diesen beiden Punkten, so 
erhält man, unter Anwendung der Ourve I und auf Grund des 
Satzes (6 a.): 

Gehören hingegen Ä, x zur Schnittcurve (y*), so erhält man, mit- 
telst der Curve II, und wieder unter Benutzung des Satzes (6 a.): 

(10,) K = z: 

Wir denken uns jetzt die Fläche S' in drei übereinander lie- 
genden Exemplaren: Ä', S', 2Ä' gegeben, und bezeichnen die Ufer- 
punkte der drei übereinander liegenden Schnittstrecken (cy) mit h, x, 
1,1, m, fi. Lassen wir alsdann das System S(/o) auf fi' verharren, 
verpflanzen wir aber das System S(i^/J,) nach ü' und das System 
S{iff^ nach 2R', so ergeben sich für jene sechs Punkte, auf Grund 
der Sätze (9.) und (8.), Werthe von folgender Form: 



(9.) 



(11.) 



in h: K, 


in x: TjK, 




in h riKy 


in X: rfKy 




in mi ifK; 


in ft: ri^K = 


= JL 




Heftet man also h mit fi, l mit x, und m mit A zusammen, so stos- 
sen jedesmal von beiden Seiten her gleicJie Werthe aneinander. 

Gehören andererseits die Punkte Je, x, l, l, m, (i zur Schnitt- 
strecke (yd), so ergeben sich in denselben, auf Grund der Sätze 
(10.) und (8.), Werthe von der Form: 



in h: K, 
(12.) in l: riK, 

in m: ij^JST, 



in x: Jr, (LJL 

in A: r^Ky 1 — lt. 

in ft: ri^K. ^J—ß- 
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Und es werden also ghtcJie Werthe zusammenst9sseny fallä man Tc 
mit X, l mit X^ und m mit fi zusammenheftet 

Durch die genannten Zusammenheffcungen entsteht eine dreiblätt- 
rige Fläche ($£' + 2 + 3K')j welche zwei Windungspunkte c, y, und 
zwei von c nach y laufende, gencm übereinander liegende Uebergangs- 
linien besitzt, entsprechend der in (11.) angegebenen Durchschnitts- 
figur, d. i. der Figur: 




Doch kann man [vgl. den Satz p. 85] die eine dieser beiden üeber- 
gangslinien, z. B. die untere, weiter nach rechts verschieben, wo- 
durch alsdann die Durchschnittsfigur folgendes Aussehen erhält: 



>c 



zx: 



Alsdann laufen die beiden Uebergangslinien auf verschiedenen Wegen 
von c nach y, wie solches z. B. angegeben ist in der nächstfolgen- 
den Figur. — Schliesslich kann man die dreiblättrige Fläche in eine 
kugelförmige Gestalt versetzen, und gelangt so zu folgendem Resultat. 
Der ganze Werthvorrath der Function 

(13.) f-V^l 

breitet sich in eindeutiger Weise aus auf einer getvissen drei- 
blättrigen Riemann' selten KugelfläcJie SR, welche zwei Wi^idungs-' 
punkte zweiter Ordnung: c, y, ferner zwei von c nach y lau- 
fende Uebergangslinien besitzt. In der einen dieser Linien findet j^/ 
ein Ucbergang vorn oberen zum mittleren, in der andern ein ^ 
Uebergang vom mittleren zum unteren Blatt statt. 

Auf dieser Fläche 91 ist die Function überall stetig, bis auf einen 
in y befindlichen Pol. 

§ 12. 

Betraohtung der Function y{z — c^)(z — Cg) (z — Cj). Ausbreitiuig 
derselben araf einer Kiemann sehen Kugelfläche. 

Man wird, falls die Function 

(14.) /• = ^(7-:^)(^-^,7)(^- C3) 



Digitized by 



Google 



EiDfBhruDg der J{»e»Kmn'8cben Flächen. 



91 



vorliegt, ähnlich wie vorhin operiren können, und auf diese Weise 

drei Werthsysteme S(/o), 5(i^/o), Sii^'^Q erhalten, ausgebreitet auf 
' drei übereinander liegenden Flächen fi', 2', ÜR', deren jede mit einem 

Sclmitt CiC^c^d versehen isi Es handelt sich im Wesentlichen nur 

noch um die Werthe, welche eines dieser Systeme, z. B. ä(/J)), an 

den Ufern des Schnittes besitzt. Hierüber giebt der Satz (6 a, b.) 

Auskunft. 

Sind z. B. k und x zwei einander gegenüber liegende Uferpunkte 

der Schnittstrecke (c, c^) auf der Fläche Ä', femer K und K die 

Werthe des Systems S (/q) in diesen beiden Punkten, so erhält man, 

unter Anwendung der Curve / und auf Grund 

des Satzes (6 a.): 
(15a.) K — Kij, 

Gehören hingegen Je, % zur Strecke (c^Cj), so 

erhält man mittelst der Curve //, und unter 

Anwendung eben desselben Satzes: 
(15b.) K = Kri\ 

Und gehören endlich ifc, x zur Strecke (Cjd), 
so ergiebt sich mittelst der Curve III\ 

(^15c.) K = ATi^' = ^' 

Sind also Ä, x, Z, A, m, fi die Uferpuukte der drei in Ä', ü', 
3R' übereinander liegenden Schnittstrecken (CjCg); 80 ergeben sich 
in diesen sechs Punkten Werthe von der Form: 




in Ä: K, 
(16a.) in l\ riK, 



in x: riK, 
in k: Ti^K, 




inm: iffK, in ^: ifi^K=^K\ 

80 dass also gleiche Werthe zusaramenstossen, falls man die Blätter 
so zusammenheftet, wie beistehende Figur zeigt. 

Gehören femer die Punkte x, Je, l, X, m, fi zur Strecke (^2^3), 
so erhält man in ihnen Werthe von der Form: 



in Je: Ky \ in x: ifK, 
(16b.) in l: riK, |.in k: rfK=K, 
inm: ri^K, \ in ft: i^Ä"; 



>/] 



sodass also gleicJie Werthe zusammenstossen bei den in der neben- 
stehenden Figur angegebenen Zusammenheftmigen. 

Gehören endlich die Punkte Je, x, i, k, w, ft zur Strecke {c^d), 
so erhält man in ihnen Werthe von der Form: 
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('(^<--) in l: ijK, 

in»»: ri*K, 
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i. 
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in x: Ky 
in X: ffK, 
in ft: ifK'y 

was den in beistehender Figur angegebenen Zusammenheftungen 
entspricht. 

Durch Ausführung der genannten Zusammenheftungen entsteht 
eine dreibläUrige Fläche (S' + S' + SR')? deren Form alsdann nach- 
. träglich noch verändert werden kann, theils durch Verschiebung 
der üebergangslinien (16 a, b.), theils durch kugelförmige Umgestal- 
tung. Man gelangt zu folgendem Resultat: 

Der ganze Werthvorrath der Function 

(17.) /"=K^-0(^-0(i?-C3) 

hreitet sich in eindeutiger Weise aus auf einer gewissen dreiblättrigen 
liiemann' sehen Kugelfläche SR, welche drei Windungs- 
punJcte zweiter Ordnung: c^, C2, c^ und zwei Üeber- 
gangslinien besitzt. Die eine derselben geht von c, 
über Cg nach Cg und vermittelt den üebergang vom 
obern zum mittlem BUUt, Die andere [welche in 
der Figur zur Unterscheidung punktirt angegeben 
ist] geht ebenfalls von q über c^ nach c^ und ver- 
mittelt den Üebergang vom mittlem zum untern Blatt. 

Auf dieser Fläche SR ist die Function überall stetig bis auf dr.ei 
Pole, die in den drei Blättern der Fläche bei jer = cx) gerade über- 
einander liegen. 

§ 13. 

Ueber die Aasbreitung einer beliebigen algebraischen Fnnetion 

von z auf einer Biemann'BChen Kugelfläohe. 

Die Riemann'schen Kugelfiächen sind, wie die vorhergehenden 

Betrachtungen zeigen, anwendbar auf alle Functionen voi^der Form 

f = Vz, 

falls man nämlich unter Z irgend eine rationale Function von 0, 
andererseits unter n eine rationale Zahl versteht. Doch sind, wie 
wir jetzt zeigen wollen, die Riemann'schen Kugelfiächen nicht auf 
Functionen dieser Form beschränkt, sondern anwendbar auf alle Func- 
tionen, die von z in algebraischer Weise abhängen. 

Es seien Z^, Zj, Zg, ... Z« beliebig gegebene raHonaU Func- 
tionen von Zy und es mag unter f die Wurzel der Gleichung- ver- 
standen werden: 
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so dass also f eine algebraische Function von z ist. Wir werden 
zeigen^ dass man stets eine Riemann'sche Eugelfiäche construiren 
kano, auf welcher der ganze Werthvorrath dieser Function f sich 
in eindeutiger Weise ausbreitet. 

Es seien = J., jEf = 5, jef = (7, ....j3 = P diejenigen, Werthe 
des Argumentes 0, für welche die Function f nicht n Werfhe, son- 
dern fceniger als n Werthe besitzt Solches festgesetzt^ betrachten 
wir die Horizontalebene als eine um js? = beschriebene, unendlich 
grosse Kreisfläche ^, und führen in dieser Fläche ^ einen Schnitt 
aus: ABC , . . PQ. Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von S 
einen schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Punkte ABC . , . P 
in sich enthält, welcher nämlich bei A beginnt und über B,C^, . . P 
fortlaufend bis zum Rande von ft, etwa bis Q, sich hinerstreckt. 
Innerhalb der durch Absonderung dieses Streifens entstandenen Fläche 
£' markiren wir irgend einen Punkt 0q und pflanzen in diesen Punkt 
0Q diejenigen n Werthj auf, welche die Function f &üc === 0q be- 
sitz! Durch stetigen Anschluss an diese n Werthe ergeben sich 
alsdann ebenso viele Werthsysteme, die, ohne mit einander in Con- 
tact zu gerathen, einer Ausbreitung über die ganze Fläche ß' fähig 
sind, und die also innerhalb Ä' in jedwedem Punkte e lauter verschie- 
dene Werthe haben. 

Sind mithin z. B. Je und x zwei zu beiden Ufern der Schnitt- 
strecke (AB) einander gegenüber liegende Punkte, so werden die 
genannten n Systeme in k lauter verschiedene Werthe haben, und 
ebenso auch in x. Die Punkte k und x liegen aber einander unend- 
lich nahe, und es müssen daher die n Werthe in Je, in irgend welcher 
Reihenfolge, identisch sein mit denen in x. Denkt man sich also 
die Fläche Ä' in n übereinander liegenden Exemplaren Äi, Äi, . . . Ä« 
gegeben, femer die Punkte (Ä, x) in diesen n Flächen mit (^i, Xj), 
0^9 Xj), ... (Jcn^ Xn) bezeichnet und jedes der vorhin genannten n 
Werthsysteme auf je einer dieser n Flächen ausgebreitet, so werden 
auf die Punkte Jc^, Jc^, . , , Jcn Werthe fallen, die in irgend welcher 
Reihenfolge mit denen in x^, Xg, . . . x» identisch sind. Man kann 
daher in den Flächen Äi, Si, . . . Ä« die auf der einen Seite der 
Schnittstrecke (AB) liegenden n Ufer mit den auf der andern Seite 
befindlichen n Ufern, je eines der einen mit je einem der andern 
Seite, in solcher Weise zusammenheften, dass in jeder Zusammen- 
heftungslinie von beiden Seiten her gleiche Werthe zusammenstossen. 

Analoges gilt für die Schnittstrecke {BG)y sowie für {CD) u.s. w., 
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endlich für (PQ). Auf der durch alF diese Zusammenheffcungen ent- 
stehenden n-blättrigen Fläche 

Si + ^2 + • • • + ^n 

wird alsdann der ganze Werthvorrath der Function f in eindeutiger 
Weise ausgebreitet sein. Denkt man sich also schliesslich diese 
n-blättrige Fläphe in kugelförmige Gestalt versetzt, so gelangt man 
zu folgendem Satz: 

Versteht man unter Zq, Z^y Z^, ... Z« beliebig gegebene ratio- 
nale Functionen von 0, ferner unter f die durch die Gleichung 

(1.) z^ + zj+z,p + .... + z„f^^o 

definirte algebraische Function von s, so kann der ganze Werthvor- 
rath dieser Function f in eindeutiger Weise ausgebreitet werden auf 
einer gewissen n-blättrigen Hiemann* sehen Kugdfläche 91. 

Auch unterliegt es wohl kaum einem Zweifel^ dass die Function f 
(2.) auf dieser Fläche SR bis auf einzelne Pole stetig sein unrd. Doch 
mrd der Beweis hierfür erst später (im s^ihsten Capitel) geliefert 
werden. 

Bemerkimg. — Im Allgemeinen kann eine Riemann'sche Kugelfläcbc 
an ein und derselben Stelle mehrere übereinander liegende Windungspunktc 
haben. Denkt man sich z. B. zwei Functionen f und f\ jede definirt durch 
eine Gleichung von der Form (1.), und bezeichnet man die zur Ausbrei- 
tung dieser Functionen erforderlichen Flächen respective mit 9% und 9t', 
so wird die ebenfalls algebraische Function 

in eindeutiger Weise sich ausbreiten auf der Fläche 

d. i. auf derjenigen Biemann' sehen Engelfläche, die ans den Flächen 9t 
und Ä' — ohne gegenseitige Verbindung — durch blosse Ineinanderschach- 
telung entsteht. Diese neue Fläche 31+91' kann nun aber sehr wohl 
zwei gereue übereinander liegende Windungspunkte haben; denn es kann 
ein Windungspunkt von 91 gerade über einem von 91' sich befinden. Q. e. d. 

§ 14. 

Ueber die Zersohneidimg einer Biemann^aohen Kugelfläohe in ein- 
zelne Fläohenstüoke, tmd über die Versetsting eines jeden 
solohen Fläohenstüoks in seinen natürliohen Zustand. 

Es sei irgend eine Riemann'sche Kugelfläche SR [die also z. B. 
auch genau übereinander liegende Windungspunkte besitzen kann, 
vgl. die vorhergehende Bemerkung] in bestimmter Weise gegeben. 
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Zerschneidet man diese Fläche fft in eine beliebig grosse Anzahl 
kleiner Stücke, der Art, dass jedes derselben nur eine ßandcurve 
besitzt und nicht mehr als höchstens einen Windangspunkt enthält, 
so wird jedes solches Flächenstück als eine kleine sphärisch ge- 
krümmte Windungsfläche zu bezeichnen sein. Denn auch diejenigen 
dieser Stücke, welche keinen Windungspunkt enthalten, mithin ein- 
blättrig sind, können jenem Namen subsumirt, nämlich als Windungs- 
flächen 0^' Ordnung angesehen werden [vgl. pg. 69] ; wobei alsdann 
unter dem Windungspunkt eines solchen Flächenstücks irgend ein 
beliebiger Punkt desselben zu verstehen ist. 

Irgend eins unter den kleinen Stücken, in welche 9i zerlegt ist, 
mag nun mit 

U oder U(c, ss) 

benannt werden. Es sei nämlich c der Windungspunkt, und g Col- 
lectivbezeichnung für alle übrigen Punkte des Flächenstücks. Ueber- 
dies sei m die Anzahl seiner Blätter, also c ein Windungspunkt 
(w — 1)*®' Ordnung. Dieses Flächenstück U kann nun, und zwar in 
sehr verschiedener Weise, durch stetige Umformung in eine ebene 
einblättrige Fläche verwandelt werden, wobei von Wichtigkeit nament- 
lich zwei Methoden sind. 

Erste Methode. — Man lässt die zum Flächenstück 

gehörigen Punkte z auf geradlinigen, von 0' ausstrahlenden Bahnen 
so weit fortwandern, bis sie auf die Horizontälebene fallen, und ver- 



0' SB 

wandelt in solcher Weise das Flächenstück in eine ebene Windungs- 
fläche, die mit -., . 

bezeichnet werden mag. Sodann aber verwandelt man diese letz- 
tere in eine ebene einblättrige Fläche 
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in bekannter Weise^ nämlich unter Anwendung des Correspondenz- 
gesetzes: 
(1.) 0^c^(t — y)^ [vgl. pg. 74]. 

Man kann übrigens von den drei aufeinander folgenden Zu8i»nden 
U; S3, $[ den mittleren ganz bei Seite lassen und also sagen , dass 
Vi in % übergeht mittelst des Correspondenzgesetzes (1.). 

Zweite Metliode. — Man lässt [vgl. die vorstehende Figur] die 
Punkte des gegebenen Flächenstücks 

U(c,0) 
auf geradlinigen, von ausstrahlenden Bahnen so* weit fortwandem, 
bis sie sämmtlich auf die AfUipoden^ene fallen, und bezeichnet die 
in solcher Weise entstehende Acne Windungsfiäche mit 

WO cc' = 1 und ebenso zz' ^= 1 ist Sodann verwandelt man diese 
letztere Fläche in eine ebene einblättrige Fläche: 

und zwar, wiederum wie vorhin, mittelst des Correspondenzgesetzes: 

(2.) g'-c'^ii-rr. 

Will man den mittlem Zustand SB eliminiren, so hat man in (2.) 
für c', e' ihre Werthe c' = — , e' ^= — zu substituiren, wodurch 
sich ergiebt: 

(2a.) f ~-f=a-yn 

Mitteist dieser Formel verwandelt sich alsdann U direct in 9L 
Zusammenfassung. — Das gegebene mrblättrige Flächenstäck 

n oder Vi(c,0) 
kann also in stetiger Weise wmgeformt werden in eine gewöhnliche 
einblättrige Fläche: 

a oder a(y, g), 

und zwar nach Bdieben, entweder mittelst des Correspondenzgesetzes: 
(I.) ^_C-(5-y)-, 

oder mittelst des Correspondenzgesetzes: 

(IL) 4--^=«-^)-. 

Allerdings ist die Wahl zwischen diesen beiden Gesetzen nicht unter 
allen Umständen in unser Belieben gestellt. Enthält z. B. das Flächen- 
stück U einen bei z ^=^0 liegenden Punkt ^ so wird der Anforderung 
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der stetigen Umformung nur durch die erste Methode [vgl. die Figur 
p. 95], also nur durch die Formel (L), nicht aber durch (IL) ent- 
sprochen. Und umgekehrt unrd, faüs U einen bei = oo liegenden 
Punkt enthält, jener Anforderung der stetigen Umformung nur durch 
(IL), nicht aber durch (I.) entsprochen werden. 

Der Zustand U mag hinfort der ursprüngliche, und der aus 
(3.) diesem durch stetige Umformung, vermittelst einer der beiden Formeln 
(L), (IL), entspringende neue Zustand Ä der natürliche Zustand des 
betrachteten Flächenstücks genannt werden. 

Bemerkung. — Die geometrische Anschauung [Figur p. 96] zeigt, dass 
einer positiven ümlaufnng von U eine ebenfalls positive Umlaufung von $ 
und ebenso von äß entspricht; falls man nur festhält an den früher gege- 
benen Determinationen über die oberen Seiten der Eugelfläche, der Hori- 
zontal- und der Antipodenebene [pg. 55 und 56]. Einqr positiven Umlan- 
fung von S oder 98 entspricht aber eine ebenfalls positive Umlaufung der 
jedesmaligen Fläche % [vgl. die Bemerkung p. 74]. Also der Satz: 

Denkt man sich das Flächenstück U oder Vi{c, z) in seinen natür- 
lichen Zustand % oder Ä(y, f) versetzt^ und in dieser Weise also jedweden 
Punkt z der Fläche U in einen gewissen Puf^ ^ der Fläche 91 verwandelt, 
so wird, faUs man z positiv um U herumlaufen läset, gleichzeitig ^ eben- 
falls positiv um 9 herumlaufen. 

Sind also z. B, f und qp zwei auf dem Flächenstück ausgebreitete 
Functionen, so wird das über seinen Band in positiver Richtung erstreckte 
Integral: 

ffdv 

ein und denselben Werth haben, einerlei, ob man jene Integration während 
des ursprünglichen, oder während des natürlichen Zustandes bewerkstelligt; 
was angedeutet werden mag durch die Formel: 

§ 15. 
AUgemeine Bemerkniigen über die stetige Umf ormnng einer Fl&ohe. 

Unter der stetigen Umformung einer Fläche sott eine Vcrän- 
(4.) derung derselben verstanden u)erden, welche durch blosse Anwendung , ^ 

van Dehnung en und Bieg ungen, nämlich mit Vermeidung von Zer- s^y<^'^^/ 
reissungen wrtd Zusammenheftungen , m Stande kommt, .1 

Um von irgend zwei beliebig gegebenen Flächen die eine in *^^' 
die andere umzuformen, bedarf es (sobald eine solche Umformung 
überhaupt möglich ist) nur der Auffindung eines Gesetzes, nach wel- 
chem jeder Punkt der einen Fläche mit einem bestimmten Punkte 
der andern correspondirt^ jedoch eines Gesetzes, welches so beschaffen 

N e n m a n n : Aberiche Integrale. 2. Aufl. 7 



Digitized by 



Google 



98 Viertes Capitel. 

ist, dass demselben zufolge benachbarte Punkte der einen Fläche auch 
immer mit benachbarten Punkten der andern in Correspondenz stehen. 
Ist nämlich ein solches Gesetz gefunden, so wird man dann, wie 
leicht zu übersehen ist, durch Anwendung von Dehnungen^ und Bie- 
gungen es in der That dahin bringen können, dass die eine Fläche 
mit der andern, und zwar jeder Punkt der einen mit dem correspon- 
direnden Punkte der andern zur Deckung kommt. 

Ein Quadrat kann als stetige Umformimg eines BedUeekSy ebenso aber 
auch als eine stetige Umformnng der Kreislläche angesehen werden. Anderer- 
I seits würde sich die Kreisfläche als die stetige Umformung einer HaXb- 

I kugüfläche, oder auch als die einer Kegelfläche ansehen lassen. 

Und so lassen sich überhaupt, falls eine Fläche gegeben ist, immer 
mehrere und von einander sehr verschiedene Flächen finden, von denen 
jede als eine stetige Umformung der gegebenen Fache aufgefasst wer- 
den kann. 

Jedoch kann man keineswegs die gegebene Fläche als die stetige 
Umformung jeder beliebig gewählten andern Fläche ansehen. Sollen näm- 
lich zwei Flächen einer solchen Auffassung fähig sein, so ist dasu, wie 
man sofort erkennt, zunächst schon erforderlich , dass in beiden die An- 
i zahl der Bandcurven ein und dieselbe ist. Und zu dieser Bedingung treten 

i noch andere Bedingungen hinzu. Denn bei einer Kugdfläche z. B. und bei 

einer Bing fläche*) ist die Anzahl der Bandcurven gleich gross, nämlich 
bei beiden = 0; und trotzdem lässt sich, wie man leicht übersieht, die 
eine keineswegs als eine Umformung der andern auf&ssen. Wir gehen 
einstweilen auf die hier erforderlichen Bedingungen nicht näher ein. 
Wir wollen uns im Baume irgend eine Fläche denken von be- 
liebiger Krümmung und überhaupt von ganz beliebiger Gestalt; und 
auf dieser Fläche wollen wir uns die Werthe irgend welcher Func- 
tion ausgebreitet denken. Jene Fläche mag nun einer stetig fort- 
schreitenden Veränderung unterworfen und in solcher Weise, von 
ihrem Anfangsmstande aus, in einen bestimmten Endzustand über- 
geführt werden. Während diese Veränderung aber vor sich geht, wäh- 
rend also die Fläche durch stetige Umformung in andere und andere 
Gestalten übergeht^ mögen die einzelnen Punkte der Fläche mit den 
ihnen einmal zuertheilten Functionswerthen unlöslich verbunden 
bleiben. 

War die Function während des Anfangszustandes der Fläche 
auf derselben überall eindeutig^ d. h. war damals jeder Punkt der 
Fläche immer nur mit je einem Werthe der Function belastet, so 



*) Unter einer Ringfläche ist die Oberfläche eines körperKchen Ringes, 
also z. B. diejenige Rotationsfläche zu verstehen, welche von einem Kreise er- 
zeugt wird, sobald man denselben um eine Achse, die in der Ebene des Exei- 
868 liegt und den Kreis nicht schneidet, rotiren lässt. 
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wird Gleiches offenbar auch dann noch stattfinden, wenn dieselbe 
in ihren Endzustand übergegangen ist. 

War ferner die Function zur Zeit des Aufangszustandes auf der 
Fläche allenthalben stetig, so wird sie nach Eintritt des Endzustan- 
des ebenfalls überall stetig sein. 

War die Function zur Zeit des Anfangszustandes der Fläclie 
in einzelnen Punkten oder Linien unstetig^ so wird sie nach Eintritt 
des Endzustandes nach wie vor, und zwar in eben denselben Punkten 
oder Linien unstetig sein. 

Insbesondere wollen wir unsere Aufmerksamkeit auf diejenigen 
ünstetigkeitspunkte richten, welche wir firüher (pg. 38) als polare 
Unstetigkeitspunkte^ oder kürzer als Pole bezeichnet haben, also auf 
diejenigen, in welchen die Function selber — sie mag f genannt 
werden — unstetig ist, in deren Bereich aber der reciproke Werth 

der Function, nämlich der Werth von .. stetig bleibt. Jene Un- 

stetigkeit von f und jene Stetigkeit von ^ werden, falls sie in irgend 
einem Punkte der Fläche einmal vorhanden sind, ungeändert fort- 
bestehen, welches auch die stetige Umformung sein mag, der die 
Fläche unterworfen wird. 

Besitzt also die auf der Fläclie ausgleitete Function zur Zeit 

(^r>.) des Anfangszustandes in irgend einem Funkt der Fläche einen Pol, 
so tmrd m in jenem Punkt nach Eintritt des Endzustandes ebenfalls 
einen Pol besitzen. 

Gleiches tmrd offenbar auch von den Nullpunkten gelten. Denn 
es ist ja nach unserer Annahme jeder Punkt der Fläche mit dem 
ihm einmal zuertheüten Functionswerthe unlöslich verbunden. Ist 
also irgend ein Punkt der Fläche mit dem Werthe Null belastet, 
so wird er, mag sich nun die Gestalt der Fläche verändern, wie 
sie wolle, diesen Werth Null beständig behalten. Wir gelangen 
somit zu folgendem allgemeinen Satz: 

Sind die Werthe der Function auf irgend welcher Fläche ausge- 
breitet, so tritt hinsichtlich der auf jener Fläche vorhandenen Stetig- 
keitspunktCy Nullpunkte und Pole keine Aenderung ein, mojg man 
nun die Fläche in ihrem ursprünglichen Zustande verharren, oder mag 

(G.) man dieselbe durch stetige Umformung in irgend welclien andern Zu- 
stand übergelien lassen. In jedem einzelnen Punkt der Fläche unrd 
die Function sich zur Zeit des neuen Zustandes genau ebenso verhal- 
ten, wie zur Zeit des ursprünglichen Zustandes; in jedem einzelnen 
JPunkt der Fläche unrd sie zur Zeit des neuen Zustandes stetig oder 
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unstetig, Null oder von Null verschieden, mit einer polaren oder 
nichtpolaren Unstetigkeit behaflet sein, je nachdem zur Zeit des ur- 
sprünglichen Zustandes das Eine oder das Andere der Fall war. 

Ebenso verhalt es sid^ auch mit der Eindeutigheit. In jedem 
einzelnen Funkt der Fläche wird die Function ssur Zeit des neuen Zu- 
standes eindeutig oder mehrdeutig sein, je nachdem jsur Zeit des 
ursprünglichen Zustandes das Eine oder das Ändere der FaU war. 

Die Eigenschaften der Eindeutigkeit, der Stetigkeit, der polaren 
Unstetigkeit u. s. w. sind also permanent wahrend des Verlaufs einer 
stetigen Umformung. 

Bemerknng. — AU' diese Sätze sind ohne Weiteres anwendbar 
auf diejenigen stetigen Umformungen, von denen vorhin pg. 95 — 97 
die Rede war, also z. B. anwendbar auf den üebergang von U in H, 
und ebenso umgekehrt auf den Üebergang von 2i in U. 
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Ceber Functionen, die auf einer Riemann'sehen Kngelfläche 
ausgeb reitet sind. Definition der regulären Functionen. ^^ ^kJj^ 

Ebenso wie wir im dritten Capitel Functionen f{0) betrachtet 
liaben, die auf der gewöhnlichen einblättrigen Eugelfläche ausgebrei- 
tet waren, ebenso wollen wir im gegenwärtigen Capitel solche Func- 
tionen fQs) in Untersuchung ziehen, die auf einer Riemann'sehen 
nidirblättrigen Eugelfläche ausgebreitet sind. Dabei mag diese letz- 
tere gan0 wüJkürlicti gegeben sein, von beliebig vielen Blättern, 
mit beliebig vielen und beliebig gelegenen Windungspunkten und 
Uebergangslinien. 

Wir werden dabei zu Resultaten gelangen, die denen des drit- 
ten Capitels einigermassen analog sind. Ebenso wie wir nämlich 
damals gefunden hatten, dass jede Function fiß), die auf der ein- 
blättrigen Eugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist, 
eine rationale Function von js sein muss, ebenso werden wir gegen- 
wärtig finden, dass jede Function /*(;?) , welche die genannten Eigen- 
schaften auf einer Riemann'sehen n-blättrigen Eugelfläche besitzt, die 
Wurzel einer Gleichung n^ Grades sein muss, deren Coefficienten ratio- 
nale Functionen von z sind. 

Die zu betrachtende, willkürlich gegebene Riemann'sche Eugel- 
fläche werden wir mit SR, und irgend einen llieil derselben mit © 
bezeichnen. 

§ i. 

ITebertragbarkeit früher gefondener Sätze auf die Biemann'BOhen 

EugelMohen. 

Einige der im zweiten Capitel erhaltenen Sätze sind sofort auf 

die Riemann'sehen Eugelfiächen übertragbar, so z. B. der Satz pg. 35. 

In der That kann man sagen: 

( 1.) Ist eine Fundion f= f(z) auf irgend einem Theüe © einer Rie- 

tnann'schen Kugdfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
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kann auf @ Icein auch noch so Meines Curveii- oder Flächenelement 
existiren, auf welchem die Function constanf tväre, — es sei detm, 
dass sie auf @ allenthalben consiant ist. 

Beweis. — Wir wollen annehmen, der Satz sei niM richtig, es exi- 
stire also eine auf @ eindeutige und bis auf einzelne Pole stetige Function 
/*= f{z), welche auf irgend einer Curve oder Fläche l constant, in den 
übrigen Punkten von @ aber inconstant ist Man bezeichne nun alV diese 
übrigen Punkte zusammengenommen mit l\ grenze auf @ ein kleines^ theila 
auB Punkten 1, tbeils aus Punkten X' bestehendes Flächenstück U ab, und 
versetze dasselbe in seinen natürlichen Zustand fL Alsdann wird die Func- 
tion f [vgl. d. Bemkg. pg. 100] auf dieser ebenen einblättrigen Fläche 91 ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleichzeitig wird alsdann anf 
3L eine Gurve resp. Fläche ezistiren, auf welcher die Function constant ist, 
während sie in den übrigen Punkten von % inconstant ist. Dies aber 
widerspricht dem früher p. 35 gefundenen Satze, ü. s. w. 

Ist mithin die Function f auf © eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig, so werden die Punkte, in denen f einen vorgeschriebe- 
benen Werth K annimmt, auf © immer nur vereinzelt vorkommen 
können, ebenso also z. B« auch diejenigen Punkte, in denen sie Null 
wird. Also der Satz: 

Ist die Function f=f(ß) auf irgend einem Tlteil © einer Rie- 
mann' sehen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole a^, a^, . . . 
stetig, und bezeicJmet man iJire Ntdlpunkte auf © mit ß^^ ß^, . . . , so 
iverden alV diese Punkte 

(2.) «17 «27 ••• A; ßi) ••• 

vereinzelt liegen. D. h,: Je zu^ei derselben werden stets durcJi irgend 
welclien (wenn au>cfi nodi so kleinen) Zunsdumraum von eitiander ge- 
trennt sein. 

§2. 

Ueber die Ordniingszahlen der auf einer Biemanu'sohen Kugel- 

fläche ausgebreiteten Functionen. 

Wir haben früher, als wir uns mit den Flächen einfachster Art 
(nämlich mit ebenen einblättrigen FläcJien) beschäftigten, den Polen 
und Nullpunkten der darauf ausgebreiteten Functionen gewisse Ord- 
nungszahlen beigelegt. Mit andern Worten: Wir haben damals ver- 
schiedene Grade des Unendlich- und Null -Werdens constatirt. Es 
ist von Wichtigkeit, derartige Unterscheidungen auch dann eintreten 
zu lassen, wenn die Function auf einer Riemann'scJien Kugelfläche 
ausgebreitet ist. 

Es sei eine Riemann'sche Kugelfläche von beliebiger Beschaffen- 
heit gegeben; auf dieser sei irgend eine gegebene Function ausge- 
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breitet-, und diese Function besitze auf der Fläche irgend welche 
Nullpunkte und irgend welche Pole. 

Wir betrachten zunächst die Nullpunkte. Hinsichtlich der Werthe, 
welche die Function in diesen Punkten selber besitzt, kann offenbar 
keinerlei Verschiedenheit stattfinden; denn diese Werthe sind sämmt- 
lich Null, mithin unter einander identisch. Sollen also jene Punkte 
in verschiedene Arten oder Ordnungen eingetheilt werden, so kann 
eine solche Eintheilung sich nicht stützen auf diejenigen Functions- 
werthe, welche in den Punkten seiher vorhanden sind, sondern nur 
auf diejenigen, welche in der Natie jener Punkte, nämlich in den 
Bereichen derselben sich vorfinden. 

Nun können die Bereiche der einzelnen Nullpunkte, je nach der 
Lage, welche sie auf der Riemann'schen Kugelfläche besitzen, von 
sehr verschiedener Form sein. Denn das Bereich eines solchen 
Punktes wird, je nachdem derselbe in einem gewohnlichen oder in 
einem Windungs^\m\iiei der Fläche liegt, bald durch eine kleine 
Fläche von einblättriger Form, bald durch eine kleine Windungsfläche 
von mehrblättriger Form dargestellt sein. 

Sollen daher die Bereiche jener Nullpunkte hinsichtlich der von 
ihnen getragenen Functionswerthe mit einander verglichen werden, 
so wird man, falls etwa das eine Bereich einblättrig, ein anderes 
/Mn/l)lättrig, ein drittes ;3r«<;ö7/'blättrig, u. s. w. sein sollte, eine solche 
Vergleichung gar nicht vorzunehmen im Stande sein, falls man nicht 
zuvor air jene Bereiche durch Umgestaltung in gleiche Form ge- 
bracht hat. Ebenso etwa, wie es bei einer physikalischen Unter- 
suchung, wenn mehrere Körper hinsichtlich ihrer Dimensionen mit 
einander verglichen werden sollen, noth wendig ist, dieselben zuvor 
in gleiche Temperatur, etwa in eine gewisse, ein für allemal festge- 
setzte Normal-Temperatur zu versetzen; ebenso wird es hier, wo die 
Bereiche mehrerer Punkte hinsichtlich der von ihnen getragenen 
Functionswerthe unter einander in Vergleich gestellt werden sollen, 
erforderlich sein, air jene Bereiche zuvor in gleiche Form, etwa eben- 
falls in eine gewisse, ein für allemal festgesetzte Normalform zu 
bringen. 

Welche Form dabei als Normalform festgesetzt werden soll, ist 
im Grunde ziemlich gleichgültig. Doch wird es gut sein, eine mög- 
lichst einfache zu wählen. Es mag dazu die Farm einer gewöhn- 
lichen einblättrigen ebenen Flädie, nämlich diejenige Form genommen 
werden, welche das Bereich des betrachteten Punktes in seinem 
natürlichen Zustande besitzt [pg. 97]. 



Digitized by 



Google 



104 Fünftes Capitel. 

Auf Grund dieser Ueberlegungen dürfte es also zweckmässig 
sein, folgende Definition zu adoptiren: 

Definition. — Ist eine Riemann'sche KugdfUkhe mit den WertJien 
irgend wdcher Fundion belastet, so soll im Allgemeinen jeder Fmtkt 
(3.) der Fläche mit einer gewissen Ordnungszahl versehen werden. Unter 
dieser ZaM soU jederzeit diejenige Ordnungszahl verstanden werden, 
welche dem Punkte zukommt, sobald man das ihm zugehörige Bereich 
in seinen natürlichen Zustand versetzt. 

Handelt es sich also darum, die OrdnungszaJU irgend eines Punk- 
tes der gegebenen Biemann' sehen Kugelfläche unrJdich zu bestimmen, so 
wird man zuvörderst das kleine Flächenstück, durch wdches das Be- 
reich des Punktes dargestellt wird, in seinen natürlichen Zustand 
versetzen, dasselbe also verwandeln in ein ebenes einblättriges Flächen- 
stück. Ist solches geschehen, so wird alsdann die Ordnungszahl des 
Punktes unmittelbar zu Tage treten, falls man nur die früher gefun- 
denen Sätze [pg. 41 — 43] in Anwendung brhigt 

Dabei gelangt man z. B. auf Grund des Satzes pg. 41 sofort 
zu folgender Bemerkung: 

Ist eine Function f{z) auf irgend einem Theile einer Riemann- 
(4.) selten Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so wird 
ihre OrdnungszoM in jedem Punkte jenes Flächentheiles eine endliche 
ganze Zahl ^ein. 

Und zwar wird diese Zahl positiv sein in jedem Nullpunkte, 
negativ in jedem Pole, und Null seiH in jedem andern Punkte, 
d. i, in jedem Punkte, der weder Nullpunkt noch Pol ist. 

Jim die Ordnnngszahl eines gegebenen Punktes nach der hier gege- 
benen Vorschrift zu ermitteln, wird man das Bereich des Punktes zuerst 
in seinen natürlichen Zustand versetzen müssen. Dieser natürliche Zustand 
ist aber kein völlig bestimmter. Denn im Allgemeinen wird es unter den 
Zuständen, in welche man jenes Bereich durch stetige Umformung ver- 
setzen kann, immer zwei geben, von welchen nach Belieben der eine, und 
ebenso gut auch der atidere als der natürliche Zustand des Bereiches an- 
gesehen werden kann. (Vgl. pg. 96, 97.) Man könnte daher die Besorgniss 
hegen, dass sich vielleicht, jenachdem von diesen beiden Zuständen der 
eine oder der andere gewählt wird, für die Ordnungszahl des gegebenen 
Punktes jedesmal ein anderer Werth ergeben möchte. Aus der Formel 
(9.) des folgenden Paragraphs wird man aber erkennen, dass diese Besorg- 
niss eine unbegründete ist, dass sich nämlich in beiden Fällen ein utid 
dieselbe Ordnungszahl herausstellt, und dass also die hier für die Ord- 
nungszahl eines Punktes gegebene Definition eine vöüig bestimmte ist 
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§3. 

Portsetzimg. Darstellung der OrdnxmgsEahlen durch Integrale. 

Die Function f= f(ß) sei auf irgend einem Theil © einer Rie- 
mann'schen Eugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. 
Zerlegt man @ mittelst irgend welcher Gurren 6 in kleine Stücke: 

:U„tl„ll„...U„ 

und bezeichnet die ^mtürlichen Zustände derselben respective mit 

%y ^21 ^; ••• S^j 

so besitzt f auf Ux genau dieselben Ordnungszahlen, wie auf %x 
[vgl. (3.)]. Bezeichnet man nun die Summe dieser auf Ux oder %x 
Yorhandenen Ordnungszahlen mit Mx^ so ist [nach Satz pg. 43]: 

oder was dasselbe ist [vgl. die Bemerkung pg. 97]: 

yfo die Integration in der einen wie in der andern Formel positiv 
hinläuft; über den Band von ?lx respective Ux. Summirt man jetzt 
die Formel (5.) über x = 1, 2, 3, . . . g, d. i. über air diejenigen 
Flächenstücke Ui, Uj, Ug, . . . Ug, in welche © zerlegt wurde, so 
werden sich dabei die den Zerlegungscurven 6 zugehörigen Integral- 
theile gegenseitig zerstören; sodass man also erhält: 

C6.) M, + M, + M,.... + M, = -^/^^'^, 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von @. Die linke 
Seite dieser Formel (6.) repräsentirt aber offenbar die Summe sämmt- 
licber Ordnungszahlen, welche/ auf © besitzt. Also der Satz: 

Ist die Function /"= f{z) auf irgend einem Theil © einer Rie- 
fnann'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
wird die Summe M ihrer sämmtlichen auf © vorhandenen Ordnungs- 
zahlen den Werth haben: 

(7.) '^"iir/e'^l^g/' 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von ©. Besitzt dieser 
Flächentheil © tiicht eine, sondern mehrere, ettva q Randcurven, so wird 
das angegAene Integral eine Summe von q Integralen sein, deren jedes 
über je eine Randcurve erstreckt ist 
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Markirt man auf @ irgend einen Punkt c, so wird derselbe 
entweder ein Pol der Function /", oder ein Nullpunkt derselben, oder 
keines von beiden sein. Wie dem auch sei, — jedenfalls wird man, 
weil die Pole und Nullpunkte immer nur vereingelt vorkommen 
[vergl. (2.)], um c herum ein Flächenstück U abgrenzen können, 
welches, abgesehen von c selber, keinen weitern Pol oder Nullpunkt 
beherbergt. Alsdann aber ist die Summe der auf U vorhandenen 
Ordnungszahlen [vgl. (4.)] nichts Anderes, als die in c selber vor- 
handene Ordnungszahl ft; sodass sich also nach (7.) die Formel ergiebt: 



^-T^ifyi,^^''^f' 



Also der Zusatz: Ist die Fufiction f= f{z) auf irgend einem 
Theile @ einer Biemann'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig, so unrd ihre OrdnungssiaJü fi in irgend einem Punkt 
c des Ilächcntheils @ den Werth hesüaen: 

die Integration positiv erstreckt über den Band irgend eines um c fierum 
äljgegremiten FläcJienstüclces XL Dabei ist indessen vorausgesetzt, dieses 
Flächenstück U sei von solcher Beschaffenheit, dass dasselbe, abgesehefi 
von c selber^ keinen Pol oder Nullpunkt der Function in sich enthält. 
Dieser Bedingung wird stets dadurch genügt werden können, dass 
man U hinreichend klein macht. Ein um c herum abgegrenztes hin- 
reichend kleines Flächenstück wird aber kurzweg das Bereich von c 
genannt. Also der Satz: 

Ist die Function f=f{z) auf irgend einem Theil @ einer Bie- 
mann^ sehen Kugel fläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
wird ihre Ordnungszahl (i in irgend einem Punkt c der FläcJic © den 
Werth Jioben: ^ /» 

die Integration positiv Jierumlaufend gedacht um das Bereich U des 

Punktes c. 

Man kann also sagen: Wächst der log f, wenn man das Bereich des 
Punktes c in positiver Eichtung umläuft, um fi, .2n% an, so ist ^ die Ord^ 
nungszahl, welche f in c hesüzt. Man könnte diesen Satz benutzen, um die 
Ordnungszahl zu definiren. Solches hat Eiemann gethan. Denn in seiner 
Abhandlnng [Borch. Journal f. Math. Bd. 54, S. 117; und Gesamm. Werke 
pg. 96] heisst es : „Zur Vereinfachung des Folgenden heisse eine Function 

für einen Punkt unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn 

ihr Logarithmus bei einem positiven Umlauf um ein diesen Punkt um- 
gebendes Flächenstück um 2«» anwächst." 
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Das in (7.) erhaltene Resultat bezieht sich auf irgend einen 
TJieil einer Riemann'schen Kugelfläche. Wendet man genau die- 
selbe Methode an, um die Summe aller Ordnungszahlen zu ermit- 
teln, welche auf der ganzen Riemann'schen Kugelfläche vorhanden 
sind, so gelangt man zu einem analogen Resultat, welches, wie leicht 
zu übersehen, so lautet: 

Ist eine Function f(z) auf einer Rief nann' sehen Kugel fläche ein- 
( 10.) deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so ist die Summe sämmtlicher 
Ordnungszahlen, welche sie auf jener Fläche besitzt, gleich Null. 

Oder mit andern Worten: Bei einer solchen Function ist die Summe 
(11.) der in den Polen vorhandeneri Ordnungszahlen ihrem absoluten Betrage 
nach jederzeit ebenso gross, als die Summe der in den Nullpunkten 
vorhandenen. 

In jedem Nullpunkt ist die Ordnungszahl der Function gleich 
einer positiven, und in jedem Pol gleich einer negativen ganzen Zahl 
[vgl. (4.)]. Man kann demgemäss die Nullpunkte, je nachdem ihre 
Ordnimgszahl gleich 1, 2, 3 u. s. w. ist, einfache, zweifache, dreifache 
u, s. w. nennen; und andererseits die Pole, je nachdem ihre Ord- 
nungszahl gleich — 1, — 2, — 3 u. s. w. ist, ebenfalls als ein- 
fache, zweifache, dreifache u. s. w. Pole bezeichnen. Auch dürfte 
es zweckmässig sein, jeden n-fachen Nullpunkt als eine Superposi- 
tion von n elementaren Nullpunkten, und jeden w-fachen Pol als 
eine Superposition von n elementaren Polen aufzufassen. L^ergl. Rie- 
mann's Abhandlung, Borch. Journal Bd. 54, S. 118. Gesamm. Werke 
pg. 96.] Thut man dies, so lässt sich der Satz (11.) auch so aus- 
sprechen : 

Ist eine Function f{e) auf einer Riemann' sehen Kugelfläche allent- 
liaJhen eindeutig und mit Ausnahme einzelner Pole allenthalben stetig, 
f 12.) so ist die AnzaM ihrer elementaren Pole jederzeit ebenso gross wie die 
Anzahl ihrer elementaren Ntdlpunkte. 

Bemerkung. — Die gewöhnliche einblättrige Kugelflaohe, von welcher 
das dritte Capitel handelte, ist offenbar nur ein Specialfall der Riemann- 
schen mehrhlättrigenKxigelfiÄche. Demgemäss sind also die vorstehenden Sätze 
unmittelbar auch anwendbar au f die gewöhnliche einblättrige Kugelfläche. 

§4. 

Ueber die Heihenentwicklungen einer auf einer Riomann'sohen 
Kugelflaohe ausgebreiteten Function. 

Die Function f=^f{z) sei auf irgend einem Theil © einer Rie- 
mann'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig; 
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ferner sei c ein auf @ beliebig markirter Punkt. Bezeichnet man 

das Bereich dieses Punktes in seinem ursprünglichen Zustande mit 
(13.) U oder U(o, b), 

und andererseits in seinem naäirlichen Zustande [vgl. pg. 96] mit 
(14.) a oder a(y, f), 

so wird sie auf dieser ebenen, einblättrigen Fläche % [Satz pg. 41] 

darstellbar sein durch die Formel: 

(15.) f={^-yyE, (auf«), 

wo ft die Ordnungszahl von /* im Punkt y, zugleich also auch [vgl. 
die Definition (3.)J die Ordnungszahl yon /' im Punkte c bezeichnet, 
während J5=^(5) eine Function vorstellt, die auf 31 eindeutig, 
stetig und nichtverschwindend ist. 

Dabei ist lediglich vorauBgesetzt, dass dio Grenze von U hinreichefid 
Dahe um c , oder (was auf dasselbe hinauskommt) dass die Grenze von 9 
hinreichend nahe um y herumläuft. Dieser Begriff des Hinreichendndficn 
ist aber im Vorhergehenden bereits dadurch eingeführt worden, da&$ U 
als das Bereich von c bezeichnet wurde. 

Uebrigens kann man über die Art und Weise, wie U und % zu con- 
struiren sind, damit die Formel (16.) für sämmtliche Punkte i der Fläche 
3[ gültig sei, leicht nähere Auskunft erhalten, indem man statt des Satees 
pg. 41 den Satz (31.) pg. 48 anwendet. Man findet alsdann, dass die Formel 
(15.) für alle Punkte von % gültig sein wird, falls nur U, mit etwaiger Aus- 
nahme von c selber, keinen Pol oder Nullpunkt der Function f enthält. 
Selbstverständlich ist überdies vorauszusetzen, dass das Flächenstück U, 
mit etwaiger Ausnahme von c, keine Windungspunkte enthalte; denn an- 
dernfalls würde die in (18.), (14.) genannte Umformung des Flächenstücks 
gar nicht möglich sein, mithin 9( gar nicht ezistiren. 

Man kann nun die Bereiche U und % nachträglich noch weiter 
verkleinern, also z« B. % zusammenschrumpfen lassen zu einer klei- 
nen um y beschriebenen Kreisfläche; während gleichzeitig U die ent- 
sprechende Zusammenschrumpfung erleidet. 

Alsdann ist E auf Sl entwickelbar in die GatJichy-Taylor^sche 
Reihe [vgl. pg. 34]: 

E = ^ + ^,(g-y) + ^(g-y)« + ...., 

wo -4^, -4i, -4j, . . . Constanten sind. Auch ist die erste dieser 
Constanten^ nämlich -4q, noth wendiger Weise von Null verschieden, 
denn sonst würde E im Mittelpunkt y der Kreisfläche Sl verschwin- 
den, was dem Charakter dieser Function widerspricht. Durch Sub- 
stitution dieses Werthes von E geht die Formel (15.) über in: 

(16.) /•- « - yY [A + Mt -r) + Mt-ry + -- ■], (anf «). 
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Im Allgemeinen existiren nun für das Flächenstück U (o, e) 

zwei natürliche Zustande. Und je nachdem man für ^{y, t) ^^^ 

einen oder andern wählt, werden y, ^ zu c, entweder in der Be- 

_ _ . Ziehung stehen: .. ^^ 

(17.) ^ ^ — c==(5 — y)"«, 

oder aber in der Beziehung: 

(18.) .L_l = (g_y)», [Vgl. pg. 96]. 

Dabei repräsentirt m die Anzahl der im Punkte c mit einander zu- 
sammenhängenden Blätter. Oder mit andern Worten: Es wird dabei 
c als ein 9>i'blättriger Windungspunkt, mithin U als eine m-blätt- 
rige Winduugsfläche angesehen; so dass also z. B. f» = 1 sein würde, 
falls c ein gewöhnlicher Punkt, mithin U einblättrig sein sollte. 

Man kann nun schliesslich den aus (17.) respective (18.) für 
(6 — y) entspringenden Werth in (16.) substituiren, ebenso auch in 
(15.). Und ebenso wie die Formeln (15.), (16.) gültig sind für die 
Punkte ^ der Fläche 9(, ebenso werden die durch die genannte Sub- 
stitution sich ergebenden neuen Formeln gültig sein für die Punkte 
der Fläche U. Alles zusammengefasst, gelangt man daher zu fol- 
gendem Satz: 

Ist die Function /*= fQf) auf irgend einem Theä © einer Ri4*' 
mann' sehen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
lassen sich die Werthe, welche f im Bereich U irgend eines auf © 
liegenden Punktes c hesitet, durch die Formeln darstellen: 



(19.) 



fr=.{g-C)'-E, 

JL ± ± 

/•= (g - c)» [^ + A,ie- c)-» + ^(« - c)™ + . . .], 



(20.) 



oder auch durch folgende Formeln: 

^-(1- })■[^+A.(T-f)■+^(4- ')"+■■■]• 

Dabei bezeichnet ft die Ordnungszahl der Function f im Punkte c, und 
m die Anzahl von Blättem, welche in c mit einander zusammenhängen. 
Es wird also ^r. JB. w = 1 sein, falls c ein gewöhnlicher Punkt, hin- 
gegen 2,3, 4: etc. sein, falls c ein Windungspunkt erster, zweiter, dritter 
w. s. w. Ordnung ist Femer bezeichnen E = E{z) und E = E(j?) 
Functionen^ die auf U eindeutig, stetig und nichtverschwindend 
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sind, Endlidi hezeidmen Äq, -4^, -4,, . . . und Aq, A^, Ag, . . . con- 
stante Corfficienten, von denen feststeht, dnss Äq und Ao verschieden 
sind von NuU. 

Von diesen beiden Darstellungsweisen (19.) und (20.) ist nur die 
erste gültig für c = 0, nur die zweite fUr c = cx), hingegen gleich- 
zeitig die erste und zweite, falls c weder noch oo ist [Vgl. den 
Satz pg. 96, 97.] 

Bemerkung. — Das Bereich U des Punktes c ist kein festes, kein für 
alle vier Formeln (19.), (20.) gemeinschaflliches; sondern ein der jedes- 
maligen Formel anzupctasendes. Denkt man sich z. B. U so gewählt, dass 
die erste Formel (19.) für alle Punkte von U gilt, so wird im Allgemeiuen 
U noch weiter zu verkleinern sein, falls man erreichen will, dass die ztceite 
der Formeln (19.) für alle Punkte von ü Gültigkeit habe. Solches ergiebt 
sich unmittelbar aus der Ableitung dieser Formeln. 

Bei der Bestimmiing der Ordnungszahlen in gegebenen specielien 
Fällen kann man entweder die Formeln (19.), (20.) benutzen, oder aber, 
was bequemer ist, direct auf die in (3.) gegebene Definition dieser Zahlen 
sich stützen, unter gleichzeitiger Anwendung des Satzes (4.). 

Erstea BeispieL ~ Die Function: 

(a.) f =. y(e - cV) iz^c,).:,{z- c^J 

ist eindeutig auf einer zweiblättrigen Riemann'schen Kugelfläche Ä mit den 
Windungspunkten C|, c, , ... c^^. Auch ist sie daselbst überall stetig bis 
auf ztoei bei z ^=^ oo liegende Pole [vgl. pg. 83 1. (Jeberdies besitzt sie auf 
9%, wie der Ausdruck (a.) zeigt, im Ganzen 2n NullpunkUj nämlich c, ^ c^, 
... c^J^. Folglich ist [Satz (4.)] ihre Ordnungszahl negativ in jenen bei- 
den bei £:=(X) liegenden Punkten, ferner positiv in c^ , c,, ... Cg^, und Null 
in allen übrigen Punkten der Fläche di. 

Um nun 'die Ordnungszahl z. B. in c, näher zu bestimmen, versetzen 
wir das Bereich U(c, , z) dieses Punktes mittelst der Formel z — Ci = (t — yj)*, 
oder (indem wir das willkürlich zu wählende y^ =s machen) mittelst der 
einfacheren Formel 

Ä — c, = t» 

in seinen natürlichen Zustand 91 (0, £); wobei der Ausdruck (a.) die Gestalt 
annimmt: 

(*>•) f - ty(^,"=^r+"nTci -~c3 + n...(c, -cg, + n: 

Die hier auftretende WurzelgrÖsse ist, wie die Formel (b.) selber zeigt, 

f 
==-^, also, ebenso wie f und f, auf SC eindeutig. Ueberdies ist sie, wie 

ihr blosser Anblick zeigt, stetig, und für hinreichend kleine Werthe von 
i auch nichtverschtoifidend. Nimmt man also U und ^ hinreichend klein, 
so hat die Wurzelgrössc auf 9( den Charakter der Functionen E; sodass 
man also die Formel (b.) auch so schreiben kann: 

(c.) f^(i^oy,E. 

Hieraus ersieht man aber [vgl. pg. 41], dass die Function f auf % im 



Digitized by 



Google 



Functionen anf einer Biemaim'Qclieji Kugelflache. Hl 

Punkte {: =» die Ordnungszahl 1 hat. Und dieselbe Ordnungszahl wird 
sie also, nach (3.), auch auf der Fläche U in dem correspondirenden Punkt 
2 = d besitzen. In solcher Weise ergieht sichy dass die Ordnungszahl von 
f in jedem der Punkte Cj , e^ , ... Cg^ den Werth 1 hat. 

Um ferner die Ordnungszahl von f in einem der beiden Punkte ;?=oo 
zu bestimmen, versetzen wir das Bereich U(cx), z) eines solchen Punktes 

mittelst der Formel == (f — y)S oder (indem wir y = machen) 

z oo 

mittelst der einfacheren Formel 

--' 

in seinen natürlichen Zustand 9[(0, ^); wobei der Ausdruck (a.) die Gestalt 
annimmt: 

Die hier auftretende Wurzelgrösse ist, wie die Formel (d.) selber erkennen 

lässt, auf ^ eindeutig, femer, wie ihr blosser Anblick zeigt, auf 9t stetig 

und für hinreichend kleine Werthe von f auch nicMverschmndend. Sie 

hat also im Bereich %, falls man dasselbe hinreichend klein sich vorstellt, 

den Charakter der Functionen E\ und es kann daher die Formel (d.) auch 

so geschrieben werden: 
(e.) "^ /•=(S-or'«JE7. 

Hieraus folgt [vgl. pg. 41], dass die Function f auf 31 im Punkte J = 
die Ordnungszahl (— n) hat , und dass sie also [nach (3.)] dieselbe Ord- 
nungszahl auch auf der Fläche U im correspondirenden Punkt jer » oo be- 
sitzt So ergieht sich, dass f auf der zumbläUrigen Fläche %i in jedem der 
beiden Punkte z ^ oo die OrdnwngszaJü (— n) hai. 

Aus diesen Ergebnissen folgt nun weiter, dass die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen von f auf der Fläche 9% gleich Null ist; was in 
Einklang steht mit dem Satz (10.). 

Zweites Beispiel. — Die Function 

(f.) f = i/(7^r7;)n;r=7j:'."": (^ - c^^__^) 

ist eindeutig auf einer gewissen zweiblättrigen Riemann'schen Eugelfläche 
91 , welche 2n Windungspunkte: Cj , Cj, ... C2„_i, <x> besitzt. Auch ist 
sie auf dieser Fläche 9% stetig bis auf einen im Windungspunkt Jir ::» oo 
liegenden Pol [vgl. pg. 84]. Ihre Nullpunkte befinden sich offenbar in 
Cj , c, , . . . c^y^^i* 

Analog wie beim vorhergehenden Beispiel findet man nun leicht, dass 
diese Fwnction f in jedem der Punkte c, , Cj , . . . c^^^^i die Ordnungszahl 1, 
und dass sie femer im Windwngspunkt z=^oodie OrdnimgszM [— ( 2n— 1)] 
besitzt. 

§5. 

Fortsetzung. Anwendung auf die gewöhnliche einblättrige 

Etigelfläehe« 

Die gewöhnliche einblättrige Kugelfläche, von welcher das dritte 
Capitel handelte, ist offenbar nur ein Specialfall der Riemann' sehen 
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m^Arblättrigen Eugelfläclien; sodass man also durch Anwendung des 
zuletzt erhaltenen Satzes (19.), (20.) zu folgendem Resultat gelangt: 
Ist die Function f{ß) auf irgend einem Theile © einer gewöhn- 
lichen einblättrigen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole ste- 
tig, so sind die Werthe, welche f im Bereich U irgend eines auf © 
liegenden Punktes c besitzt , durch die Formeln darstellbar: 

f^(z-cyE, 

/•= (;, -cy[A^ + A,{z -c) + A^{z - c)* + . . .], 
oder auch durch folgende Formeln: 

^-(:-4)'E. 

Bcibei bezeichnet (i die Ordnungszahl von f im Punkte c. Femer sind 
E = E(z) und E = E(;ef) Functionen, die auf U eindeutig, stetig 
und nichtverschwindend sind. Endlich sind Aq, A^, A^, ... und 
Aq, A^, Ag, . . . constante Coeffidenten, von denen feststeht, dass Aq 
und Aq verschieden von NuU sind. 

Von diesen beiden Darstellungsweisen (21.) und (22.) gilt nur 
die erste, faUs c = 0, femer nur die zweite, falls c = oo ist, hin- 
gegen die erste und zweite, falls c weder nodi cx) ist. 

Anwendung des Satzes. -— Die Formeln (21.), (22.) können sofort 
dazu dienen, um die Ordnungszahlen einer gegebenen Function zu be- 
stimmen. Wir wählen als Beispiel die Function 

{g - Ar (^ - B)' 

wo a, b, e positive ganze Zählen sein sollen. Alsdann ist / eine rationale 
Function von z^ mithin auf der einblättrigen Kugelfl&che eindeutig und bis 
auf einzelne Bole stetig [Satz pg. 69]. 

Die Nullpunkte und Pole dieser Function fliegen offenbar bei ^»^ 
s ^ B^ z =^ Ct 5? = oo. Und zwar sind e ^ A, z^ B sicherlich Null- 
punkte, femer z =^ C sicherlich ein Pol, während es noch von der nähe- 
ren Beschaffenheit der Zahlen a, b, c abhängt, ob == cx) ein Pol oder 
Nullpunkt oder keines Ton beiden ist. Jedenfalls ist, nach (4.), die Ord- 
nungszahl von f in jedwedem Punkte z=bA, z^B^ z^r=Cf z^=^oo eine 
gcmze Zahl, und in allen ubngen Punkten der Kugelfläche gleich NuU. 
Man kann nun die Function / ganz allgemein in folgende Gestalten ver- 
setzen: 

(a.) /=.(«- Äf [(z - B)" (z - C)-'} , 

OJ.) f=(z- B)" [(z - Af (z - C)-'] , 
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W f^{z-C)-' [{z -Af{,z- B)*] , 

'-(■■-^r*'[(— f)-(' :#)'(— T]- 

Bringt man diese Formeln respectiTe auf die Bereiche %^ S3, G), X der 
Punkte z = A, z => B^ z =^C, i; = cx)in Anwendung, so sieht man z. B., 
dass der in (a.) in eckige Klammem eingeschlossene Ausdruck auf 31 den 
Charakter einer Function E besitzt. Somit folgt aus (a.), mit Hinblick 
auf (21.), dass f im Punkte ;? » J. die Ordnungszahl a hat. Und gleich- 
zeitig ergiebt sich in analoger Weise aus (p.), (y.), (d.), dass f m z ^ B, 
z r=z Cy z =» oo respective die Ordnungszahlen &, (— c), [c — (a + fc)] 
besitz! 

Die Summe sämmtlicher Ordnungszahlen ist mithin <= 0, was in Ein- 
klang steht mit dem allgemeinen Satz (10.). 

§6. 
üeber die rationale Verbindung mehrerer Functionen, die auf ein 
und derselben Biemann'schen Engelfläche ausgebreitet sind. 
Ganz analog den früher gefundenen Sätzen pg. 46 ergeben sich 
für die Riemann'sche Eugelfläche folgende Sätze: 

Sind die Functionen f^ = f^{z), f^ = f^{si), . . . fn = fn {z) auf 
irgend einem Theil © einer Biemann' sehen Kugelfläche eindeutig und 
bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches von jedwedem AusdrtuJc: 

(23.) y = Ratf.(/;,r„.../;), 

der aus /l, ^, . . . /!• auf rationale Weise zusammengesetzt ist, also 
z. B, auch von den Ausdrücken: 

(24.) P = /;^.../; und ^ = /'^^^, 

faUs man nur Ober F^, F^, . . . Fp dieselben Voraussetzungen macht, 
wie über /;, /i, . . . /i. 

Sind femer ft^; f^, . . . ftn t*wd Mj, Mg, . . , Mp die Ordnungs- 
zahlen der Functionen f^, f^, * . - fn und F^, F^, . . , Fp in irgend 
einem Punkt c des Flächentheils @, so werden die dortigen Ordnungs- 
zahlen von P und Q lauten: 
(25.) (f*i + fi2...+fi„) und [(^i+fig. .. + /*«) — (Mi + M2.., + Mp)]. 

Zu den Functionen f, F, auf welche diese Sätze anwendbar sind, 
gehört selbstverständlich auch diejenige, deren Werth auf @ überall 
= 1, deren Ordnungszahl also daselbst überall = ist; woraus z. B, 

folgt, dass V und ^ überall entgegengesetzte Ordnungszahlen haben,- 

Der Beweis dieser Sätze ergiebt sich sofort aus dem umstände, dass 
die Eigenschafben der Eindeutigkeit , der Stetigheit, der polaren Unstetig- 

Neumann, Aberscho Integrale. 2. Aufl. 8 
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Stetigkeit, und ebenso anch die Werthe der Ordnungszahlen beim Ueber- 
gange vom nrsprünglii^hen zum natürlichen Zustande, oder auch umgekehrt 
beim üebergange vom natürlichen zum ursprünglichen ZxiBi&nd permanent 
sind. [Vgl. die Bemerkung pg. 100.] 

Es sei nun das Bereich des Punktes c in seinem ursprünglichen und 
natürlichen Zustande respective mit U(c, z) und 51 (y, S) bezeichnet. Als- 
dann sind die Functionen /i , ^g , . • • /"^ auf U im Punkte c eindeutig und 
stetig, respective polarunstetig. Dieselben Eigenschaften besitzen daher diese 
Functionen, zufolge der genannten Permanenz, auch auf 21 im Punkte y. 
Dieselben Eigenschafben besitzt daher, zufolge des Satzes pg. 46, auf S( 
im Punkte y auch der rationale Ausdruck: 

.V==Ratf.(/;,/i..../'J. 

Dieselben Eigenschaften besitzt daher dieses V, zufolge der genannten Per- 
manenz, auch auf U im Punkte c. Und hiermit ist der Satz (23.) bewiesen. 
Was den Satz über P in (24.) betrifft, so ist Folgendes hinzuzufügen: 
Da fii , fi2 » • • • ^« ^^^ Ordnungszahlen der Functionen /i , /*jj , ... f^ auf 
U im Punkte c sein sollen, so werden sie, zufolge der genannten Perma- 
nenz, zugleich auch die Ordnungszahlen dieser Functionen auf % im Punkte 
y vorstellen. Hieraus ergiebt sich, vermittelst des Satzes pg. 46, dass die 
Summe : , , 

die Ordnungszahl des Produetes 

auf 3( im Punkte y vorstellt. Und hieraus ergiebt sich, zufolge der erwähn- 
ten Permanenz, dass jene Summe gleichzeitig auch die Ordnungszahl von 
J^ auf U im Punkte c repräsentirt. Hiermit ist der Satz (24.) , so tceit er 
P betrifft, bewiesen, ü. s. w. 

Ist irgend eine n-blättrige Riemann'sche Kugelfläche SR gegeben, 
so wird die durch selber dargestellte Function, d. i. die Function 
/* = j8f, in je n übereinander liegenden Punkten dieser Fläche 9? einer- 
lei Werth haben. Wie denn auch sei, — jedenfalls wird sie, falls 
man auf SR irgend einen einzelnen Punkt markirt, daselbst immer 
nur einen Werth haben, also auf 9? eindeutig sein, üeberdies ist 
sie auf 9? überall steüg, ausser in den bei z = 00 übereinander lie- 
genden Punkten A, B, C, . . . (deren Anzahl, je nach Umständen, 
= n oder <n ist). In jedem dieser Punkte -4, JB, (7, ... ist die 
Function f=z unendlich, also unstetig, jedoch in solcher Weise un- 
stetig, dass ihr reciproker Werth im Bereich des Punktes stetig 
bleibt. Ihre Un Stetigkeitspunkte A, B, C, ... sind also Fole. 

Wir seilen somit, ddss die Function f=z auf jeder Riemann sehen 
(26.) Kugelfläche, mag diese nun beschaffen sein, wie sie wolle, eindeutig 
und bis auf einzelne Pole stetig ist. Und Gleiches gilt daher [zu- 
folge (23.)] auch von jedem Ausdruch 
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V = Ratf. (£r); 

der von z auf rationale Weise dbMngt 

Uebrigens sind die Ordnungszahlen einer solchen rationalen 
Function von jer, je nachdem man sich dieselbe auf einer n-blätt- 
rigen Riemann'schen Eugelfläche 9i oder aber auf der gewöhnlichen 
einblättrigen Eugelfläche r ausgebreitet denkt, wesentlich verschie- 
den. Es gilt nämlich, wie man leicht übersieht, folgender Satz: 

Sind F und p irgend zwei correspondirende Punkte von 9i und r, 
d, i. zwei Purkte, die dieselben Coordinaten besitzen, und ist m die An- 
zahl der im Punkte P zusammenhängenden Blätter [mithin P selber 
(27.) ein Windungspunkt (m — l)ter Ordnung], so unrd die Ordnungszahl 
einer beliebig gegd)€nen rationalen Function von z, bei ihrer Aus- 
breitung auf 9t, im Punkte P stets m-mal so gross sein, als sie, bei 
einer Ausbreitung der Function auf r, im Punkte p sein unirde» 

In der That ergiebt sich der Beweis dieses • Satzes unmittelbar 
durch Anwendung der früher gefundenen Formel (9.), pg. 106. 

§ 7. 
üeber Fxmotionen, die auf einer Biemann'sohen Kugelfläche ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sind. Reguläre Functionen. 

Die Function f = f(z) sei auf einer gegebenen Riemann'schen 
Kugelfläche SR eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Zufolge der 
vorhergehenden Sätze [pg. 113] gilt alsdann, wenn A irgend welche 
Constante vorstellt, Gleiches von der Function 

Diese neue Function q> wird stets und nur dann = oo, wenn f=oo 
wird. Sie besitzt also mit f dieselben ünendlichkeitspunkte, d. i. 
dieselben Pole. Auch lässt sich leicht zeigen, dass 97 und f in jedem 
solchen Pol dieselbe Ordnungszahl haben. 

Ist nämlich c irgend ein Pol der Function /", femer ( — p) ihre 
dortige Ordnungszahl, und bezeichnet man das Bereich des Punk- 
tes c in seinem ursprünglichen und natürlichen Zustande respective 
mit Vi(c,z) und ?l(y, g), so wird die Function f auf Sl darstellbar 
sein durch die Formel: 

f^it-yyE, (auf«), 

WO £ eine eindeutige, stetige und nichtverschwindende Function vor 
stellt. Hieraus folgt, was die neue Function betrifft: 

(p = (t-yr^E^A, (auf«), 
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oder anders geschrieben: 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck reducirt sich 
für S = y auf -E, und besitzt also, ebenso wie E selber, im Punkte 
y einen von NuU verschiedenen Werth, mithin in der unmittelbaren 
Nachbarschaft von y ebenfalls von Null verschiedene Werthe. Er 
repräsentirt daher, falls man % hinreichend klein nimmt, eine Func- 
tion, die auf $[ eindeutig, stetig und nichtversch windend ist. Be- 
zeichnet man demgemäss diesen Ausdruck mit E, so ergiebt sich 

^ = (f_y)-PE, (auf«), 
wobei allerdings das gegenwärtige Bereich % im Allgemeinen klei- 
ner ist, als das in der vorhergehenden Formel zu denkende Ä. 

Wie dem auch sei, — jedenfalls ergiebt sich aus dieser letz- 
ten Formel, dass die Function fp auf 8( im Punkte y, mithin auch 
auf U im Punkte c, die Ordnungszahl ( — p) besitzt. Q. e. d, 

Ist also die Function f == f{0) auf einer Riemann' sehen Kugd- 
fläche an eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches 
(28.) auch von der Function q> = (f — Ä), falls A eine beliebig gegebene 
Constante vorstellt. Und zwar werden auf der Fläche 91 die Pole 
und die Ordnungszahlen dieser Pole für die Function f genau diesel- 
ben sein, une für die Function (p = (f — Ä). 

Denkt man sich also [ebenso wie früher (ll.)> (12.)] die Pole 
in lauter einfache oder elementare Pole aufgelöst, so kann man sagen : 
Die elementaren Pole der Function f sind, ihrer Anzahl und Lage 
nach, identisch mit den elementaren Polen der Function (f — A). Be- 
zeichnet man diese den beiden Functionen f und (f — A) gemein- 
schaftliche Anzahl elementarer Pole mit q, so ist [zufolge (12.)J die 
Anzahl der elementaren Nullpunkte für jede der beiden Functionen 
f und (f — A) ebenfalls = g. Somit ergiebt sich der Satz: 

Ist die Function /"= f(g) auf einer Riemann'schen Kugelfläche 91 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so wird die Anzahl ihrer 
elementaren Pole ebenso gross sein, wie die Anzahl ihrer elementaren 
(29.) Nullpunkte, und auch ebenso gross sein, une die Anzahl ihrer elemen- 
taren A'Punkte. Dabei sind unter diesen letztern die elementaren Nutt- 
punkte der Function (f — A) zu verstehen, wobei A eine uHllkürlicfi 
gegebene Constante vorstellt. 

Dieses System der A-Punkte, welclies für A = in das der NtUl- 
punkte, und für A = cx> in das der Pole oder Unendlidikeitspunkte 
übergeht, mag hinfort kurzweg als ein System von Niveaupunkten 
bezeichnet werden. 
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Ueberdies wird es zur Abkürzung zweckmässig sein^ wenigstens 
hin und wieder, noch einen andern Ausdruck einzufuhren, entspre- 
chend der folgenden 

Definition. — Eine Function t==^ f{z)y die auf irgend einer Fläche 
(30.) eindeutig und bis auf ein/seine Pole stetig ist, soll als eine auf jener 
Fläche reguläre Fundien bezeichnet werden. 

Insbesondere sollen die auf einer Riemann' sehen Kugelfläche 
regulären Functionen in Functionen erster, jsweitery dritter u. s. w. Ord- 
nung eingetheüt u?erden, je nachdem die Anzahl ihrer elementaren Pole 
= 1, 2, 3 u. s. w. ist 

Dabei bleibt allerdings dahingestellt, ob z. B. eine reguläre 
Function erster Ordnung für eine beliebig gegebene Riemann'sche 
Eugelfiäche stets existiren wird, — eine Frage, zu deren Beant- 
wortung sich erst später die erforderlichen Mittel ergeben werden. 
— Unter Anwendung dieser neuen Ausdrucksweise lautet nun der 
Satz (29.) folgendermassen. 

Ist die Function f = /"(j?), mit Bezug auf eine gegebene Rie- 
mann'sche Kugelfläche 9i, eine reguläre Fundion qter Ordnung, so 
(31.) besteht jedwedes Niveaupunktsystem der Function a/us q Punkteti, D. A. 
sie besitzt auf 91 q elementare Pole, d)enso q elementare Nullpunkte, und 
Aenso allgemein q elementare A-Punkte. 

§8. 
Eine Fnnotion f(z)f die auf einer Biemann'sohen Eugelfläehe ein- 
deutig und stetig ist, wird nothwendiger Weise eine Oonstante sein. 

Die Function f = f{z) sei eindeutig und stdig auf einer n-blätt- 
rigen Riemann sehen Kugelfläche 91. Ferner sei <t>{z) die Summe der- 
jenigen Werthe fi, f2, • ' - fn, welche f in je n übereinander liegen- 
den Punkten z der Fläche 91 besitzt: 

Verpflanzt man nun die Werthe, welche <t>(ßs) auf 91 besitzt, 
nach den correspondirenden Punkten der einblättrigen Kugelfläche r 
[wobei unter correspondirenden Punkten solche verstanden werden 
sollen, die einerlei Coordinaten besitzen], so wird <t)(j8f) auf r über- 
all eindeutig, und [zufolge der über f gemachten Voraussetzung] da- 
selbst auch überall stdig sein. Folglich [Satz pg. 61] ist 0(j?) eine 
(hnstanie. In solcher Art lässt sich zeigen, dass jeder der Ausdrücke: 

n +f. ... + /;, 
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constant ist. Gleiches gilt daher auch von fx, f^j > * - fn selber, mit- 
hin von allen Werthen der Function f. Also der Satz: 
(32.) Ist die Fundion f= f{z) auf einer Riemann' sehen Kugelfläche 

Überdll eindeutig und stetig, so ist sie eine Constante. 

Um diesen Satz weiter anzuwenden, betrachten wir jetzt zwei 
Functionen f=f(^) und (p ^= (p{z), die auf ein und derselben Rie- 
manu'schen Kugelfläche SR eindeutig und iis auf einzelne Pole stetig 
sein mögen. Gleiches gilt alsdann [nach (24.)] von dem Quotienten 

Haben insbesondere f und q> auf 91 überall dieselben Ordnungszah- 
len, so sind die Ordnungszahlen dieses Quotienten [zufolge (25.)] 
sämmtlich = 0. Es wird daher in diesem Falle jener Quotient 
keine Pole haben können, mithin auf 91 allenthalben eindeutig nnd 
stetig, also [nach (32.)] eine Constante sein. Also der Satz: 

Es seien f= f{ß) und (p = (p{z) zwei Functionen/ die auf einer 
gegebenen Riemann'schen Kugelfläche 91 eindeutig und bis auf einzelne 
(33.) Pole stetig sind. Besitzen nun diese beiden Functionen auf 91 diesel- 
ben Pole und Nullpunkte, und überdies in jedem solchen Pol oder Null- 
punkt dieselbe Ordnungszahl, so können sie sich nur durcJi einen con- 
stanten Factor unterscheiden. 

Beispiel. — Die gefundenen Sätze sind selbstverstandb'ch anch an- 
wendbar auf die gewöhnliche einblättrige Kugelfläche, welche r heissen 
mag. Es sei nun f===^f{z) auf r eindeutig und bis auf einzelne Pole ste- 
tig. Ob diese Function f im Punkte 2f = cx) einen Pol oder einen Null- 
punkt oder keines von beiden hat, sei unbekannt. Ihre sonstigen Pole und 
Nullpunkte aber mögen promiscue mit Cj , Cj , . . . c und ihre dortigen 
Ordnungszahlen mit (ii, fi^, . . . (i bezeichnet sein. Alsdann ist ihre Ord- 
nungszahl M in jenem Punkte z ^=^ oo sofort angebbar; denn sie muss 
[zufolge des Satzes (10.)] der Relation entsprechen: 
(«.) f^i 4- 1^ . . . + f*^ + M = 0. 

Bildet man jetzt die rationale Function: 

so wird dieselbe ebenfalls auf r eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig 
sein [zufolge des Satzes pg. 59]. Auch wird ihre Ordnungszahl in c^, c^, 
. . . c respective durch ft^^ /li,^ . . . fi , und im Punkte z =^ oo durch eine 
Zahl M' dargestellt sein, die zu ft^, ft,, . . . u in der Beziehung steht: 

p^^\AA>iM^(^M (Ti* in -fijf^' -<C ^^^-^w. Ö.CI dry^b^iAf- 
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In der That ergiebt eich diese Relation {ß.) in genau derselben Weise, 
wie sich vorhin die Relation (a.) ergab. 

Aus (er.) und ((5.) folgt sofort: M = M'. Demgemäss haben die beiden 
Functionen f und q> überall dieselben Ordnungszahlen, und hieraus folgt, 
mittelst des Satzes (33.), dass sie sich nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden können; sodass man zu folgendem Resultat gelangt: 

Es sei /■= f{z) au f der gewöhnlichen einblättrigen Kugel fläche ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig. Bezeichnet man alsdann, nach Aus- 
schluss des Punktes je =00, alle übrigen Pole wnd Nullpunkte dieser Func- 
tion promiscue mit Cj, c,, . . . Cg, und ihre dortigen Ordnungszahlen mit 
ftj, ^j, . . . ft , so wird die Fwnction den Werth haben: 

(y.) /•=. K{Z-C,f^{z-C,r^ . . . {z-^c^r^, 

wo K eine Constante ist. — Man sieht, dass dieser Satz in Einklang steht 
mit dem früher auf pg. 63 erhaltenen Satz. 

§ 9. 

Eine Fonotion /'(^), die auf einer Biemann^sohen Kugelfläohe 

eindeutig luid bis auf einzelne Pole stetig ist, wird stets eine 

algebraische Function von z sein. 

Die Function f=f(ji) sei eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig auf einer «-blättrigen Riemann'schen Kugelfläche SR; ferner 
sei <t) = <t)(;8:) das Product derjenigen Werthe /i, /i? • • • A? welche 
/" in je » übereinander liegenden Punkten z der Fläche 91 besitzt. 

Verpflanzt man sämmtliche Werthe der Function f von den 
Punkten der Fläche SR nach den correspondirenden Punkten der ge- 
wöhnlichen einhlättrigoi Kugelfläche r, so wird offenbar das Product 

(34.) <l> = <l>W = /i/..../"« 

auf r überall eindeutig sein. Dabei sind [ähnlich, wie schon früher] 
unter correspondirenden Punkten solche zu verstehen, die dieselbeth 
Coordinaten, mithin auch dasselbe z besitzen. 

Um die Stetigkeit resp. ünstetigkeit von auf der Fläche r 
zu untersuchen, nehmen wir für z irgend einen beliebigen Werth 
z =,Cf und markiren auf beiden Flächen SR und r die durch z = c 
sich bestimmenden Punkte. Diese können auf SR zum Theil, oder 
vielleicht auch alle, Windungspunkte sein und mögen bezeichnet 
werden mit P^, Pg, ... P^,*, und gleichzeitig mag die Anzahl der 
Blätter, welche in jedem dieser Punkte mit einander zusammenhängen, 
bezeichnet werden respective mit m^, m^^ , . . w^*, sodass also Px 
ein Windungspunkt (wx — 1)***' Ordnung ist. Andererseits mag der 
durch -8? == c auf t sich bestimmende Punkt p heissen. 
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Sind nun Uj, Uj, . . . U^ die Bereiche der Punkte P,, Pg, . - . Pg, 
Bo wird die Function /*, zufolge der Formel (19.) des Satzes pg. 109, 
auf Ux darstellbar sein durch: 

(35.) f^{e-cT^E, (aufUx), 

wo fix die Ordnungszahl von f im Punkte Px vorstellt 

Schreibt man diese Formel der Reihe nach hin für m» über- 
einander liegende Punkte der Fläche Ux, so erhält man mx Glei- 
chungen von der Gestalt: 

Mx 

4 etc. etc., 

und aus diesen durch Multiplication: 
(36.) {ff . . .) = (^ - cy* (EE' . . .), 

WO z. B. fj f\ . . die Werthe von f für jene iWx übereinander lie- 
genden Punkte vorstellen, und Analoges in Bezug auf E, E' . . . 
zu bemerken ist. 

Schreibt man jetzt diese speciell für Ux gebildete Formel (36.) 
der Rejhe nach hin für U^, Uj, . • . U^, so erhält man im Ganzen 
Q solche Formeln, und aus diesen durch Multiplication: 

(37.) fj, .../„ = (^ - <?>'^+^. •• + ^cE, 

^0 f^, f^j . . . fn die Werthe von f in den auf der Fläche 91 über- 
einander liegenden n Punkten z vorstellen. Diese Formel (37.) nimmt 
daher mit Rücksicht auf (34.) die Gestalt an: 

(38.) <t) {z) = (^ — c)/'i+/'» • • • +1*9 E, 

WO das E eine Function von z bezeichnet, die (ebenso wie E, E\ . . .) 
stetig und ntcMverschtmndend ist. 

Aus (38.) folgt nun sofort, dass im Bereich u des Punktes p 

entweder <t) selber oder ^ stetig ist, je nachdem die ganze Zahl 

(f^i + f*2 + • • • + f*(>) einen positiven oder negativen Werth hat Wir 
sehen somit, dass die Fundion <t> auf der einblättrigen Kugelfläche x 
in jedwedem Punkt p(Z'==c) entweder stetig, oder aber polarun- 
stetig ist. 

Dabei ist allerdings stillschweigend vorausgesetzt, dass die den 
Punkt p bestimmende Oonstante c endlidi sei. Für den Fall c=b<x> 
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• 
gelangt man aber^ wie leicht zu übersehen ist, zu genau demselben 

Resultate ; falls man nur bei Anwendung des Satzes pg. 109 nicht 
die Formel (19.), sondern die Formel (20.) benutzt. — Die Function 
= (jgf) ist also auf der einblättrigen Kugelfläche r überall ein- 
deutig, und bis auf einzelne Pole daselbst auch Überall stetig. Folg- 
lich ist sie [Satz pg. 63] eine rationale Function von z. Also der Satz: 
Ist die Function f^^fiis) auf einer n -blättrigen Biemann' sehen 
Kugelfläche 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und versteht 
man unter /l, /i, • • • A die Werthe von f in je n übereinander liegen- 
den Punkten der Fläche 9i, so wird das Produkt dieser n Werthe: 

(39-) <t> = nf».-.fn 

stets eine rationale Function von z sein. 

Die Ordnungszahlen dieser rationalen Function stehen zu denen 
von f in einfacher Beziehung. Denkt man sich nämlich auf der 
gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche x ausgebreitet, so unrd die Ord- 
(40.) nungszaM von in irgend einem Punkte z = c der Fläche x stets 
gleich der Summe derjenigen Ordnungszahlen sein, welche f auf der 
If lache 9i in den daselbst bei z => c übereinander liegenden Punkten 
besitzt. Dieser Zusatz ergiebt sich nämlich sofort aus der in (S8.) 
erhaltenen Formel. 

Da f auf 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein soll, 
so gilt [nach (28.)] Gleiches auch von (/"+ Ä), (f+B),,.., falls 
nämlich A, B, , , . irgend welche Constanten sind. Durch Anwen- 
dung des Satzes (39.) ergiebt sich also, dass die Producte: 

= if,-\-A)(f, + Ä)...{f„ + Ä), 

H' = (/; + -B)(/; + -B)...(/« + 5), 

etc. etc. etc. 
rationale Functionen von z sind. Setzt man jetzt zur Abkürzung: 
F, = f^+f, + ... + fn, 

(41 ,) -^2 =^ /1/2 + /1/3 + • • • fn-i /»? • 

80 kann man diese Grössen 0, y, . . . auch so schreiben: 

r42^ "^ - ^"^ + F,Ä^^ + F,Ä^^ .. . + Fn^U + F., 

' "^ V = JB« + 2?;b«-i + F^B^-^ ... + Fn-iB + Fn, 

etc. etc. etc. 
Denkt man sich im Ganzen n solche Ausdrücke 0, y, . . . gebildet, 
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d^ rVWC-T 

und dabei die «^Constanten A, B, ... in beliebiger Weise fixirt, 
so kann man die n Gleichungen (42.) nach F^, F^, . . . Fn auflösen, 
und wird^ auf diese Weise für diese F^, F^, . . . Fn Werthe erhalten, 
welche, ebenso wie die 0, V, ... , rationale Functionen von ^ sind. 
Also der Satz: 

Ist die Function f=f(jg) auf einer n 'blättrigen Riemann' sehen 
Kugelfläche 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und 
versteht man unter /i, /i, ... fn die Wertlie, welche f in je n über- 
einander liegenden Punkten s der Fläche 91 besitzt, so werden diese f, 
f29 " ' fn stets die Wurzeln einer Gleichung n*®" Grades sein: 

(43.) /•» - F, /•-' + F,f'-* _ + ... + (_ l)-ii; = 0, 

deren Coefftcienten F^, F^, . . . Fn rationale Functionen von z sind. 
Oder kürzer ausgedrückt: Ist die Function f=f(z) auf irgend 
(44.) einer Riemann selten Kugelflächc eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig, so unrd sie jederzeit eine algebraische Function von z sein. 

§ 10. 

Ueber die Differentialqiiotienten soloher Functionen f{z)^ die auf 
einer Eiemann'BOhen Kugelfl&obe ausgebreitet sind. 

Der gegenwärtige Paragraph, welcher an und für sich wenig 
Interesse darbieten dürfte, soll hauptsächlich dienen als Stützpunkt 
für spätere Betrachtungen. 

Die Function f = f{z) sei auf irgend einem Theil © einer Rie- 
mann'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Mar- 
kirt man alsdann auf @ irgend einen Punkt c, und bezeichnet das 
Bereich dieses Punktes im ursprünglichen und natürlichen Zustande 
mit U(c, z) respective mit %{y, S), so wird f auf der Fläche ?l(y, g) 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleiches gilt daher 

[Satz (1.) pg. 49J auf 21 (y, g) auch von der Function J^* Denkt man 
sich also jene um c und y beschriebenen Flächen U und 21 hinrei- 
chend klein, so werden f und ^^ [zufolge des Satzes pg. 41] inner- 
halb % durch folgende Formeln darstellbar sein: 

(1.) f^il-vYE, (auf«), 

(2.) %={i-YYF/, (auf«), 

WO ft und ft' die Ordnungszahlen von / und ^ im Punkte y oder 
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(was dasselbe ist) im Punkte c vorstellen, üeberdies repräsentiren 

E und E' zwei Functionen, die auf S eindeutig, stetig und nicht- 

verschwindend sind. 

Für jene Ordnungszahlen ft und fc' gilt [Satz pg. 50] die Formel: 
(3.) ft' = ft— 1, falls ^^0, 

hingegen die Formel: 
(4.) ft' = 0, 1, 2, 3, 4, ... , falls ft == ist. 

Betrachtet man c als einen Windungspunkt (m — 1)*"' Ordnung, 

wo alsdann m eine der Zahlen 1, 2, 3, . . . vorstellt, so findet, was 

die Zustande U (c, z) und Ä (y, g) betriflFt, zwischen und f eine der 

beiden Relationen statt: 
(a.) ^ - c = (e - y)"», 

Ib.) i-i—a-y)"*. 

Von diesen beiden Formeln (a.), (b.) ist nur die erste anwend- 
bar, falls c = ist; nur die zweite ^ falls c = 00. Hingegen sind 
beide anwendbar, falls c weder noch (x> ist. Man kann also stets 
die Formel 

(A.) z — o = {l — y)"* benutzen, falls c verschieden vmi 00 ist; 

andererseits aber stets die Formel 

(B.) ^ = (f — y)~"» benutzen, falls c gleicli cx> ist. 

Und durch Zusammenfassung dieser beiden Formeln (A.) und (B.) 
gelangt man zu folgendem Satz: 

Bezeichnet man auf einer Rietnann sehen Kugelfläche das Bereich 
irgend eines Punktes c in seinem ursprüngliclien und natürlichen Zu- 
stande respedive mit U(6', z) und ?t(y, g), so darf man stets annelimen, 
dass die zunsdien z und g stattfindende Belation die Form lidbe: 

(5.) z + Const. = (g - yy. 

Dabei ist M'^ + my wo m die Anzahl der im Punkte c mit einander 
zusammenhängenden Blätter vorstellt. Und zwar ts^ Jüf = + ^j f^^^ 
c verschieden von cx>, hingegen M ^^ — m, falls cgieich 00, Diese 
ZaJd M mag in Zukunft die Signatur des Punktes c heissen. 
Aus (5.) folgt durch Differentiation: 

(6.) ä|='^(f-y)''~'5 

und nunmehr folgt aus (2.) und (6.) durch Division: 

(7.) ji--M<^-yy-"^'^'> 



Digitized by 



Google 



124 Fünftes Capitel. 

oder einfacher geschrieben: 

(8.) f^ = a-y>"-E^x, (auftt), 

WO der Exponent f^i = (ft' — -Sf + 1) [vgl die in (3.), (4.) über n' 
gemachten Angaben] den Werth hat: 
(9.) ^^ = (ft — M), falls ft ^ 0, 

(10.) fti = (1 - Jf), (2 - M), (3 - itf), . . . , falls (1 = 0, 

Diese Formeln (8.), (9.), (10.) führen nun sofort zu folgenden Sätzen: 
Ist die Function f •= f(i) auf irgend einem Theil @ einer Rie- 
mann'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einedne Pole stetig, so 
gilt Gleiches auf @ au^h von dem Di/ferentialquotienten: 

Sind ferner fi und ^^ die Ordnungszahlen von f und ~~ in irgend 
einem 'Punkte c der Fläche ©, so ist: 

(12-) ftj=(ft-lf), falls (i§0, 

hingegen: 

(13.) ^ = (1 - Jlf), (2- Jlf), (3 — Jtf),..., falls (1 = 0. 

Hier bemchnet M die [vorhin bei (5.) definirte] Signod^ir des betrach- 
teten Punktes c. 

Besitzt also die Ordnungszahl (i im Punkte c einen der WertJie 

(14.) ,»= ...-2, -1, 0, 1, 2,... 

so wird der zugehörige Werth von (i^ respective dargestellt sein durch: 

(15.)^=...(-2-Jlf), (-1-M), Q, (l-Jf), (2-Jlf),... 
wo das Q eine unbekannte Zahl aus der Reihe (1 — M), (2 — Jf), 
(3 — M) , . . . repräsentirt. 

Diese Formeln (14.), (15.) zeigen, dass (i^ nicht blos für fi-= — 1, 
— 2, — 3, . . . , sondern auch für ft = 0, 1, 2, 3, . . , negcUiv wer- 
den kann. Man gelangt in solcher Weise, mit Rücksicht auf die bei 
(5.) für M gegebene Definition, zu folgendem Satz: 

Die Pole der Function j^ können nur an solchen Stellen liegen, 

(16.) ^^ entweder f selber einen Pol besitzt, oder wo die betrachtete Rie- 

mann' sehe Fläche einen von z = cx> verschiedenen Windungspunkt hat. 
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lieber die Stetigkeit mehrdeutiger Fanctionen. 

. Während man bisher bei den Stetigkeitsuntersuchungen mehr- 
deutiger Functionen zunächst die verschiedenen Werthe der Func- 
tion von einander zu separiren, und sodann diese Werthe einzeln auf 
ihre Stetigkeit zu untersuchen bemüht gewesen ist, soll im Folgen- 
den eine Methode dargelegt werden, mittelst deren man die in Rede 
stehenden Werthe gleichzeitig ^ und ohne vorgängige Separation, der 
genannten Untersuchung zu unterwerfen vermag. 

üebrigens werden die üntersuchtungen des gegenwärtigen Ca- 
pitels [welche von mir in kurzem Äbriss bereits in den Berichten 
der kgl. Sächsischen Gesellsch. der Wiss. vom 10. Decbr. 1883 publi- 
cirt worden sind] namentlich dazu dienen, um die Betrachtungen des 
vierten und fünften Capitels zu vervollständigen und weiter zu be- 
festigen. 

§. 1. 

Allgemeine .Ueberlegnngen. 

Zwischen den beiden complexen Variablen s und z mag die 
Gleichung festgesetzt sein: 

F{s,z) = Q', 
dabei mag, um die Vorstellung zu fixiren, unter JP(s, z) eine gege- 
bene ganze regionale Function von s und z verstanden werden, n^^ 
Grades ftlr s und m*^ Grades für z. Für jedwedes Argument z er- 
geben sich alsdann aus der vorstehenden Gleichung n elementare 
Wurzeln s, die, je nach dem Werthe des Argumentes z, bald ver- 
einzelt liegen werden, bald aber auch theüweise respective gruppen- 
weise vereinigt sein können. Bei den folgenden Betrachtungen wollen 
wir das Argument z als einen variablen Punkt in der z-Ehene, und 
ebenso die zugehörigen n elementaren Wurzeln s als Punkte in einer 
zweiten Ebene, in der s-Ebene^ uns vorstellen. 

Sind unter den n elementaren Wurzeln s der Gleichung F{SjZ)='0 
einige, etwa v vorhanden: 
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die für das Argument =^ c ein und denselben Werth 5 = i an- 
nehmen, und die andererseits für jedwedes sehr wenig von c ab- 
weichende Argument e Werthe annehmen, die sehr wenig von k 
verschieden sind, so werden diese v Wurzeln als Functionen von s 
zu bezeichnen sein, die im Punkte z = c stetig sind. Man gelangt 
in solcher Weise bei genauer Ueberlegung zu folgendem Satz: 

Die Gleichung F{$, ;ef) = besitze für irgend ein specielles Ar- 
gument = c eine v- fache Wurzel s = k. Femer bezeichne e einen 
wülkürlich zu wählenden Kleinheitsgrad, 

Kann nun die Anzahl all' derjenigen elementaren Wurzeln 5, 
welche die Gleichung F{s, z) = 0, für ein beliebiges Argument z, inner- 
halb eines um 5 «= Ä mit dem Radius s beschriebenen Kreises besitzt, 
(l.) dadurch constant, = v gemacht werden, dass man die Bewegung jenes 
beliebigefi Argumentes z auf einen um z = c bescJiriebenen hinreichend 
Meinen Kreis beschränkt; — so u>erden die in Bede stehenden v ele- 
mentaren Wurzeln s als Functionen von z zu bezeichnen sein, die im 
Punkte z =^ c stetig sind. 

Ist nämlich die genannte Bedingung erfüllt, so werden die in 
Rede stehenden v elementaren Wurzeln s: 

S^, S^, . . . Sy, 

bei unükürlicher Wahl des Kleinheitsgrades s, den Formeln 

mod (s^ — k) <£, 
mod ($2 — Ä) < £, 



mod (Sy — Ä) < £ 
sich subordiniren, falls man nur das Argument z der Bedingung 

unterwirft: 

mod {z — c) < Q, 

und dabei den Eleinheitsgrad q, nach Maassgabe des jedesmaligen 
€, hinreicJiend klein macht. 

Für unsere weiteren Untersuchungen ist der Satz (1.) ausrei- 
chend. Doch sei beiläufig bemerkt, dass derselbe auch dann noch 
richtig bleibt, wenn man in ihm die Anforderung „== 1/" durch „5 v" 
ersetzt, dass man nämlich dem Satz folgende allgemeinere Fassung 
geben kann. 

Besitzt die Gleichung F{s, z) = für z = c eine v-fache Wurzel 

s = k, bezeidmet femer e einen wiUkürlidi gegebenen Kleinheitsgrad, 

(2.) und kann dis Anzahl alV derjenigen elementaren Wurzeln s, wek/ie 
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die Gleichung F(Sj z) = 0, für ein beliebiges Argument gs, innerhalb 
eines mit dem Radius £ um s = k beschriebenen Kreises besitzt, da- 
durch > V gemacht werden, dass man die Bewegung jenes Argumen- 
tes z auf einen um z ^= c beschriebenen hinreichend Meinen Kreis be- 
schränkt, so werden v der in Bede stehenden elementaren Wurzeln s 
als Functionen von z zu bezeichnen sein, die im Punkte z = c stetig sind. 
Nur der Bequemlichkeit willen ist bis jetzt die Function F{s, z) 
als eine ganze rationale Function von s und z vorausgesetzt worden. 
Man übersieht nachträglich sofort, dass die Sätze (1.) und (2.) auf 
jede beliebige Gleichung 

F{s, z) = 

anwendbar sind, welche Beschaffenheit die Function F(s,z) auch 
immer besitzen mag, falls man nur den Charakter der elementaren 
respective vielfachen Wurzeln in bestimmter Weise und zwar in sol- 
cher Weise definirt, dass dieser Charakter jedesmal durch eine der 
Zahlen 1,2, 3, ... sich ausdrückt. 

Bei den nachfolgenden Untersuchungen beginnen wir mit dem 
einfachen Fall, dass die Function F{s,z) die specielle Form 

f{s)-z 
besitzt 

§ 2. 

Die Wurzeln einer Gleichung f{s) = z. 

Die gegebene Function f{s) sei auf irgend einem endlichen Theil 
© der 5-Ebene eindeutig und stetig. Gleiches gilt alsdann von der 
Function 

(3.) ns)-c, 

falls man nämlich unter c eine Constante versteht. Demgemäss wer- 
den die Nullpunkte dieser Function (3.) auf @ niemals ein Curven- 
oder Flächenelement stetig erfüllen können, sondern stets vereinzelt 
liegen [Satz (27.) pg. 35]. üebrigens sind dieselben im Allgemei- 
nen von verschiedener Ordnung. 

Ein v-facher Nullpunkt der Function (3.) mag bezeichnet werden 
als eine i/-fache Wurzel der Gleichung 

(4.) /•(5)-c = 0; 

und ebenso mag jeder elenwntare Nullpunkt der Function (3.) be- 
zeichnet werden als eine ele^nentare Wurzel der Gleichung (4.). Die 
Anzahl N sämmtlicher auf © vorhandenen elementaren Wurzeln der 
Gleichung (4.) hat alsdann [Satz (16.) pg. 43] den Werth: 
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d. i. den Werth: * 

die Integration positiv erstreckt über alle Bandpunkte 6 der Fläche 
@. Dabei wird [was sich stets darch eine geringe Deformation 
des Bandes von © erreichen lässt] vorausgesetzt, dass keine Wur- 
zel hart am Bande von @ liegt Sonst nämlich würde das Integral 
(5.) [durch Nullwerden des Nenners] seinen Sinn verlieren, und 
gleichzeitig auch die Bedeutung der Zahl N eine völlig unbestimmte 
werden; denn es würde zweifelhaft sein, ob eine hart am Bande 
von @ liegende Wurzel als eine innerhalb oder ausserhalb © lie- 
gende Wurzel aufzufassen sei. 

Aus der Voraussetzung nun, dass die Gleichung (4.) keine hart 
am Bande von © liegende Wurzel besitzt, folgt sofort, dass für alle 
Punkte 6 dieses Bandes die Formel stattfindet: 
(0.) mod [f{6) -c\> 2q, 

wo Q eine positive und von verschiedene Constante vorstellt. Dabei 
sei noch Folgendes bemerkt: Führt flian neben der Constanten c 
noch irgend welche andere Constante c^ in die Betrachtung ein, so 
ergiebt sich aus der identischen Gleichung 

[/•(ff) - C] = \f{fS) - cj + (c. - c) 
sofort: 

mod, [f(ij) — c] < mod[f{0) — cj + mod (c^ — c), 

oder etwas anders geschrieben: 

mod [f{0) — Cj] > mod [f(6) — c] — mod (c^ — c), 

, oder mit Bücksicht auf (6.): 

mod [f(c) — ^i] > 2^ — mod (q — e). 

Diese letzte Formel aber gewinnt, falls man die neue Constante Ci 
der Bedingung 

(7.) mod (Ci — c) <Q 

unterwirft, die einfachere Gestalt: 
(8.) mod lf{6) - c,] > (2p -q) = q. 

Diese Formel (8.) zeigt, dass die der neuen Constanten c^ ent- 
sprechende Function 
(9.) /•(«) - c, 

am Bande von @ nirgends verschwindet, dass also die Gleichung 



Digitized by 



Google 



üeber die Stetigkeit mehrdeutiger Functionen. 129 

(10.) /•(s)-c.=0 

keine hart am Rande von @ gelegene Wurzel besitzt. Demgemäss 
wird also die Anzahl N^ all' derjenigen elementaren Wurzeln, welche 
diese neue Gleichung (10.) innerhalb © besitzt, dargestellt sein 
durch die mit (5.) analoge Formel: 

Diese Formel (11.) gilt, zufolge ihrer soeben gegebenen Begrün- 
dung, für jedwede der Bedingung (7.) entsprechende Constante c, , 
und bleibt also in Ejrafb, falls man dieses c^ innerhalb des Spiel- 
raums (7.) beliebig variiren lässt. Bei einer solchen Variation von 
c, wird also der Werth des Integrals (11.) von Augenblick zu Augen- 
blick durch eine gange Zahl dargestellt sein. Andererseits aber über- 
sieht man sofort, dass der Werth des Integrals bei einer solchen 
innerhalb des Spielraums (7.) bleibenden Variation von Cj nur in 
stetiger Weise sich ändern kann^). Demgemäss ist also die in Rede 
stehende ganze Zahl während dieser Variation fortdauernd ein- und 



Die ganze Zahl N^ bleibt also constant, falls man das c^ inner- 
halb des Spielraums (7.) beliebig variiren, z. B. identisch mit c wer- 
den lässt. Somit folgt aus (11.) und (5.): 

(12.) Ni = N. 

Man gelangt daher, indem man (c + Ac) für c^ setzt, zu folgen- 
dem Satz: 

Erster Satz. — Versteht man unter f(s) eine Function^ die auf 
irgend einem endlichen Theil @ der s-Ebene eindeutig und stetig ist, 
femer unter c eine beliebig gegebene Constante, und setsst man voraus, 
dass unter den elementaren Wurzeln der Gleichung 

(13.) f(s)^c 

keine hart am Bamle von @ liegt, so wird die AnzaM der innerhalb 
© befindlichen elementaren Wurzeln dieser Gleidiung (13.) bei einer 
belidngen Variation der Constanten c ungeändert bleiben, falls man 
nur diese Variation Ac der Bedingung untenvirft: 

mod (Ac) < Q ' 
und dabei das (positive) q hinreichend klein macht 



*) Denn so lange die Formel (7.) erfüllt bleibt, wird die Formel (8.) eben- 
falls in Erafb bleiben, mithin der nnter dem Integral vorhandene Nenner von 
O veiBchieden bleiben. 

N en mann, Aber tch« Integrale. 2. Atifl. 9 
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« 

Man kann diesen Satz offenbar auch in Anwendung bringen auf 
einen Theil der Fläche @, z. B. auf eine innerhalb © liegende Kreis- 
fläcJw. Thut man dies, und bezeichnet, man dabei die Grösse c, so- 
bald sie variabel gedacht werden soll, mit dem Buchstaben z, so er- 
giebt sich folgender Zusatz: Besitzt die in (13.) genannte Gleichung 

eine innerhalb @ liegende v- fache Wurzel s = ky und denkt man 
sich auf der Fläche © um diesen Punkt s = h einen Kreis be- 
schrieben, dessen Radius s beliebig klein, mindestens aber so klein 
sein soll, dass alle übrigen Wurzeln der Gleichung (a.) ausserhalb 
des Kreises liegen, — alsdann wird die Anzahl all' derjenigen ele- 
mentaren Wurzeln 5, welche die Gleichung 
iß) f(s)='Z 

innerhalb jenes Kreises besitzt, dadurch constant, = v gemacht wer- 
den können, dass man die Grösse z der Bedingung 

mod (0 — c) < 9 

unterwirft, und dabei das (positive) q hinreichend klein macht Die 
in Bede stellenden v elementaren Wurzeln s, welche für z = c in die 
v-fache Wurzel s = k zusammenschmelzen, sind daher [Satz (1.) pg. 126 J 
als Functionen von z zu bezeichnen, die im Funkte z = c stetig sind. 
Besitzt die Gleichung f(s) == c innerhalb © im Ganzen p Wurzeln: 

S ^^ '^1* S ^^ '^j • • • S ^— "'p, 

die etwa der Reihe nach i;,-fach, Vg-fach, u. s. w. Vp-fach sind, so 
wird der soeben ausgesprochene Satz selbstverständlich für jede 
dieser Wurzeln gelten. Desgleichen wird der Satz auch dann noch 
anwendbar sein, wenn man, statt der Wurzeln der Gleichung f(s) = c, 
diejenigen der Gleichung f(s) = C ins Auge fasst, wo C irgend 
welche andere Constante vorstellt. Somit gelangt man zu folgen- 
dem Resultat: 

Zweiter Satz. — Ist die Fmiction f{s) auf irgend einem endlichen 
Theile'® der s- Ebene eindeutig und stetig , so tverden die demen- 
taren Wurzeln s der Gleichung 

(14.) f(ß) = ^ 

stetige Functionen von z sein, — selbstverständlich nur insoweit^ als 
die Function f(s) überhaupt^ charakterisirt ist, also nur insotveif, als 
jene Wurzeln s innerhalb der gegebenen Fläche © liegen. 

Wir gehen über zu dem Fall, dass die Function f(s) auf © 
eindeutig, aber nur bis auf einzelne Pole stetig ist Bezeichnet man 
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diese Pole mit s = «i, «g, «g, . . . und andererseits die Nullpunkte 
von f(s) mit s = ß^, ß^, ß^, - . - , so ist f{s) auf der Fläche 

@. = © - rUa, + u«. + u.. + . . .], 

und andererseits >rT auf der Fläche 

©/.— ©-[u^. + u^, + u^. + -..] 

eindeutig und sfe%. Dabei sollen U«,, U«,, Ua,, . . . die Bereiche der 
Punkte «1, «2; "3? • • • vorstellen; und demgemäss soll ©« dasjenige 
Flächenstück bezeichnen, welches von © nach Absonderung dieser 
Bereiche noch übrig bleibt. Andererseits sollen U^,, U^,, . . . und ®^ 
die analogen Bedeutungen besitzen bezüglich der Punkte ß^ ß2, ßs7 — - 
Der Satz (14.) ist daher innerhalb @a unmittelbar anwendbar 
auf die Wurzeln s der Gleichung 

(A.) as)'=0, 

und andererseits innerhalb ©^ anwendbar auf die Wurzeln s der 
Gleichung: 

fis) z 

Es ist aber offenbar ein wnd dasselbe, ob man von den Wurzeln s 
der Gleichung (A.) oder von denen der Gleichung (B.) spricht. Wir 
gelangen somit zu dem Resultat, dass die innerhalb @ liegenden 
elementaren Wurzeln s der Gleichung 

f{s) = 
stetige Functionen von z sind, soweit js endlich bleibt, und dass sie 
andererseits stetige Functionen von — sein werden, soweit — end- 
lich bleibt. Oder einfacher ausgedrückt: 

Dritter Satz. — Ist die Function f{s) auf einem endlichen Theile 
@ der S'Ehene eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so wer- 
den die elementaren Wurzeln s der Gleichung 

Functionen von z sein, die auf der gewöhnlichen einblättrigen 
z-Kugelfläche ilberall stetig sind, — Selbstverständlich gilt dieser Satz 
wiederum nur insoiveit, als die Function f{s) überhaupt charakterisirt 
ist, also nur insoweit, als jene Wurzeln s innerhalb der gegebenen Fläche 
© bleiben. 

üeber die ümkelinmg der Gleiclumg /"(«) ^ z. — Die Function f {s) 
Bei eindeutig und stetig auf einer in der «-Ebene um den Punkt 8 » A; be- 

9* 
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schriebeneo Kreisfläche S^^, also innerhalb dieser Fläche S^ darstellbar 
durch die Taylor'sche Reihe [(21.) pg. 34]: 

Setzt man znr Abkürzung 

iß-) m = c, 

und macht man überdies die Annahme, dafs 
(y) f{k) von verschieden 

ist, so nimmt die Reihe die Gestalt an: 

und zeigt also [Satz p. 41], dass die Function [/(s) — c] im Punkte 8 « A: 
einen Nullpunkt erster Ordnung hat. Die Nullpunkte dieser Function kön- 
nen aber [Satz (27.) pg. 86] nur vereinzelt vorkommen. Man kann daher 
um den genannten Nullpunkt s =^k (als Centrum) eine Kreisfläche @jg von 
solcher Kleinheit beschreiben, dass alle übrigen Nullpunkte der Function 
ausserhalb @]g liegen. Alsdann wird also, um dieselbe Sache mit etwas 
andern Worten zu wiederholen, von den elementaren Wurzeln s der Gleichung 

C».) /•(») = c 

eine im Mittelpunkt s ^=^ k der Kreisfläche @j^ liegen, während alle übrigen 
ausserhalb ^l sich beflnden. 

und diese Situation der elementaren Wurzeln s der Gleichung («.) 
wird [zufolge des vorhergehenden Satzes pg. 129] auch dann noch fort- 
dauern, wenn man in jener Gleichung (c.) an Stelle von c eine andere Con- 
stante eintreten lässt, falls nur diese neue Constante nicht zu stark von 
c abweicht. In der That gelangt man [auf Grund des citirten Satzes] zu 
folgendem Resultat: 

Die Anzahl der innerhalb @jg vorhandenen elementaren Wurzeln s 
der Gleichung 

(f.) m = ^ 

ist beständig =» 1 , falls man nur das Argument z der Bedingung unterwirft: 
mod (z — c) < ^, 

und dabei das q hinreichend klein macht. Auch wird die in Rede stehende 
eine Wurzel für j? = c in den Mittelpunkt « « A; der Fläche @jf hinein«- 
fallen; [vgl. (|J.)]. 

Jedem Punkte z innerhalb der um £r =» c mit dem Radius q beschrie- 
benen Kreisfläche entspricht alsdann nur eine innerhalb @jg liegende ele- 
mentare Wurzel s. Es ist mithin diese Wurzel s, so lange z innerhalb 
jenes Kreises (q) bleibt, eine eindetUige Function von z, zugleich aber auch 
[nach Satz pg. 180] eine stetige Function von z, also entwickelbar in die 
Taylor'sche Reihe: 
M s^A + Biz~c) + C(z-c)' + ... 

Ueberdies wird, wie vorhin constatirt wurde, die in Rede stehende Wur- 
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zel 8 für jp — c in den Punkt « = Ä hineinfielen. Die in (i?.) auftretende 
Constante A ist daher = h Also der Satz: 

Die Function /*(«) sei in der s-Ebene auf einer um den Punkt 8 = k 
heschriehenen Kreisfiädie eindeutig und stetig. Ferner sei f{k) =- c, und 
f\k) verschieden von 0. Alsdann wird unter den elementaren Wurzeln s 
der Gleichung 

(^.) m « z 

eine vorhanden «ein, deren Werth innerhalb eines in der z-Ebene um z ^ c 
beschriebenen hinreichend kleinen Kreises darstellbar ist durch die nach Po- 
tenzen von z — c fortschreitende Beihe: 

s => k + B(z -^ c) + C(z - c)» + 2)(xf - c)» + . . . , 

wo B, C, B, , . . constante Coefficienten vorstellen. 

Dies ist im Wesentlichen derselbe Satz, der von Thomae — übrigens 
auf ganz anderm Wege, — bewiesen ist in seiner elementaren Theorie der 
analytischen Functionen^ Halle 1880. Yergl. daselbst pg. 107, § 186. 

§3. 

Weitere Untersuchungen über die Wurseln einer Gleichung f{s)*=^z. 

Man kann den letzterhaltenen Satz (pg. 131) auf solche Func- 
tionen f{s) ausdehnen, die entweder auf der gewöhnlichen einblätlr 
rigen s-Kugelfläcliey oder allgemeiner auf einer Riemann'schen mehr- 
blättrigen ^-Kugelfläche ausgebreitet sind. Um sogleich zum letztem 
Fall überzugehen, wollen wir annehmen, die Function f{s) sei ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig auf irgend einem Theü @ 
einer Riemann'schen mehrblättrigen s-Kugelfläche. 

Bezeichnet man den Werth der gegebenen Fnnction f(8) in irgend 
einem Punkte s der mehrblättrigen Fläche @ mit z: 

<«•> m - «. 

und denkt man sich dieses z geometrisch dargestellt als einen Punkt auf 
der gewöhnlichen einblättrigen j?-Kugelfläcbe, so wird jedem Punkt s der 
Fläche S immer nur ein Punkt z der genannten Kugelfläche entsprechen. 
Denn die Function /*(«) soll [nach unserer Voraussetzung] auf der Flache 
@ eifideutig sein, und hat also in jedem Punkte s dieser Fläche immer 
nur einen Werth. — Umgekehrt aber werden einem Punkte z der einblätt- 
rigen £r- Kugelfläche im Allgemeinen mehrere Punkte s der Fläche @ ent- 
sprechen. Denn für jedwedes « liefert die Gleichung (a.) im Allgemeinen 
mehrere Werthe oder Wurzeln s. 

Um nun unseren Betrachtungen keine unnöthige Einschränkung 
aufzuerlegen, nehmen wir an, dass der gegebene mehrblättrige Fläohen- 
theil @ irgend ^welche an der Stelle 8 «» oo übereinander liegende Punkte 
S^^ 8^, . . , S enthält , indem wir zugleich die Werthe der Function f{s) 
in diesen Punkten respective mit Z^, Z,, . . . Z bezeichnen, so dass also 
die Formeln stattfinden: 
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in 


S,: 


AS.) = 


Zt, 




in 


8,: 


f(S,) - 


z„ 




in 


i-. 


/■( V = 


i 






= s. 


= . . . 


-&^=. 


OO 



Dabei ist selbstversl^ndlich: 

(y.) '^1 

und es sollen also die Buchstaben S^, S^, , . , S^ nur dazu dienen, um 
die in der Fläche @'bei s » cx) übereinander liegenden Punkte in irgend 
welcher Weise von einander zu unterscheiden. 

Will man nun, was die Wurzeln 8 der Gleichung («.): f(ß) =* z be- 
trifft, das Argument e so einrichten, dass eine dieser Wurzeln in einen 
der Punkte S^ , S^^ ... S hineinfallt, so muss man das genannte Argu- 
ment e nothwendigcr Weise identisch machen mit einer der Constanten 
Zj , X,, ... Z . Umgekehrt kann man also, sagen: 

Die Wwrzdn s der Gleichung (a.) werden nothwendiger Weise von S^ , 
{ö.) 6g, ... 5^ verschieden, mithin^ soweit sie auf © liegen, nothwendiger 

Weise endlich bleiben, falls man nur das in jener Gleichung enthaltene 
Argument z verschieden erhält von Z^^ Zj, ... Z . 

Für z = Z^ hingegen wird eine jener Wurzeln s unendlich gross sein, 
nämlich in S^ liegen; während die übrigen durch irgend welche endliche 
Grössen j&, E\ E'\ . . . dargestellt sein werden. Dabei ist allerdings noch 
eine gewisse Correction erforderlich, — insofern, als möglicherweise einige 
der Constanten Z^, Z^^. , . Z unter einander identisch sein können. Ist z. B. 
Z^ identisch mit Z^ , während Z,, Z^^ . . . Z von Z, verschieden sind, 
und macht man in diesem Fall das variable Argument z wiederum = Z^ , 
so werden offenbar zwei von jenen Wurzeln s unendlich gross, nämlich 
respective in S^ und ^2 gelegen sein. Um die Hauptsache zusammenzufassen: 

Bezeichnet man irgend eine specielle wnter den Constanten Z^, Z^, 

. . . Z mit Z.y femer diejenigen der Punkte S^, S^^ , . . S , in denen die 

Fnnction f(ß) diesen speciellen Werth Z, annimmt, mit Ä., S' Sj,., . , 

(c.) so werden die aus der Gleichung (a.) für z = Z. resultirenden Wurzeln s, 

soweit sie innerhalb © liegen, theils durch die unendlichen Punkte: 

^j' ^j^ '^7' • • • ' 

theils vielleicht ausserdem durch irgend welche andere endliche PwiMe: 

E E' E" . 
dargestellt sein. 

Die Wurzeln «, von denen die Sätze (S.) und (§.) handeln, sind zer- 
legbar in elementare Wurzeln. Und diese letztern bilden den eigentlichen 
Gegenstand der weitem Betrachtungen. Die dabei zu Grunde zu legende 
Definition mag folgende sein. 

unter den elementaren Wurzeln s der Gleichung 

sollen [bei festgehaltenem z] diejenigen eletiientaren Ntdlpunlcte s ver- 
standen werden, mit denen die Function 
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(2.) as)-z 

auf der gegebenen mehrblättrigen Fläche @ behaftet ist. 

Betrachtet man das Argument jer als einen Punkt auf der ein- 
blättrigen Z'Ktigelfläche, und versetzt man daselbst diesen Punkt 
in irgend welche Bewegung, so werden jene elementaren Nullpunkte 
oder Wurzeln s auf der mehrblättrigen Fläche © ebenfalls in Be- 
wegung gerathen. Die Stetigkeit, respective Unstetigkeit dieser Be- 
wegung soll näher untersucht werden. 

Wir markiren auf der einblättrigen ;?-Kugelfläche irgend einen 
beliebigen Punkt jgr = c, und ausserdem die festen Punkte z = Z^, 
Zj, . . . Zpj wobei unter Z^, Z^y . . . Zp diejenigen Werthe verstan- 
den sein sollen, welche die Function f{s) auf der Fläche © in den 
bei 5 = 00 übereinander liegenden Punkten S^, Sg, . , , Sp besitzt 
[vgl. (ß.)]. Die Gleichung (1.) besitze nun für 0^=0 irgend welche 
auf © gelegene Wurzeln s «=« tj, s = ig, . . . s ^=hg, die etwa der 
Reihe nach i/^-fach, i/^-fach u. s. w. v^-fach sind, wobei die Vj, i/g, . . . Vg 
irgend welche Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . . . vorstellen. Es 
handelt sich darum, irgend eine dieser Wurzeln zu untersuchen. Die- 
selbe mag schlechtweg mit s = Ä bezeichnet und v-fach sein, also 
eine Vereinigung von v elementaren Wurzeln repräsentiren. 

Denkt man sich den Goincidenzpunkt s =^h dieser v elemen- 
taren Wurzeln auf der Fläche © wirklich markirt, und sodann das 
Bereich U(Ä,5) dieses Punktes mittelst einer der beiden Substitu- 
tionen: • 

5 - Ä = (<y - xY, 

i--i.==(<,_x)-. 

in seinen natürlichen Zustand Ä (x, 6) versetzt*), so verwandelt sich 
hierbei {z vorläufig als constant betrachtet) die Function 

m - 

in eine von <r abhängende Function 

und gleichzeitig verwandeln sich dabei die auf U liegenden elemen- 
taren Nullpunkte s^, Sg? ä,, . . . der einen Function in die auf % be- 



^ Die Bachstaben 

U, n») k^ 8 und Sl, k, c 

Bind hier in analogem Sinn gebrancht, wie früher (pg. 96) die Buchstaben: 

tt, ffi, c, B und 81, y, f. 
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findlichen elementaren Nullpunkte ^i, ^i, 6^, . , . der andern. Mit 
andern Worten: Die auf U gelegenen elementaren WurzelnSiySg,«^, ... 
der Gleichung 

f{s) ~e==0 

verwandeln sich dabei in die auf S( liegenden elementaren Wurzeln 
tfj, tfjj, ^3, . . . der Gleichung 

Nach unserer Voraussetzung sollte aber f($) auf @, mithin auch 
auf U eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleiches gilt 
daher von f[6] auf der Fläche ä. Zufolge des vorhergehenden 
Satzes (pg. 131) sind daher tfi, tfa> ^s? • • • Functionen von 0, die 
auf der einblättrigen je?-Kugelfläche stetig sind. Dies überträgt sich 
mittelst der Relationen (3.) auf die 5^, ^^^ $3; • * - ; ^^^ zwar ent- 
weder geradezu auf die s^y s^, s^^ . . . selber^ oder aber auf ihre 

reciproken Werthe — , — , — , . . . , je nachdem von jenen beiden 

01 Oa Oa 

Relationen (3.) die erste oder zweite gültig ist 

Nun ist von den beiden Relationen (3.) stets die erste anwend- 
bar, falls Je endlich ist; während man im Falle eines unendlichen k 
die £fweite zu benutzen hat. Die auf U liegenden elementaren Wur- 
zeln s der Gleichung (1.) repräsentiren also Functionen von z, welche 
auf der einblättrigen j9- Kugelfläche stetig sind, falls k endlich ist. 
Und andererseits werden die reciproken Werthe dieser Functionen 
auf der genannten Kugelfläche stetig sein, falls k unendlich gross 
sein sollte. 

Diese Resultate sind o£Penbar z. B. ohne Weiteres anwendbar auf 
diejenigen v elementaren Wurzeln s, welche auf der Fläche U für 
g = c \m Punkte s = k coincidiren. D. h. diese v Wurzeln sind, 
U) als Functionen von z betrachtet, auf der einblättrigen z- Kugel fläcfie im 
Punkte z = c stetig, falls k endlich ist, hingegen daselbst polar- 
unstetig, falls k unendlich gross ist. Nun ist aber das k [nach 
Satz (d.)] stets endlich, falls nur z = c verschieden ist von den an- 
fangs markirten festen Punkten Z^, Z^, . . . Zp] während anderer- 
seits k bald endlich, bald unendlich sein wird, falls der Punkt z = c 
in einen jener festen Punkte Z^, Z^, . . . Zp hineinfilllt [vgl. den 
Satz (£.)]. — Demgemäss gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Vierter Satz. — Ist die Function f(s) auf irgend einem Theü @ einer 
Riemann'scfien mehrblättrigen s-Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig, und bezeichnet man die elementaren Wurzeln der Gleichung 



Digitized by 



Google 



üeber die Stetigkeit mehrdeatiger Fanctionen. 137 

(5.) f{s)^e 

Jcuretveg mit s, so sind diese 5, als Functionen von e betrachtet , auf 
der gewöhnlichen einblättrigen z-Kiigelfläche bis auf einzelne Punkte Z^, 
Z^y , . . Zp stetig. Im Punkte Z^ hingegen sind diese Functionen 
theHs stetig, theils polar unstetig, jenachdem sie daselbst endliche 
oder unendliche Werthe besitzen. Gleiches gilt für Z^, Zj, . . . Zp. 

Die in Bede stehenden festen Punkte Z^, Z^, Z^, . . . Zp sind 
dabei m definiren als diejenigen Werthe, welche die gegebene Function 
f(s) auf der Fläche ® in den bei s = oo übereinander liegenden Punk- 
ten besitzt. Ueberdies ist hinzuzufügen, dass der Satz selbstverständlich 
nur soweit gilt, als die Function f{s) überhaupt charakteris^irt ist, also 
nur insoweit, als jene Wurzeln s innerhalb der Fläche © bleiben. 

Man kann übrigens diesen Satz^ wie direct aus (4.) folgt, auch 
folgendermassen aussprechen: 

Andere Form des vierten Satzes. — Die Function f(s) sei auf 
irgend einem TheU @ einer Biemann' sehen mehrblättrigen s-Kugelfläche 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Femer besitze die Gleidiung 

(6.) /•(«)=> if 

für irgend ein Argument z ^= c im Ganzen (vi + Vj . . . + Vg) auf 
© gelegene elementare Wurzeln s, von denen v^ im Punkte s^=k^, v^ 
im Punkte s ^^^k^u. s. w., Vg im Punkte s = kg vereinigt sind. Denkt 
man sich alsdann auf der Fläche © um diese Punkte k^, k^, . . . kg 
beliebig kleine Kreislinien beschrieben, so werden die in Bede stehen- 
den elementaren Wurzeln s der Gleichung (6.) innerhalb dieser Kreis- 
linien verbleiben, falls man nur die Bewegung des Argumentes z auf 
einen Kreis beschränkt, der auf der einblättrigen z-KugdfläcJie um den 
Punkt z ^^ c mit hinreichend kleinem Badius beschrieben ist. 

Oder kürzer ausgedrückt: Die Lagen der elementaren Wurzeln 

(7.) s der Gleichung (6.) auf der Fläche © werden stetige Functionen der- 
jenigen Lage sein, tcelche das Argument z auf der einblättrigen z -Kugel- 
fläche besitzt. 

Wir haben nun früher eine Function f(s), die auf einer Rie- 
mann'schen 5-Kugelfläche SR eindeutig und bis auf q elementare Pole 
stetig ist, kurzweg als eine auf SR reguläre Funktion q^^ Ordnung be- 
zeichnet. Auch haben wir alsdann [pg. 116, 117J die q elemen- 
taren Wurzeln s der Gleichung 

f(s) s= Const. 
kurzweg ein Niveaupunktsystem der Function f{s) genannt. Dem- 
gemäss ergeben sich aus (7.) folgende Zusätze: 
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Erster Zusatz. — Bezeichnet 9t irgend eine mehrbläUrige Bie- 
tnann'sche s-Ktigel fläche, und f(s) eine auf SR reguläre Function g*" 
Ordnung, und denkt man sich femer auf 91 diejenigen Punkte s^, s^, 
. . .Sq markirt, in denen die Function f{s) ein und denselben Werth b 

(8.) einnimmt, so wird dies dem Werthe entsprechende Niveaupunkt- 
system Si, 5a, . . . Sq seine Lage auf der Fläche 9t Schritt für Sdiritt 
in stetiger Weise ändern, sobald man jenes auf der einblättrigen 
z-Kugelflmhe in irgend welche Bewegung versetzt. 

Zweiter Znsatz. — Bezeichnet man femer irgend ein Niveaupunkt^ 
System der in Bede stehenden Function f(s) auf der Flädie 9t mit 

(9.) 5i, «2? • • • ^qf ^^ ^^^ ^^ ^^ zweites Niveaupunictsystem t^, t^, . . .tq 
dieser Function eansüren^ welches seiner Lage nach von jenem ersten 
nur unendlich wenig verschieden ist. 

§4. 

Die Wurzeln einer Gleichung F{Sy z) = 0. 
Es sei F{s, z) eine gegebene Function der beiden complexen 
Argumente s und z. Ferner sei @ irgend ein endlicher Theil der 
s-Ebene, und ß irgend ein endlicher Theil der jSf-Ebene. Und jene 
Function mag folgenden Bedingungen entsprechen: 

I. Bei festgehaltenem s soll F(s, z) auf 3 eindeutig und ste- 
tig sein, falls nur jenes festgehaltene s innerhalb @ liegt. 

n. Umgekehrt soll F(s,z) bei festgehaltenem z auf @ ein- 
deutig und stetig sein, falls nur das festgehaltene z auf 3 Hegt 
^ ') ni. Es soll eine endliche positive Constante M existiren von 

solcher BeschaiBfenheit, dass 

mod F{s,z) stets <M 
,ist, so lange s und z respective auf © und Q bleiben. 

Versteht man also unter c einen innerhalb 3 beliebig markir- 
ten Punkt, so ist die Function 
(2.) F(s,c) 

innerhalb © eindeutig und stetig, also daselbst [Satz (27.) pg. 35] 
nur mit vereinzelten Nullpunkten behaftet. Die elementaren Null- 
punkte dieser Function (2.) mögen nun bezeichnet werden als die 
elementaren Wurzeln der Gleichung 
(3.) F(s,c) = 0. 

Alsdann erhält man [Satz (16.) pg. 43] für die Anzahl N all' der- 
jenigen elementaren Wurzeln s, welche die Gleichung (3.) innerhalb 
© besitzt, die Formel: 
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d. i. die Formel: 

die Integration positiv erstreckt über alle Randpunkte 6 der Fläche @. 
Dabei ist vorausgesetzt, dass keine Wurzel s hart am Rande von © 
liegt, — eine Voraussetzung, die, falls sie nicht von Hause aus 
schon erfüllt sein sollte, leicht durch eine kleine Deformation der 
Randcurve realisirhar sein wird. 

Dieser Voraussetzung entsprechend, gilt für sämmtliche Rand- 
punkte 6 der Fläche @ die Formel: 
(5.) modF((S,c)>2A, 

wo A eine positive und von verschiedene Constante vorstellt. 
Markirt man nun innerhalb 3 irgend einen zweiten Punkt c^, so 
ergiebt sich aus der identischen Gleichung 

F(6, C) = F{6, C,) - [F{6, C,) - F{6, c)] 

sofort: 

mod F(6, c) < mod _F(<y, cj + mod [F(tf, q) — F((S, c)] , 

oder anders geschrieben: • 

mod F(0, q) > mod F{6, c) — mod [F{6, c^) — 2^(tf, c)], 

oder mit Rücksicht auf (5.): 

(.ü.) mod F(6y Cj) >2A- mod \F{0, c,) — F{0, c)]. 

Wir wollen uns nun den Punkt q sehr nahe an c denken. Um 
€ (als Centrum) beschreiben wir innerhalb 3 zwei concentrische 
Kreisperipherien (g) und (Z), der Art, dass c^ innerhalb (g) liegt, 
und (5) kleiner als (Z) ist. Alsdann erhält man [Satz (10.) pg. 21] 
auf Grund der Voraussetzungen (1.) sofort die Formeln: 

und hieraus durch Subtraction 

(7.) n,,c)-Fi,,:.)-'^jf^^ (zi*';S'--o,,. 

die Integrationen durchweg positiv erstreckt gedacht über alle Rand- 
punkte Z des Kreises (Z). 
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Sind nun q und P die Radien der beiden Peripherien (J;) und 
(Z), und beachtet man, dass c^ innerhalb der Heineren Peripherie 
(g) liegt, hingegen Z einen Punkt der grösseren Peripherie (Z) be- 
zeichnet, so ergiebt sich sofort, dass z. B. der gegenseitige Abstand 
der beiden Punkte c^ und Z grösser als (P — q) ist, dass also die 
Formel stattfindet: mod (Z — c^) > (P — q), oder, was dasselbe, die 
Formel: ^ ^ 

(«0 mod(Z- Cj)^P^' 

Da ferner c das Centrum der Peripherie (Z) vorstellt, so ist offen- 
bar: mod (Z — c) = P, mithin: 

1 1 

(ß-) mod (Z - c) ~ P ' 

In ähnlicher Weise erhält man femer: 

(y.) mod (Ci — c) < 9, 

und weiter: 
(d.) mod (dZ) = rfn, 

falls man nämlich unter dTf das Längenelement der Peripherie (Z) 
versteht, üeberdies gilt nach (1.) für alle Lagen, welche die Punkte 
6 und Z reapective am Rande (tf) und der Peripherie (Z) anzuneh- 
men im Stande sind, die Formel: 
(e.) mod F(6, Z) < M, 

wo M eine endlicJie positive Constante vorstellt. 

Mit Rücksicht auf («.), (/5.), (y.), (*•)> (^0 ^0*8*^ »^^^ aus (7.): 
mod [F((T, cO - Fiö, e)] < ^ J|p '_^ , 

(8.) d. i. mod [F{a, c,) - F{6, e)] < p^, 

eine Formel, deren rechte Seite offenbar durch Verkleinerung von q 
beliebig klein gemacht werden kann. 
(9.) Wir wollen uns nun fortan den Badius p der um c (als Cen- 

trum) beschrid>enen und q umschliessenden Peripherie (g) so klein den- 
ken, dass jene rechte Seite der Formel (8.) kleiner als Ä ist, mit- 
hin die Formel selber übergeht in: 

mod [F(ö, cO — F(<r, e)] < A. 
Mit Rücksicht hierauf ergiebt sich alsdann aus (6.): 
(10.) mod F(6, €,) > {2A -A) = A. 

Diese Formel zeigt, dass die der neuen Constante c, entspre- 
chende Function F(Sf e^) am Rande von @ nirgends verschwindet, 
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dass also die Gleichung F(Sf c^) »» keine hart am Rande von @ 
gelegene Wurzel besitzt. Demgemäss wird also die Anzahl N^ alV 
derjenigen elementaren Wurzeln, welche diese neue Gleichung . 
(11.) F(s,c,)^0 

innerhalb @ besitzt, dargestellt sein durch die zu (4.) analoge Formel: 

Diese Formel (12.) gilt, zufolge ihrer soeben gegebenen Begrün- 
dung, für jedweden innerhalb der Peripherie (g) gelegenen Punkt c^, 
und bleibt also in Kraft, falls man diesen Punkt innerhalb ({;) be- 
liebig variiren lässt. Bei einer solchen Variation von c^ wird also 
der Werth des Integrales (12.) von Augenblick zu Augenblick durch 
eine ganze Zahl ausgedrückt sein. Andererseits aber übersieht man 
sofort, dass der Werth des Integrales bei einer solchen Variation 
des Punktes c^ nur in stetiger Weise sich ändern kann*). Dem- 
gemäss ist also die in Rede stehende ganze Zahl während dieser 
Variation stets ein und dieselbe. 

Die ganze Zahl N^ bleibt mithin constant, falls man den Punkt 
Ci innerhalb der Peripherie (J) beliebig variiren, z. B. identisch wer- 
den lässt mit dem Centrum c dieser Peripherie. Somit folgt aus 
(12.) und (4.): 
(13.) Ni = N. 

Man gelangt daher, indem man (c + Ac) für c^ substituirt, zu 
folgendem Resultat: 

Erster Satz. — Es sei ® ein endlicher Theil der s-Ebene, ebenso 
3 irgend ein endlicher Uieil der g-Ebene. Entspricht nun die Func- 
tion F(SfZ) auf @ und Q den Bedingungen (1.) pg. 138, versteht 
man femer unter c irgend einen Punkt innerhalb 3> ^nd setzt man 
voraus, dass die Gleichung 
(14.) F(s,c) = 

keine hart am Bande von @ gelegene Wured besitzt, so unrd die An- 
zcM der innerhalb © befindlichen elementaren Wurzeln dieser Glei^ 
chung (14.) bei einer beliebigen Variation des Punktes c ungeändert 
bleiben, falls man nur diese Variation Ac der Bedingung unterwirft: 

mod (Ac) < Q, 
und dabei das (positive) q hinreichend klein macht. 

♦) Denn so lange c, innerhalb (f) bleibt, wird [vgl. (9.), (10.)] die Formel 
stattfinden: mod F{o, c,) > Ä, mithin der unter dem Integral stehende Nenner 
Ton verBcbieden bleiben. 
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Gestützt auf diesen Satz kann man nun ebenso Yorwärts gehen, 
wie im vorhergehenden Paragraph vom dortigen ersten ScUjse aus 
(pg. 129). An Stelle des dortigen zweiten Satzes (pg. 130) ergiebt 
sich alsdann, wie leicht zu übersehen ist, folgender: 

Zweiter Satz. — Es seien ^und 3 irgend zwei endliche Theile 
der S' und z -Ebene. Femer sei F(s,z) eine Function^ welche auf @ 
und 3 den Bedingungen (1.) pg. 138 entspricht. Alsdann werden die 
elementaren Wurzeln s der Gleichung 

F{s, j^) = 
stetige Functionen von z sein, — selbstverständlich nur insoweit, als 
die CharaJcterisirung der Function F{s,z) reicht, also nur insoweit^ 
als die Funkte s und z innerhalb der gegebenen Flädien @ und 3 bleibeth 

Man könnte nun weiter solche Functionen F(s, z) in Betracht 
ziehen, welche bei festgehaltenem z eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig sind auf einem gegebenen Theile @ einer mehrblättrigen 
Riemann'schen 5-Kugelfläche, und welche andererseits bei festgehal- 
tenem s dieselben Eigenschaften besitzen mit Bezug auf einen ge- 
gebenen Theil 3 einer mehrblättrigen Riemann'schen if-Kugelfläche. 
Ohne uns hierauf weiter einzulassen, wollen wir im folgenden Para- 
graph sofort zu specielleren Betrachtungen übergehen. 

§6. 

Die Wuraeln der Qleiohtmg F{Sj z) =»0^ unter der VoraussetBiing, 
dass F(s, z) eine ganze rationale Function von s und ß ist. 

Versteht man unter 

F=F{s,z)^F{l-'^) 
eine ganze rationale Function der beiden complexen Variablen s und 
Zf n^^ Grades für s, und m^^ Grades für z, so liefert die Gleichung 
(l.) i^=0 

für jedwedes z im Ganzen n elementare Wurzeln s, welche für be- 
sondere Werthe des Argumentes z theilu?eise, respective gruppemoeise 
coincidiren können. Es soll untersucht werden, ob diese n Wurzeln 
s stetige Functionen von z sind. 

Wir denken uns die Variable z als einen Punkt auf der ge- 
wöhnlichen einblättrigen z-KugelflächCf und bezeichnen demgemäss diesen 
(2.) Pimkt bald mit z selber, bald mit z\ wo ^' = — sein soll. Wird 

also z = X -]- iy und £i' = a;' -f- iy' gesetzt, so repräsentiren x, y 
die Coordinaten des Punktes in der HorizontaUbenCf und x\ y' seine 
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Coordinaten in der Äntipodenebene. Dementsprechend mögen die ge- 
nannten Ebenen kurzweg als die Ebenen und z' bezeichnet werden. 

In analoger Weise mag die Variable s als ein Punkt auf der 

änUöMrigen s- Kugelfläche angesehen, und dieser Punkt bald mit s, 

(3.) bald mit s' bezeichnet werden, wo 5' = — sein soll. Die Hori- 

zontdl'' und Antipodenebene der 5 -Kugelfläche mögen respective als 

die Ebenen s und s' benannt werden. 

Durch Einführung von s' und 0' kann die Gleichung (1.) in 
drei neue Gestalten versetzt werden; so dass man im Ganzen vier 
Gestalten derselben erhält; nämlich einerseits die beiden Formen 



i4a.)....Fis,g)^0, 



i4ß.) ....z''"F(s,J.^ = 0, 



(4.) deren linke Seiten ganze rationale Functionen von s, 0, respective 
von Sf z' sind, und andererseits die beiden Formen: 

(4y.) . s'- ^(^ , 4^) = 0, j (4<y.) .... s"'g'^FQr, jr^j = 0, 

deren linke Seiten ganze rationale Functionen von s', z respective von 
s\z' sind. 

Die gegebene Gleichung F = besitze für das Argument z = c 
eine v-fache Wurzel s = i, d. i, v elementare Wurzeln s, die an 
ein und derselben Stelle s^'Jc liegen; so dass also c und k der Gleichung 
(5.) F(1c, c) = 

entsprechen. Man bezeichne nun .mit s einen ad libitum gegebenen 
Kleinheitsgrad, und denke sich auf der s-Kugelfläche um den Punkt 
s = k einen Kreis vom Radius s, andererseits auf der j8?-Kugelfläche 
um den Punkt z = c einen Kreis von noch unbestimmtem Radius q 
beschrieben. Es fragt sich^ ob die Anzahl derjenigen elementaren Wur- 
zeln Sy wekJie die Gleichung 
(6-) F{s,z)^0, 

ßr ein beliebiges Argument z, innerhalb des Meinen Kreises (k, e) 
besitzt j dadurch constant, = v gemacht werden kann, dass man jenes 
beliebige Argument z in den Kreis (c, q) einschliesst und dabei das q 
hinreichend klein macht 

Welche Werthe k und c auch haben mögen, stets muss, falls 
V = k' und - == c' gesetzt wird, unter den vier Grössenpaaren: 



0-) 



(7a.) .... Ä, c, 
(7y.) . . . . A", c, 



(Iß.) ....h, c, 
(Id.) *', c', 
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miBdesteus eines vorhanden sein, welches aus zwei endlichen Grossen 
besteht. 

Sind, um mit dem Fall (7 a.) zu beginnen, die Grössen i, c beide 
endlich, so beschreibe man in der s- Ebene um den Punkt s = k 
eine kleine Kreisfläche @, und in der ;8f-Ebene um den Punkt is = c 
eine kleine Kreisfläche ß. Die Function F(Sy z) wird, weil sie für 
die Centra s=]c und j?=c dieser Kreisflächen verschwindet [vgl. (5.)], 
für zwei beliebige Punkte s und der beiden kleinen Kreisflächen 
stets nur wenig von Null abweichen. Repräsentirt insbesondere M 
eine beliebig gegebene positive Gonstante, so wird man die beiden 
Kreisflächen steis so klein machen können, dass für alle Punkte s 
und dieser Flächen d^'e Formel stattfindet: 

mod F(s, z) < M. 

Alsdann aber ist z. B. der erste Satz pg. 141 direct anwendbar auf 
die Function F(s, z) und die beiden Flächen @ und 3» Zufolge 
dieses Satzes kann nun aber die Anzahl derjenigen elementaren Wur- 
zeln s, welche die Gleichung 

für ein beliebiges Argument z, innerhalb eines auf @ um den Punkt 
s =='Jc mit dem Radius e beschriebenen Kreises besitzt, dadurch con- 
stant, == V gemacht werden , dass man jenes beliebige Argument z 
auf einen in der Fläche 3 nm z = c beschriebenen hinreichend klei- 
nen Kreis beschränkt. Dabei bezeichnet € einen ad libitum gewähl- 
ten Kleinheitsgrad. 

Analoges gilt offenbar auch dann, wenn die beiden Flächen 
@ und 3 nicht als Theile der beiden Horizontalebenen s und z, son- 
dern als Theile der beiden Kugelflächen aufgefasst werden. Dem- 
gemäss ist die Frage (6.) affirmativ zu beantworten, allerdings vor- 
läufig nur erst für den Fall (7 a.), dass Je und c endlich sind. 

Zu genau demselben Resultat gelangt man aber auch in den 
Fällen 

(7^0. (7y.), (7cJ.), 
wobei alsdann die Gleichung i^ = respective in den Formen 

(4^.), (4^), (4*.) 
anzuwenden ist, und statt der Hülfsebenen s und z respective die 
Hülfsebenen 

s und z', s' und z, s' und z\ 

zu benutzen sind. 
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Die Frage (6.) ist also in allen Fällen affirmativ zu beantworten. 
Wir gelangen daher zu folgendem Satz: 

Betrachtet man die n elementaren Wurzeln 5, welche die Gleichung 

(8.) F(sj) = 

für ein beliebiges Argument z liefert^ als Punkte auf der (einblättrigen) 
S'Kugelfläche, so werden die Lagen dieser n Punkte s stetige Func- 
tionen derjenigen Lage sein, welche der Punkt z auf der einblättrigen 
Z'Kugdfläche besitzt 

Mit andern Worten: Die n elementaren Wurzeln Si,5g, ...5» 
sind, als Functionen von z betrachtet, auf der ;?-Kugelfläche allent- 
halben stetig, mit Ausnahme derjenigen singulnren Punkte Z, in denen 
eine oder mehrere jener Wurzeln unendlich werden. In jedem solchen 
singulären Punkt Z sind alsdann allerdings die daselbst endlich blei- 
benden Wurzeln sfe%, andererseits aber die daselbst unendlich wer- 
denden Wurzeln unstetig und zwar pölarunstetig. Demgemäss kann 
man den Satz (8.) auch so aussprechen: 
Bezeichnet man die aus der Gleichung: 

(9.) F(S,?)-0 

für ein beliebiges z sich ergebenden n elementaren Wurzeln s mit 

S, = (P,{Z), S^ = (P2(Z), . , , Sn = q>n{is), 

SO werden diese n Functionen auf der einblättrigen z- Kugelfläche bis 
auf einzelne Pole stetig sein. 

Aus diesem Satze (9.) ergiebt sich nun nachträglich die Cor- 
'jQ\ rectheit der im vierten Capitel angestellten Betrachtungen, und 
namentlich auch die Correctheit des daselbst in (2.) pg. 94 ange- 
gebenen Satzes. 
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Es dürfte sehr schwer, oder vielmehr unmöglich sein, für die 
Fläctien im Allgemeinen zuverlässige Sätze aufzustellen, so lange der 
Begriff der Fläche nicht näher determinirt ist. Auch dürften in 
dieser Beziehung blos negative Festsetzungen, wie z. B. die Kie- 
mann'sche Festsetzung, dass die Fläche Iceine Spaltung besitzen solle, 
wenig ausreichend sein. 

Demgemäss habe ich im gegenwärtigen Capitel meine Betrach- 
tungen auf solche Flächen eingeschränkt, die durch bestimmte posi- 
tive Bedingungen determinirt sind. Man findet diese Determinationen 
näher angegeben im vierten Paragraph dieses Capitels. 

§ 1. 

Definition der ElenoLentarfläche und der einfach ssnsammen- 
hängenden Fläche. 

Als Flächen einfachster Art betrachten wir die ebenen Flächen 
mit nur einer Randcurve, wie z. B. die Kreisfläche, Ellipsenfläche, 
Quadratfläche etc. Diese Flächen einfachster Art nennen wir Ele- 
mentarflächen. Gleichzeitig aber führen ^wir noch einen etwas all- 
gemeineren Begrifl' ein, indem wir jedwede Fläche, die durch stetige 
Umformung in eine Elementarfläche verwandelbar ist, eine einfcuJi 
zusammenhängende FläcJie nennen. Genauer ausgedrückt: 

Definition. — Jede e,bene einblättrige Fläche, die nur eine 
{\\ Bandciirve besitzt, soll eine Elementar fläche oder ein elementares 
Flächen§tüc1c heissen, 

Definition. — Jede Fläche, die entweder geradem eine Elementar- 
flache ist, oder aber durch stetige Umformung {also blos durch Deh- 
(2.) nungen und Biegungen, ohne Zerreissungen oder Zusammenheßungefi) 
in eine Elementarflädie verwandelt werden kann, soll eine einfach 
zusammenhängende Fläche genannt werden. 
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Demgemäss ist z. 6. die KugelcaloUe eine einfach zusammen- 
hängende Fläche. Gleiches gilt aber z. B. auch von der Windwtgs- 
f2a.) fläche. Denn jede Windungsfläche kann durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandelt werden; wie solches früher aus- 
führlich dargelegt wurde [vgl. z. B. (2.) pg. 70], 

Erste Bemerkung. — Jede gegebene Fläche kann im Allgemeinen 
(er.) durch irgend welche Schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche 

verwandelt werden. Als Beispiele mögen dienen die Cylinderfläche und 
die ringförmige Batatumsfiäche. 

Erstes Beispiel. — Wird eine Kreislinie sich selber parallel, und zwar 
(ß.) senkrecht zu ihrer Ebene, um eine gegebene Strecke Ä fortbewegt, so ent- 

steht durch diese Bewegung eine mit zwei kreisförmigen Randcurven ver- 
sehene Cylinderfläche von der Länge A, 

Durchschneidet man aber diese Cylinderfläche längs irgend einer Kante, 
so erhält man eine einfach zusammenhängende Fläche. In der That wird 
nämlich die durch einen solchen Schnitt entstandene Fläche der in (2.) gege- 
benen Definition entsprechen, nämlich durch stetige Umformung in die Gestalt 
eines Rechtecks d. i. in die Gestalt einer Elementarfläche versetzbar sein. 

Zweites Beispiel. — Wird eine Kreislinie am eine in ihrer Ebene 
(y) liegende, die Kreislinie aber nicht schneidende Aza in Rotation versetzt, 

so entsteht eine ringförmige BotaUons fläche. 

Diese ringförmige Rotationsfläche kann aber oS'enbar durch zwei 
Schnitte^ von denen der eine längs eines Parallelkreises, der andere längs 
eines Meridiankreises fortgeht, in eine einfach zusammenhängende Fläche 
verwandelt werden. In der That wird nämlich die durch zwei solche 
Schnitte entstehende Fläche der in (2.) gegebenen Definition entsprechen. 

Zweite Bemerkung. — Angesichts dieser Beispiele entsteht die Ver- 
muthung, dass es möglich sein werde, alle überhaupt denkbaren Flächen 
nach der Anzahl der jenigen' Schnitte zu classificiren, die zu ihrer Verwand- 
lung in einfach zusammenhängende Flächen erforderlich sind. Jedenfalls 
wird man bei einem derartigen Versuch den Begriff des Schnittes zuvörderst 
schärfer zu determiniren haben. Und dies soll im folgenden Paragraph ge- 
schehen durch Einführung der sogenannten Quersdmitte und BOckkehrschnitte. 

Dritte Bemerkung. — Die beistehende Figur zeigt eine Linie, welche 
in ihrem Lauf von links nach rechts eine sogenannte Fig. i. 

(^•) ' Gabelung oder Spdlttmg darbietet. Wird nun diese Linie 
in irgend welcher Richtung, etwa senkrecht zur Ebene 
des Papiers, sich selber parallel fortbewegt, so entsteht durch diese Be- 
wegung eine Fläche von analoger Beschaffenheit, nämlich eine Fläche, 
die ebenfalls eine Spaltwng darbietet. — Genau das- Fig. u. 

selbe würde zu bemerken sein, wenn man zur erzeu- 
(£•) genden Linie diejenige nehmen wollte, welche in Fig. II 

angegeben ist. 

Wollte man die der Fig. I entsprechende Fläche durch irgend welche 
Schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche zu verwandeln suchen, 
so würde man sich vergeblich bemühen. Diese Fläche documentirt also in 

10* 
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dentlicher Weise, dass der Satz («.), wenn er auch im Allgemeinen g:ilt, 
doch gewissen Aiimdhmen unterwarfen ist 

üebrigens erscheint es zweckmässig, derartige singulare Flächen, wie 
die in Fig. I und II angedeuteten, von unserer Betrachtung ganz auszu- 
schliessen; wie solches in einem der folgenden Paragraphen näher ange- 
geben werden soll. 

§ 2. 
Definition des Querschnitts und Bückkehrschnitts. 

Definition des Qnersclinitts. — Ein SdmiU, welcher in irgend 

einem Banc^nkte der Fläche beginnt, von hier atis in ununterbroche- 

(3.) nem Zuge bis zu irgend einem andern BandpunJct forüäuft, dazunschen 

aber den Band der Fläche weder berührt, noch überschreitet, sott ein 

Querschnitt genannt werden. 

Nach Ausführung eines Querschnittes sind die beiden Ufer des- 
selben als neue Randgebiete der Fläche anzusehen. Ja es sind die 
auf diese Weise entstehenden neuen Randgebiete nicht erst nach 
Ausführung des Schnittes, sondern auch schon wahrend der weiteren 
Fortfuhrung desselben als solche zu betrachten. Daraus folgt unter 
Anderm, dass ein Querschnitt in einem Punkt seines früheren Lau- 
fes endigen kann; und ferner^ dass ein Querschnitt bei seiner wei- 
tern Fortführung sich selber niemals durchkreuzen darf. 

So wird z. B., wenn wir eine Kreisfläche 
betrachten, der Schnitt ab ein Querschnitt 
sein; ebenso aber auch der Schnitt aßyS. 
Jeder nimmt in einem Randpunkte seinen 
Anfang. Während aber der eine sein Ende 
in einem zweiten Randpunkt der Fläche er- 
reicht, endigt der andere in einem Punkte 
seines früheren Laufes. Ein solcher Quer- 
schnitt, wie aßyS, mag in Zukunft [weil 
er ungefähr die Form eines griechischen 6 
besitzt] kurzweg ein sigmaformiger Querschnitt genannt werden. 

Ist ein Querschnitt bereits ausgeführt, und soll nun ein zweiicr 
Querschnitt gezogen werden, so ist wiederum zu beachten, dass die 
Ufer des schon vorhandenen Schnittes bei Ausführung des zweiten 
als Bandgebiete der Fläche anzusehen sind. Der zweite Querschnitt 
wird also nach Belieben in einem ursprünglichen Randpunkt der 
Fläche, ebenso gut aber auch in einem Uferpunkt des schon vor- 
handenen Querschnittes seinen Anfang nehmen können. Aehnliches 
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gilt für den Endpunkt des Querschnittes. Und Aehnliches gilt natür- 
lich auch für einen drUteUj vierten u. s. w. Querschnitt. 

So wird z. B., in der nebenstehenden 
Kreisfläche^ aß ein Querschnitt sein; sodann 
yd ein zweiter, s^ ein dritter, rid" ein vier- 
ter u. s. w. 

Femer wird in Figur III der Schnitt 
aßyds nicht als ein Querschnitt, sondern 
als ein Complex von zwei Querschnitten an- 
zusehen sein. Der eine von diesen beiden 
läuft — ebenso wie der in Figur I be- 
trachtete — von a über ß, y nach d, und ist 
also als ein sigmaförmiger zu bezeichnen; 
während der andere von 8 nach s geht. 

Des bequemeren Ausdrucks willen wird 
es zweckmässig sein, ausser den Querschnitten 
auch noch eine gewisse andere Gattung von 
Schnitten, nämlich die der Bückkehrschnitte 
einzuführen. Diese sollen folgendermassen de- 
finirt sein: 

Deflnition des Räokkehrsclmittes. — Ein 
(4.) in sich mrücklaufender Schnitt, welcher den Band der Fläche nirgends 
heriihrt oder überschreitet, und welcher sich selber nirgends durchhreujst, 
soll in Zukunft ein BiickTcehr schnitt genannt werden. 

Nach Ausführung eines Rückkehrschnittes sollen die beiden Ufer 
desselben wiederum als Randgebiete der Fläche angesehen werden. 
Wir können uns demnach den Schnitt aßyö in Fig. I, wenn wir 
wollen, auch so entstanden denken, dass in der gegebenen Kreis- 
fläche zuerst ein Rückkehrschnitt /5 yd /}, und sodann noch ein Quer- 
schnitt da ausgeführt ist. Desgleichen werden wir z. B. in P'ig. III 
den Schnitt aßyds als zusammengesetzt ansehen können aus einem 
zuerst ausgeführten Rückkehrschnitt ßySß, und aus zwei sodann 
ausgeführten Querschnitten Sa und da. 

Die (von Riemann eingeführten) Querschnitte repräsentiren eine 
für die Classificirung der Flächen wichtige Operation. Um diese 
Operation auch bei solchen Flächen, die geschlossen, mithin ohne 
Rand sind, ausführen zu können, erscheint es angemessen, jeder sol- 
chen geschlossenen Fläche ^ zuvörderst, durch Herausnahme eines 
einzelnen Punktes, einen Rand zu verleihen. Dabei mag alsdann 
die durch dieses Verfahren entstehende rm^e Fläche durch einen über 
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das 5 gesetzten Punkt angedeutet, nämlich mit g bezeichnet, und 
kurzweg die punktirte Fläche genannt^ werden. Während also 3f 90>^ 
(5.) Iceinen Rand hat, wird andererseits % eine einzige unendlich kleine 
Randcurve besitzen, welche dargestellt ist durch die Umgrenzungs- 
linie der durch die Herausnahme jenes Punktes hervorgebrachten 
unendlich kleinen Oeffinung. 

Bemerkung. - Ist z. B. % eine Kugelfläche, so wird die zugehörige 
punktirte Fläche JJ im Wesentlichen eine KugelcaloUe, mithin einfach zu- 
sammenhängend sein [vergl. die vorhin bei (2.) genannten Beispiele]. 

§3. 
Die Eigenschaften einer einfach zusammenhängenden Fläche. 

Von der sogenannten Elementarfläche [vgl. die Definition (1.)] 
haben wir eine deutliche geometrische Anschauung. Aus dieser 
geometrischen Anschauung ergiebt sich z. B. sofort, dass die Ele- 
mentarfläche durch jeden Querschnitt in zwei von einander getrennte 
Stücke zerfallt, ebenso auch durch jeden Eückkehrschnitt, Desgleichen 
übersehen wir sofort, dass von diesen beiden Stücken, je nachdem 
der Schnitt ein Otier- oder Bückkehr-Schmti ist, entweder jedes oder 
wenigstens eines wiederum eine Elementarfläche sein wird. 

Diese Eigenschaften der Elementarfläche übertragen sich leicht 
auf die einfach ztisammmhängenden Fläclien, falls man nur Rücksicht 
nimmt auf die für die letzteren gegebene Definition (2.). 

Es sei z. B. f^ eine beliebig gegebene einfach zusammenhängende 
Fläche, und gleichzeitig sei 5' diejenige Elementarfläche, in welche 
sich 2f durch stetige Umformung verwandelt. Ist nun q irgend ein 
Querschnitt der Fläche %, und q' der correspondirende Schnitt auf 
g', so wird offenbar q' ebenfalls ein Querschnitt sein. Die Fläche 
g' ist aber eine Elementarfläche und wird also durch jeden Quer- 
schnitt in zwei getrennte Stücke zerlegt. Demnach wird 5' durch 
q\ und folglich auch fj durch q in zwei getrennte Stücke zerfallen. 

Wir l)ezeichnen diese beiden Stücke bei der ursprünglichen 
Fläche g mit f , g, und bei der Elementarfläche 5' ^^^ Vt Ö- Offen- 
bar können alsdann f und g als zwei Flächenstücke angesehen wer- 
den, welche sich durch stetige Umformung in f und g' verwandeln. 
Von den beiden Stücken f und g' ist aber jedes eine Elementar- 
fläche. Daraus folgt, dass jedes der beiden Stücke f und g ein einfach 
zusammenhängendes ist Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 
(6.) Erster Satz. — Eine einfadh zusammenhängende Fläche zerfaUt 

durch einen Querschnitt immer in zwei getrennte Stücke; von diesen 
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leiden Stücken ist jedes ein einfach etisamfnenMngendes, Durch v auf- 
einander folgende Querschnitte wird demnach eine einfach zusammen- 
hängende Fläche in {v + 1) getrennte Stücke jsbrfaüen, von welchen 
tviederum jedes ein einfach zusammenhängendes ist 

Wiederum sei $ eine beliebig gegebene einfach zusammenhän- 
gende Fläche, und g' die daraus durch stetige Umformung ent- 
stehende Elementarfläche. Ist nun s irgend ein Bückkehrschnitt der 
Fläche g, so wird offenbar der auf fj' gezogene correspondirende 
Schnitt s' ebenfalls ein Bückkehrschnitt sein. Demnach wird ^ durch 
5, ebenso wie %' durch s', in zwei von einander getrennte Stücke 
zerfallen: Von den beiden Stücken, in welche %' durch s' zerlegt 
wird, ist aber eins eine Elementarfläche. Demnach muss von den 
beiden Stücken, in welche % durch s getheilt wird, eins ein einfach 
zusammenhängendes sein. Also der Satz: 

Zweiter Satz. — Eine einfach zusammenhängende Fläche zerfallt 
(7.) durch einen Bückhehrschnitt immer in zwei getrennte Stücke; von die- 
sen beiden Stücken ist jederzeit eins ein einfadi zusammenhängendes. 

Eine Elementarfläche besitzt ihrer Definition zufolge immer nur 
eine Bandcurve. Gleiches muss demnach auch von jeder Fläche gel- 
ten, die aus einer Elementarfläche durch stetige Umformung ent- 
standen ist. Somit erhalten wir folgenden dritten Satz: 
(8.) Dritter Satz. — Eine einfach zusammenhängende Fläche besitzt 

immer nur eine Bandcurve, 

§4. 
Nähere Determination der zu betrachtenden Flächen. 
Bei unsem weiteren Betrachtungen wollen wir uns durchweg 
auf solche Flächen beschränken, die folgenden beiden Anforderungen 
entsprechen: 

Erste Anfordenmg. — Die Fläche soll von solcher Beschaffen- 
Jieit sein, dass das Bereich eines jeden Punktes der Fläche eine cin- 
(0.) fach zusammenhängende Fläche repräsentirt. Durch diese Anfor- 
derung werden offenbar alle Flächen, die eine Spaltung zeigen [wie 
z. B. die Fläche (d.), («.) pg. 147] von der Betrachtung excludirt. 

Zweite Anforderung. — Die Fläche soll von solcher Beschaffen- 
heit sein, dass sie durch irgend welcJie Querschnitte in eine cin- 
(10.) fach zusammenhängende FläcJie verwandelt werden kann. Durch 
diese zweite Anforderung, für sich allein betrachtet, würden ofi'en- 
bar die mit einer Spaltung behafteten Flächen noch nicht sämmt- 
lic/i excludirt sein. [So z. B. würde durch sie von den beiden Flächen 
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(S.) und (s.) pg. 147 nur die erste, nicht aber die zweite excludirt 
werden.] 

Die erste und zweite Anforderung decken einander theilweise, 
jedoch nicht so, dass durch eine derselben die andere überflüssig 
gemacht würde. So z. B. werden durch die erste Bedingung alle 
mit einer Spaltung behafteten Flächen excludirt, durch die eiveite 
aber nicht. Andererseits aber werden durch die ztoeite Anforderung 
alle geschlossenen Flächen excludirt [weil in einer geschlossenen 
Fläche überhaupt keine Querschnitte möglich sind], durch die erste 
ab^r nicht. 

Bemerkung. — Es ist wohl wahrscheinlich, dass jedwede nicMgeschlos- 
sene Fläche, falls sie der ersten Anforderang entspricht, noth wendiger Weise 
auch der zweiten genügen wird. Wäre solches mrklich beweisbar^ so würde 
man gut thnn, die zweite Anforderung ganz fallen zn lassen. Denn die 
geschlossenen Flächen würden trotzdem immerhin noch in der Weise in die 
Betrachtung hineingezogen werden können, dass man statt jeder solchen 

geschlossenen Fläche % die zugehörige piinktirte Fläche % [vgl. (5.)] ins 
Auge fasst. 

§5. 

UntersuohTing eines beliebig gegebenen Fläohensystems. 
Definition seiner Grundzahl. 

Es sei @ ein aus beliebig vielen Flächen bestehendes System. 
Die Flächen mögen beliebig im Baume vertheilt, und jede derselben 
von beliebiger Gestalt sein. Nur mag jede derselben den Anfor- 
derungen (9.), (10.) entsprechen. 

Wir wollen nun' annehmen^ dieses System @ könne durch ge- 
wisse v' Querschnitte — - sie mögen in ihrer Gesammtheit mit q' 
bezeichnet werden — in ein System ©' verwandelt werden, welches 
aus a Flächenstücken besteht; und das System @ könne anderer- 
seits durch gewisse v" Querschnitte — sie mögen q" genannt wer- 
den — in ein System ©" verwandelt werden, welches aus a" Flächen- 
stücken besteht. Ferner wollen wir annehmen, unter den Flächen- 
stücken, aus welchen die Systeme ©' und ©" bestehen, wäre jedes 
einzelne ein einfach zusammenhängendes. Es fragt sich, ob unter 
dieser Voraussetzung zwischen den Zahlen v\ a und v\ a' irgend 
welche Beziehung stattfindet, oder ob dieselben von einander völlig 
unabhängig sind. 

Um näher hierauf einzugehen, wird es nöthig sein, beide Quer- 
schnittsysteme, das der q' und das der g", gleichzeitig zu ziehen. Der 
Einfachheit willen nehmen wir an, dass die beiden Schnittsysteme 
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bei einer solchen Superposition nur in einzelnen Punkten (nicht in 
Linien) einander decken. Die Anzahl dieser einzelnen Deckungs- 
punkte mag 8 heissen. Ferner nehmen wir^ der Einfachheit willen^ 
zuvorderst an^ dass unter diesen 8 Deckungspunkten oder Schnitt- 
punkten keiner vorhanden ist, der gerade mit einem jEWt^punkte der 
Schnitte q' oder q" zusammenfallt. Von den beiden Schnitten q 
und q\ welche einander in einem jener 8 Punkte schneiden, wird 
alsdann jeder durch den andern in zwei Stücke zerlegt werden. 

Wir denken uns zuerst die Querschnitte q' gezogen, und hier- 
durch © in ©' verwandelt. Ziehen wir jetzt einen der Schnitte g", 
80 wird ein solcher Schnitt nur dann einen Querschnitt des Flächen- 
Systems ©' vorstellen, wenn er die schon vorhandenen Schnitte q' 
nirgends berührt oder überschreitet, andernfalls aber einen Complex 
von mehreren Querschnitten vorstellen. Es fragt sich nun zunächst, 
wie gross die Anzahl derjenigen Querschnitte Q" ist, welche in dem' 
Flächensystem ©' entstehen, sobald wir darin sämmtliche Schnitte 
q' ausfähren. Offenbar werden sämmtliche Endpunkte der Q" zum 
einen Theil durch die Endpunkte der q' selber, zum andern Theil 
durch diejenigen Punkte dargestellt spin, in welchen die q' von den 
q geschnitten werden. Die Anzahl des ersten Theiles ist gleich 
der Anzahl der Endpunkte der g", d. i. gleich 2«/"; die Anzahl des 
zweiten Theiles muss, da jeder der genannten Schnittpunkte zwei 
Endpunkte der Q" repräseniirt, doppelt so gross als die Anzahl 
jener Schnittpunkte, also gleich 28 sein. Im Ganzen wird daher 
die Anzahl der Endpunkte der Q" gleich' (2v" + 2d), folglich die 
Anzahl der Q" selber gleich 

v" + 8 
sein. 

umgekehrt wird andererseits, wenn wir uns in dem Systeme © 
zuerst die q" gezogen, und hierdurch © in ©" verwandelt denken, 
jeder nunmehr folgende Schnitt q im Allgemeinen mehrere Quer- 
schnitte Q' des Systems ©" repräsentiren. Die Anzahl dieser Q' 
wird, wie man sofort übersieht, gleich 

v' + 8 
sein. 

Es sei A die Anzahl von Flächenstücken, in welche © zerfallt, 
wenn gleichzeitig sowohl sämmtliche Schnitte q', als auch sämmtliche 
Schnitte j" ausgeführt werden. 

OjßFenbar kann diese Zahl A als die Anzahl derjenigen Stücke 
angesehen werden, in welche sich das Flächensystem © ' durch Aus- 
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führung der QuerscHnitte Q'' verwandelt. Nun besteht das System 
@' der Voraussetzung zufolge aus a' Stücken, von welchen jedes 
einfach zusammenhängend ist. Es wird daher dieses System ©' [zu- 
folge des Satzes (6.)] durch Ausführung der (v" + d) Querschnitte 
^" in (a' + v" + ^) Stücke zerfallt werden. So ergiebt sich: 

(11.) ^ = a' + i;" + <J. 

Andererseits kann aber Ä auch als die Anzahl derjenigen Stücke 
angesehen werden, in welche das System ©" durch Ausführung der 
(i/' + d) Querschnitte Q' zerlegt wird 5 alsdann ergiebt sich: 

(12.) A = a' + v' -{- d. 

Aus diesen beiden Formeln (11.) und (12.) folgt sofort: 

f I ff ff I f 

a -j- 1; sss a -f- V , 

d. i. 

/ ^ n \ f f ff ff 

(13.) V — a = V — a . 

Bei Ableitung dieser Formel wurde die beschränkende Voraus- 
setzung gemacht, dass die beiden Schnittsysteme bei ihrer Super- 
position nur in einzelnen Punkten einander decken, und dass unter 
diesen ä einzelnen Deckungspunkten keiner vorhanden ist, welcher 
gerade mit einem Endpunkt der Schnitte zusammenrallt. Sollte diese 
Voraussetzung nicht erfüllt sein, so wird man es doch durch eine 
unendlich Meine Verschiehing des einen Schnittsystems, z. B. des Sy- 
stems q\ leicht dahin bringen können,» <Jass sie in Erfüllung geht. 
Sobald diese unendlich kleine Verschiebung ausgeführt ist, wird dann 

die Formel (13.): 

f f ff ff 

y — a = 1/ — a 

wiederum gelten. Die Zahlen v' und a sind aber oflFenbar nach 
der Verschiebung des Systems q eben dieselben, wie vor jeuer Ver- 
schiebung. Daraus folgt, dass die Formel auch schon vor der Ver- 
schiebung gültig ist, dass sie also völlig allgemeine Gültigkeit besitzt. 
Wir erhalten daher folgenden wichtigen Satz: 

Fundamentaltheorem. — Denkt man sich ein beliebiges Flächet^ 

System © zu verschiedenen Zeiten durdi verschieden gewählte Quer- 

(14.) Schnittsysteme zerlegt, und dadurch jedesfytal in ein System von lauter 

einfach zusammenhängenden Flächenstü(^cen*) verwandelt, so wird die 

Differenz (y — a), um welche die jedesmalige Anzahl v der Querschnitte 



*) Unter einem System einfach zusammenhängender Flächenstüeke ist selbst- 
verständlich hier (and ebenso auch in Zukunft) stets ein System von Flächen- 
stücken zu verstehen, deren jedes für sich allein betrachtet einfach zusammen- 
hängend ist. 
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grösser als die jedesmalige Anzahl a der resuUirenden FlächensbUcke 
ist, in alV diesen Fallen ein und denselben Werfh haben. Jene 
Differenz {v — «) ist demnach eine dem gegebenen Flächensystem © 
eigenthümliche unveränderliche Zahl. Gleiches unrd duher z. B. 
a^btch gelten von der ZaM (v — a + 2). Diese letztere soll in Zukunft 
die Grundzahl des Flächensystems genannt u>€rden. 

An diesen fundamentalen Satz schliessen sich anmittelbar einige 
weitere Bemerkungen an. Ein beliebig gegebenes Flächensystem © 
verwandle sich^ wenn man darin irgend einen bestimmten Querschnitt 
q ausfahrt, in ein Flächensystem ©'. Um das ursprüngliche System 
© aber in ein System von lauter einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücken zu verwandeln, mögen nach Ausführung jenes Querschnittes 
q noch v weitere Querschnitte jj, ffg, . . . (?v erforderlich sein; und 
gleichzeitig mag a die Anzahl der einfach zusammenhängenden Flächen- 
stäcke vorstellen, aus welchen das letztgenannte System besteht. 

Alsdann wird also das System © im Ganzen durch (v -{- 1) 
Querschnitte in ein System von a Flächenstücken verwandelt, unter 
denen jedes einfach zusammenhängend ist. Und andererseits sehen 
wir, dass das System ©' bereits durch v Querschnitte in ein System 
von a einfach zusammenhängenden Flächenstücken verwandelt wird. 
Zufolge des Satzes (14.) ist daher 

die Grundzahl von ©, und 

v — a + '2 

die Grundzahl von ©'; die Grundzahl von ©' also um 1 kleiner 
als die von @. Somit ergiebt sich der Satz: 

Erster Satz. — Die Grundzahl eines Flädiensystems wird durdh 
(15.) jeden Querschnitt um 1 erniedrigt; durch ein System von v Querschnit- 
ten also um V erniedrigt 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich anstellen bei den Rück- 
kehrschnitten. Ein Flächensystem © verwandle sich durch irgend 
welctien Rückkehrschnitt ä in ©'. B'erner sei q ein in dem Systeme 
©' gezogener Querschnitt, und zwar ein Querschnitt, welcher in 
einem Uferpunkte des Rückkehrschnittes s beginnt, und von hier 
aus nach irgend welchem Randpunkte desjenigen Flächenstuckes 
hinläuft, in welchem s construirt ist. Endlich mag das durch Aus- 
führung von s und q erhaltene Flächensystem mit % bezeichnet 
werden. 

Das Flächensystem % entsteht alsdann aus ©' durch Ausfüh- 
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rung des einen Querschnittes q. Zufolge des vorhergehenden Satzes 
ist daher die Grundzahl von % um 1 kleiner als die von ©'. 

Andererseits ist zu bemerken, dass die Schnitte q und s zu- 
sammengenommen als ein einziger sigmaförmiger Querschnitt ange- 
sehen werden können [vgLpg. 148]; und dass daher % als ein Flächen- 
system angesehen werden kann, welches aus © nur durch Ausfüh- 
rung eines einzigen Querschnittes entsteht. Zufolge des vorhergehen- 
den Satzes wird also die Grundzahl von % um 1 kleiner als die von 
© sein. 

Fasst man beide Ergebnisse zusammen, so sieht man sofort, 
dass die Grundzahlen von @ und ©' einander gleich sind, und ge- 
langt also zu folgendem Satz: 

Zweiter Satz. -— Die Grundzahl eines Flächensystems erleidet 
(16.) durch Ausführung eines Bückkehrschnittes keinerlei Äenderung, und er- 
leidet also audi bei Ausführung von beliebig vielen Rückkelirschnitten 
keine Aenderung. 

Schliesslich noch folgende sehr einfache Bemerkung: Kann ein 
gegebenes Flächensystem durch v Querschnitte in a einfach zusam- 
menhängende' FlächenstCicke verwandelt werden, so ist nach unserer 
Definition [vgl. den Schluss des Satzes (14.)] 

V — a + 2 

die Grundzahl des Systems. Besteht daher das System, bereits von 

Hause aus^ aus a einfach zusammenhängenden Flächenstücken , so 

wird seine Grundzahl gleich 

O-a-f-2 

sein. Also der Satz: 
(17.) Dritter Satz. — Die Grundzahl eines Systems, welches aus a ein- 

fiadi zusammenhängenden Flächenstücken besteht, ist stets = (2 — a). 
Setzt man beispielsweise a = 1, denkt man sich also ein System, 

welches nur aus einer einzigen Fläche besteht, so gelangt man zu 

folgendem specielleren Resultat: 
(17 a.) Vierter Satz. — Die Grundzahl einer beliebig gegd^enen einfach 

zusammenhängenden Fläche ist stets = 1. 

§6. 

Weitere Botraohtnngen über ein beliebig gegebenes Fläohensysteixu 

Es sei @ ein beliebig gegebenes Flächensj/^fem (oder auch eine 
beliebig gegebene einzelne Fläche), femer sei N die Grundzahl 
von ©. 
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Führen wir v' beliebige Querschnitte aus, so entsteht ein Flächen- 
system, dessen Grundzahl gleich N — v' ist. Lassen wir sodann 
zu jenen Querschnitten q' Rückkehrschnitte hinzutreten, so entsteht 
ein Flächensystem, welches ebenso wie das vorhergehende die Grund- 
zahl N — v' besitzt. Lassen wir hierauf v" Querschnittte und 9" 
Rückkehrschnitte zu den schon vorhandenen Schnitten hinzutreten, 
so entsteht ein Flächensystem, dessen Grundzahl gleich iV— v' — v" 
ist, u. s. w. Air dies ist eine unmittelbare Folge der Sätze (15.) 
und (16.). 

Führen wir also in dem gegebenen Systeme © in irgend wel- 
cher Reihenfolge im Ganzen v Querschnitte und q Rückkehrschnitte 
aus, so wird 

die Grundzahl des resultirenden Flächensystems sein. Wir wollen 
nun annehmen, dieses letztere System bestände aus a Flächenstücken, 
von welchen jedes einfach zusammenhängend ist. Zufolge des Satzes 
(17.) wird sich in diesem Falle die Grundzahl dieses Systems noch 
in anderer Art, nämlich durch 

2 — a 
ausdrücken lassen. Demnach wird bei der gemachten Annahme 

' N—v = 2 — a, 
d. i. 

sein.' Somit gelangen wir zu folgendem Ausspruch: 

Fünfter Satz. — Kann ein Flächensystem © oder auch eine einzelne 
Fläche © durch irgend welche v Qtierschnitte und durch irgend weldve 
(18.) Q Rückkehrschnitte in a Flächenstücke verwandelt werden , von denen 
ein jedes einfach msammenhängend ist, so tvird jederzeit 

•i/-a + 2 
die Grundzahl von © sein. 

Dieser Satz ist von einer gewissen praktischen Bedeutung. Denn 
mittelst desselben kann man z. B. die Grundzahl einer bestimmt gegebenen 
Fläche selbst dann, wenn dieselbe sehr complicirter Gestalt ist, ziemlich 
leicht ermitteln. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Beschaffenheit einer völlig 
ufibekannten Fläche % näher zu untersuchen, falls die Grundzahl der- 
selben gegeben, und zwar = 1 ist. 

Da die Fläche § selbstverständlich den beiden Anforderungen 
(9.), (10.) entsprechen soll, so ist sie [zufolge (10.)] durch irgend 
welche, {Ärer Zahl und Lage nach unbekannte Querschnitte ?i, ^2, . . . Jy 
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in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelbar. Zufolge des 
Fundamentaltheorems (14.) gilt alsdann für die Gfrundzahl N der 
Fläche g die Formel 

oder, weil im gegenwärtigen Fall die Anzahl a der durch die Quer- 
schnitte 9i,q2} "'Qv erhaltenen einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücke = 1 ist: 

N^v + 1. 

Diese Formel aber nimmt, weil die Grundzahl N der Fläche g ge- 
geben und zwar = 1 ist, die Gestalt an: 

woraus folgt: 

v = 0. 

Jene unbekannte Fläche ^ ist also durch Querschnitte in eine 
einfach zusammenhängende Fläche yerwandelbar. D. h. sie ist schon 
von Hause aus eine einfach zusammenhängende. 

Wir sehen somit, dass jedwede Fläche von der Grundzahl 1 eine 
einfach zusammenhängende ist. Zufolge (17 a.) gilt aber auch der um- 
gekehrte Satz; sodass wir zu folgendem Resultat gelangen: 

Sechster Satz. — Jede Fläche von der Grundzahl 1 ist eine ein- 
(19.) fach zusammenhängende. Und umgekehrt vnrd jedu^ede einfach zusam- 
mentiängende Fläche die Grundzahl 1 besitzen. 

Repräsentirt ^ irgend eine unbekannte Fläche, so wird dieselbe 
[weil die Anforderungen (9.), (10.) stets als erfüllt betrachtet werden 
sollen] zufolge (10.) durch irgend welche ihrer Zähl und Lage nach 
unbekannte Querschnitte g^, 22? • • • Q^ i° ^^^^ einfach zusammen- 
hängende FläcJie verwandelt werden können. Alsdann aber hat die 
Grundzahl N der Fläche g, zufolge des Fundamentaltheorems (14.), 
den Werth: 

d. i. den Werth: 

N=v — \ + 2 = v+ 1; 

denn im gegenwärtigen Falle ist die Anzahl a der durch die Quer- 
schnitte 2i, ^2} ' ' ' Qv resultirenden einfach zusammenhängenden 
Flächenstücke = 1. Wir erhalten also: N== v -{- 1, oder, was das- 
selbe ist: 

v = N- 1, 

und gelangen daher zu folgendem Resultat: 

Siebenter Satz. — Eine beliebig gegebene [selbstverständlich aber 
(20 den Anforderungen (9.), (10.) entsprechende] Fläche ist [zufolge (10.)] 
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stets durch irgend tüdche Querschnitte in eine einfach zusammenhängende 
Fläche verwandelbar. Und wenn auch die Lage und Configuration 
der hiereu erforderlichen Querschnitte in mannigfaltiger Weise variirt 
werden kann, so wird dodi ihre Anzahl stets ein und dieselbe, näm- 
lich stets = {N — 1) sein, falls N die Grundzahl der gegebenen FläcJie 
vorstellt 

Hieraus folgt sofort^ dass in einer Fläche von der Grundzahl N 
stets {N — 1) dieselbe nicht zerstückelnde Querschnitte ausführbar sind. 
Denkt man sich aber irgend welche {N — 1) die Fläche nicht zer- 
stückelnde Querschnitte ausgeführt, so wird die Fläche dadurch stets, 
wie jene Querschnitte im üebrigen auch immer beschaffen sein 
mögen, in eine Fläche von der Grundzahl 1 sich verwandeln; wie 
solches aus einem früheren Satz (15.) unmittelbar folgt. Beachtet 
man schliesslich, dass [nach (19.)J eine Fläche von der Grundzahl 1 
stets eine einfach zusammcnMngende Fläche ist, so gelangt man also 
zu folgendem Resultat: 

Vollständigere Form des siebenten Satzes. — In einer Fläche 
von der Grundzahl Nsind stets {N — 1) dieselbe nicht zerstückelnde 
(21,) Querschnitte ausführbar. Denkt man sich aber (N— l) derartige Quer- 
schnitte wirklich construirt, so wird dadurch die Fläche stets, une 
diese Querschnitte im Üebrigen auch beschaffen sein mögen, in eine ein- 
fach zusammenhängende Fläche übergehen. 

Erste Bemerkviig. — Jede [den Anforderungen (9.), (10.) entspre- 
chende] Fläche ist durch Ausführung irgend welcher Querschnitte ^i^ q^, 
. . , q^ in eine ein&ch zusammenhängende Fläche yerwandelbar. Die An- 
zahl V dieser Querschnitte wird aber, zufolge des Satzes (20.) stets ==(JV~1) 
sein, falls N die Grundzahl der gegebenen Fläche vorstellt. Somit ergiebt 
sich: JV= (v -|- 1), oder, weil v (seiner Bedeutung nach) eine der Zahlen 
0, 1, 2, 3, . . . repräsentirt: 

N^l, 2, 8, 4, ... 
D. h.: Die Grundzahl einer den Anforderungen (9.), (10.) enUprechenden 
Fläche wird stets durch eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, ... dargestellt sein. 

Zweite Bemerkung. — Durch den eigenthümlichen Gang der von uns 
in diesem Capitel angestellten Betrachtungen sind wir unwillkflrlich zu 
einer Ausdrucks weise geführt worden, die Ton der Biemann' sehen etwas 
abweicht. Doch entsteht in dieser Beziehung völlige Uebereinstimmung, 
wenn wir jedwede Fläche von der Grundzahl N eine N-fach zusamfnen- 
hängende Fläche nennen; — was übrigens z. B. für den Fall N=^l schon 
durch den Satz (19.) geboten ist. 

Es seien a einzelne Flächen 3i, Sa; • • • 5« gegeben respec- 
tive mit den Grundzahlen N^, N^, * . . Na, Zufolge (20.) respective 
(21.) ist alsdann z. B. gx durch (Ny. — 1) Querschnitte in eine ein- 
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fach zusammenhängende Fläche verwandelbar. Demnach kann das 
ganze System (g^, gs? • • • S«) durch 

d. 1. durch 

{N, + N, + ... + Na)-a 

Querschnitte in a Flächen verwandelt werden, deren jede einfach 
zusammenhängend ist. Hieraus aber folgt [Satz (18.)], dass die Grund- 
• zahl jenes Systems (fj^, (Jj, . . . 5«) ^«^ Werth hat: 
(N, + N, + ... + Na) - 2a + 2; 
sodass man also zu folgendem Resultat gelangt: 

Achter Satz. — Sind a ciniselne Flächen gegeben respective mit 
(22.) den Grundzahlen N^, N^, . . . Na, so wird die Grundzahl des aus aW 
diesen Flächen bestehenden Systems den Werth besitzen: 

(N, + N, + ... + Na)-2a+2. 
Ein Specialfall dieses Satzes ist der frühere Satz (17.) 

Wir wollen uns jetzt irgend eine Fläche g gegeben denken, 
auf derselben irgend einen Punkt markiren, und das Bereich U dieses 
Punktes mittelst eines unendlich kleinen Rückkehrschnittes von der 
Fläche abtrennen. Das nach Absonderung des Bereiches U von der 
Fläche j^ noch übrig bleibende Stück mag % heissen. üeberdies 
mögen die Grundzahlen von g, % und U respective mit N, ^und 
n bezeichnet werden. 

Die Grundzahl des Systems (5, U) lässt sich nun in doppelter 
^ Weise angeben. Einerseits ist dieselbe nämlich [nach (22.)] 

und andererseits ist sie [zufolge des früheren Satzes (16.)] = N 

Somit foltrt: 

^ N={N+n)^2, 

oder, weil [zufolge (9.) und (17a.)] die Zahl w == 1 ist: 

N=N+V, 
sodass man also zu folgendem Satze gelangt: 

Neunter Satz. — Eine Fläche von der Grundzahl N verwandelt 
(23.) sich, durch Herausnahme eines einzelnen Punktes, in eine Fläche van 
der Grundzahl (iV+ 1)- Dabei ist unter der Herausnahme eines 
Punktes die Herausnahme eines beliebig kleinen den Punkt umgeben- 
den Flächenstücks zu verstehen. 

Eine einfach zusammenhängende Fläche bleibt, falls sie irgend- 
(24.) einer stetigen Umformung unterworfen wird, fortdauernd einfach zu- 
sammenhängend; wie solches aus der Definition der einfach zusammen- 



Digitized by 



Google 



Geometrische Betrachtangen. 161 

hängenden Fläche [(2.) p. 146] unmittelbar folgt. Mit andern Worten 
[vgl. (19.)]: Eine Fläche von der Grundzahl 1 wird diese Grundzahl^ 
auch bei irgend welcher stetigen Umformung, fortdauernd beibehalten. 
Dieser Satz lässt sich leicht erweitern. 

Eine Fläche ^ von der Grundzahl N ist nämlich stets [vgl. 
(20.), (21.)] durch gewisse (JV— 1) Querschnitte g^, q^ . . > Qn^i in 
eine einfach zusammenhängende Fläche fj^^) verwandelbar. Unterwirft 
man nun die Fläche $ irgend einer stetigen Umformung, und lässt 
man an dieser Umformung auch die genannten Querschnitte, mithin 
auch die Fläche 5^*^ participireu, so werden 

5; ?o ^2; • - ^^-1 ^^^ 5^'^ 
irgend welche andere Gestalten 

®) ^1? ^2} • • • ^N-i und @(^) 
annehmen; und zwar wird @^^^ [zufolge des Satzes (24.)], ebenso wie 
2^^*^ eine einfach zusammenhängende Fläche sein. Da nun aber 6J 
mittelst der {N — 1) Querschnitte ^^ f^, * » - ^s-i in diese einfach 
zusammenhängende Fläche @^^' sich verwandelt, so folgt hieraus 
[mittelst des Satzes (20.)], dass @ selber eine Fläche von der Grund- 
zahl N ist. Also der Satz: 

Zehnter Satz. •— Eine Fläche von der Grundzahl N wird diese 
(25.) Grundzahl, auch bei irgend welcher stetigen Umformung, fortdauernd 
beibehalteti, Oder mit andern Worten: Die Grundzahl einer Fläche 
erleidet durch stetige Umformung derselben keinerlei Abänderung. 

§7. 
TTeber die Bandourven einer Fläche respective eines Fläohensystems. 

Es sei @ ein beliebig gegebenes Flächensystem oder auch eine 
beliebig gegebene einzelne Fläche. Wir führen in © einen belie- 
bigen Querschnitt aus. Was die Lage dieses Querschnittes anbe- 
langt, 80 sind überhaupt nur drei Fälle denkbar. Fig. i. 

Erster Fall: Der Querschnitt nimmt sei- 
nen Anfang in irgend einer Randcurve A und 
endigt in irgend einer anefem Randcurve JS. Als- 
dann werden sich die beiden genannten Curven' 
A und B [vergl. Fig. I] mit den beiden Ufern 
des Querschnitts zu einer einzigen Randcurve ^ 
vereinigen. An Stelle der beiden Randcurven 
A und B haben wir also in diesem Falle nach 
Ausführung des Querschnittes nur eine einzige Randcurve. Mit 

Neumann, Abersche Integrale. 2. Aufl. 11 
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andern Worten: Die Anzahl der Randcurven wird durch den Quer- 
schnitt um 1 vermindert 

Zweiter Fall: Der Querschnitt nimmt seinen Anfang in irgend 
einer Randcurve A und endigt in irgend einem pig. n. 

Punkt derselben Curve. Bezeichnen wir [Fig. II] 
die beiden Theile, in welche A durch den An- 
fangs- und Endpunkt des Querschnittes zerlegt 
wird, mit A' und A'\ so wird A' mit dem einen 
Ufer des Querschnittes zusammengenommen eine 
einzige in sich zurücklaufende Bandcurve bilden, 
und ebenso -4" mit dem andern Ufer jenes Schnit- 
tes zusammengenommen. In diesem Fall wird also die Anzahl der 
vorhandenen Randcurven durch Ausführung des Querschnittes um 1 
verfnehrt werden. 

Dritter Fall: Der Querschnitt ist ein sigmaßrmiger. D. h. er 
nimmt seinen Anfang in irgend einer Randcurve A [Fig. JII] und 
endigt in irgend einem Punkt seines frühe- 
ren Laufes. Ein solcher sigmaformiger Quer- ^^^1^ 
schnitt kann als ein Complex von einem Rück- 
kehrschnitt s und von einem Querschnitt q 
angesehen werden. Der letztere wird dann 
seinen Anfang in der Randcurve A^ und 
sein Ende in dem einen Ufer des Schnittes s 
haben. 

Wir wollen uns nach einander zuerst s und 
sodann q ausgeführt denken. Durch den Rückkehrschnitt 5 wird 
die Anzahl der vorhandenen Randcurven offenbar um 2 vermehrt] 
denn das eine Ufer von s bildet für sich allein eine vollständige in 
sich zurücklaufende Randcurve; und Gleiches gilt auch von dem 
andern Ufer. 

Lassen wir nun gegenwärtig den Querschnitt q sich anschliessen, 
so wird dieser, ebenso wie der im ersten Fall behandelte, zwei ver- 
schiedene Randcurven mit einander verbinden, folglich eine Vermin- 
derung der Bandcurven-Anzahl um 1 verursachen. 

Durch beide Schnitte 5 und g zusammengenommen tritt also 
eine Vermehrung der Randcurven um 1 ein. D. h. jene Anzahl wird 
durch den hier im dritten Falle betrachteten Querschnitt um 1 ver- 
mehrt. 

Alle drei Fälle zusammengetasst, gelangen wir daher zu folgen- 
dem Resultat: 
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Erster Satz. — Die Anzahl der bei irgend einem Flächensystem 

(1.) oder bei irgend einer einzelnen Fläche vorhandenen Randcurven wird 

durch jeden Querschnitt entweder um 1 vermehrt, oder um 1 vermindert, 

Bemerkung. — Die Figur III zeigt in deutlicher Weise, dass ein sigma- 
förmiger Querschnitt stets zwei Uferlinien besitzt, nämlich erstens eine 
innere y geschlossene ^ und andererseits eine äussere , ungeschlossene Uferlinie. 
Die beiden Endpunkte der letztem liegen einander unendlich nahe und 
befinden sich z. B. in jener Figur III beide auf der Curve A, 

Eine beliebig gegebene Fläche fj von der Grundzahl N kann 
[nach (20.) pg. 158] durch (^ — 1) Querschnitte in eine Fläche 
5^^^ verwandelt werden, welche einfach zusammenhängt, deren Rand- 
curven- Anzahl also [nach (8.) pg. 151] nothwendiger Weise = 1 ist 

Bezeichnet man nun die ursprüngliche Randcurven- Anzahl der 
Fläche f5 mit JR, so wird diese Zahl B [vergl. (1.)] durch jeden der 
in Rede stehenden {N— 1) Querschnitte um b vermehrt, wo f = + 1 
ist. Bezeichnet man also die jenen {N — 1) Querschnitten entspre- 
chenden Vermehrungen der Reihe nach mit «i, «2» • • • ^^-i; so muss 

-R + «1 + «8 + • • • + ^s-i 
gleich der Randcurven- Anzahl von ^^^\ d. i. gleich 1 sein. Somit 
ei^ebt sich die Formel: 

JB + f j + £2 + . . . + Bs-\ = 1. 
Ist unter den Grössen £,,62,... fj^—i die Anzahl derjenigen, welche 
den Werth + 1 haben, gleich v, mithin die Anzahl derer, welche 
den Werth — 1 besitzen, gleich (^—1 — v), so verwandelt sich 
die eben aufgestellte Gleichung in 

R + v-^iN-l -v) = 1, 
d. i. in E = (N—2v). 

Zufolge seiner Bedeutung ist v irgend eine Zahl aus der Reihe 

0, 1, 2, ...,rjv-i), 

mithin 2v eine Zahl aus der Reihe 

0, 2, 4, ...,(2iV-2). 
Aus der soeben erhaltenen Gleichung 

B = (N-'2v) 
ergiebt sich daher, dass B eine Zahl sein muss, welche zur Reihe 

N,{N-2),iN-4), ...,i2-N) 
gehört. Seiner Bedeutung zufolge kann natürlich R niemals nega- 
tiv sein; jedenfalls aber haben wir folgenden Satz: 

Zweiter Satz. — • Bezeichnet man für irgend eine Fläche die Grund- 
zahl und die Bandcurven- Anzahl respective mit N und B, so wird 
Bj falls N gegeben ist, stets einen, der Werthe haben: 

11* 
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(2.) B=^N, {N-- 2), (JV - 4), (JV - 6), etc. etc. 

Und umgekehrt wird also, falls R gegeben sein sollte, die ZaJd N stets 
einen der Werthe 
(3.) N=R, {R + 2), (R + 4), {R + 6), etc. etc. 

hesitßen. 

Diesem Satze schliesst sich, was den Fall der geschlossenen Flächen 
betrifft, sofort folgende speciellere Bemerkung an: 

Dritter Satz. — ^Versteht man unter ^ irgeitd eine geschlossene 
Fläche, mithin [vgl. (5.) pg. 150] unter % die zugeMrige purJctirte 
Fläche, so besitzt % mir eine einzige Randcurve. Folglich mrd [nach 
(3.)] die Grundzahl N dieser Fläche 5 einen der Werthe 

(4.) N=l, S, 5, 7, 9, etc. etc. 

besitzen. Und hieraus folgt weiter [Satz (20.), (21.) pg. 158], dass 
die AnzcM derjenigen Querschnitte, welche zur Umtvandlung der Fläche 
% in eine einfach zusammenhängende erforderlich sind, durch dne 
der Zahlen: 

(5.) 0, 2, 4, 6, 8, etc. etc. 

dargestellt sein wird. 

Den gegenwärtigen Betrachtungen schliessen sich einige wei- 
tere Sätze an, die hier nur deswillen aufgeführt werden sollen, weil 
sie bequeme Stützpunkte abgeben werden für unsere späteren Unter- 
suchungen. So z. B. ergiebt sich folgender 

Vierter Satz. — Ist die Randcurven-Anzähl einer Fläche 5 gleich 

zwei, so kann dieselbe durch irgend welchen von der einen zur andern 

(6.) Randcurve laufenden Querschnitt niemals zerstücJcelt u?erden. Ufid zu?ar 

wird die so entstehende neue, in sich zusammenhängende Fläche nur 

noch eine einzige Randcurve besitzen. 

In der That schmelzen nämlich die beiden ursprünglichen Rand- 
curven durch jenen Querschnitt zu einer einzigen zusammen [vgl. den 
ersten Fall p. 161]. Das Vorhandensein nur einer einzigen Rand- 
curve ist aber ein sicheres Anzeichen dafür, dass die Fläche durch 
jenen Querschnitt nicht in getrennte Stücke zerfallen ist. Q. e. d. 

Um nun weiter zu gehen : Jede einem Flächensystem zugehörige 
ganze Zahl, wie z. B. seine Grundzahl, seine Randaifven-AnzaJd, seine 
Flächenindimduen-Anzahl (d. i. die Anzahl der zum System gehörigen 
einzelnen Flächen), kann bei einer stetigen Deformation des Systems 
sich immer nur in stetiger Weise ändern, und muss also, weil ganze 
Zahlen einer stetigen Aenderung unfähig sind, während jener De- 
formation constant bleiben. Entsteht also z. B. aus einer gegebenen 
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Fläche ^ durch irgend welchen Querschnitt ein Flachensystem von 
der Individuen- Anzahl a, so wird diese Anzahl, falls man den Quer- 
schnitt irgend welcher stetig fortschreitenden Deformation unterwirft^ 
constanty «=» a bleiben. Hieraus ergiebt sich für den speciellen Fall : 
a = 1 folgender Satz: 

Ffinfter Satz. — Denkt man sich in einer gegebenen Flädie ^ 

irgend einen dieselbe nicht gerstückelnden Querschnitt ausgeführt , so 

(7.) ivird eine Zerstückelung auch dann nicht eintreten können, toenn man 

nachträglich jenen Querschnitt irgend welche^ stetig fortschreitenden 

Deformation unterwirft. 

Der Anfangspunkt des in Rede stehenden Querschnittes liegt 
stets anf einer Randcurve der Fläche 5; ^^i^d durch eine stetige De- 
formation des Querschnitts wird man offenbar diesen Anfangspunkt 
längs jener Curve beliebig verschieben, also denselben nach einer 
beliebig vorgeschriebenen Stelle jener Curve hintransportiren können. 
Analoges gilt vom Endpunkt des Querschnittes. 

Sind insbesondere der Anfangspunkt und der Endpunkt des 
Querschnitts beide auf ein und derselben Randcurve S der Fläche ^ 
gelegen, so wird man den Querschnitt durch eine stetige Deformation 
z. B. auch in einen signia- 
förmigen Querschnitt zu ver- _CurX£-^ 
wandeln im Staude sein. Re- 
präsentirt z. B. in beistehen- 
der Figur der obere Bogen 
ein Bruchstück der Randcurve 
S, nnd aßyd den in Rede 
stehenden Querschnitt , so 
wird man, durch eine stetige 
Deformation des Querschnitts, seinen Endpunkt d über d', d" nach 
er, und hierauf weiter nach d'" und ä"" verschieben, und in solcher 
Weise den Querschnitt selber successive in die Gestalten: 

ccßyd% ccßyd'\ aßya,\aßy8''\ aßyS"" 
versetzen können. Von diesen Gestalten sind aber die beiden letzten 
sigmaförmige. und umgekehrt wird man den in Rede stehenden 
Querschnitt, falls er etwa zu Anfang die sigmaförmige Gestalt aßyd'"^ 
haben sollte, durch stetige Deformation in die gewöhnliche Gestalt 
aßyd zu versetzen im Stande sein. — Man gelangt daher auf Grund 
des Satzes (7.), und indem man (der Einfachheit willen) die betrach- 
tete Fläche f5 noch gewissen specielleren Voraussetzungen unter- 
wirft, zu folgendem Resultat: 
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Sechster Satz. — Es sei ^^ eine Fläche mit nur einer Band- 
es.) curve. Ueherdies sei die Fläche 5 Je eine einfach eusammenhänffende, 
mithin ihre Grundzahl verschieden von 1 ; sodass also nothwendiger Weise 
irgend ein die Fläche nicht zerstückelnder Querschnitt construirba/r ist. 
Alsdann Jcann man durch stetige Deformation diesen Querschnitt, falls 
er ein gewöhnlicher sein sollte, in einen sigmaförmigen, und um- 
gekehrt, falls er ein sigmaförmiger sein sollte, in einen gewöhn- 
lichen verwandeln, — ohne dass dabei eine Zerstückelung der Fläche 
f5 0U hefürchten stünde. 

' Um die Hauptsache hervorzuheben: Entspricht die Fläche g den 
genannten Bedingungen, so kann man stets einen die Fläche nicht zer- 
stückelnden Querschnitt ausführen^ und dabei diesem Querschnitt — ganz 
nach Beliehen — die gewöhnliche oder auch die sigmaförmige Ge- 
stalt verleihen. Auch kann inan im erstem Faü, wenn a und d zu?ei 
am Bande von ^ willkürlich vorgeschriä)ene Punkte bezeichnen, dafür 
sorgen, dass der Anfangs- und Endpunkt des Querschnitts respective 
mit a und d coincidiren. Desgleichen kann man im letztern Faü 
dafür sorgen, dass der Anfangspunkt des Querschnitts die vorgeschrie- 
bene Lage a erhält 

Dabei sind schliesslich, auf Grund der früher pg. 162 ange- 
stellten Betrachtungen, noch folgende Bemerkungen zuzufügen: 

Siebenter Satz. — Hält man fest an den im vorhergehenden Satze 
über die Fläche 5 gemachten Voraussetzungen — Uire Bandcurve mag 
(9.) S heissen —, und denkt man sich irgend einen die Fläche 3f nicht 
zerstückelnden Querschnitt q aufgeführte so wird die so entstehende neue 
Fläche stets zwei Bandcurven 5| und 8^ haben, wobei zwei Fälle zu 
unterscheiden sind. 

Ist nämlich q ein gewöhnlicher Querschnitt , so besteht Si aus 
dem einen Ufer von q und einem Theile von S, andererseits S^ aus 
dem andern Ufer von g, und dem noch übrigen Theüe von S, 

Ist hingegen q ein sigmaförmiger Querschnitt, so ist S^ darge- 
stellt durch das innere Ufer von q [vgl. die Bemerkung p. 163], 
andererseits aber S^ zusammengesetzt aus dem äussern Ufer von q und 
aus der Curve S. 

Die hier betrachtete Fläche ^ sollte [nach (8.)] nur eine Rand- 
curve haben. Folglich ist ihre Grundzahl [vgl. (3.)] eine der Zahlen 
1, 3, 5, 7; 9 etc. Andererseits aber sollte 5 [nach (8.)] eine von 
1 verschiedene Grundzahl besitzen. Also ist dieselbe nothwendiger 
Weise dargestellt durch eine der Zahlen: 

3, 5, 7, 9, etc. etc. 
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Bezeichnet man also fär den Augenblick jede Fläche von der Grund- 
zahl j^und der ßandcurven- Anzahl R mit 

SO hat man die betrachtete Fläche g mit gj(*i4-i) zu benennen. Diese 
verwandelt sich durch Ausführung des in (9.) genannten Querschnitts 
in eine Fläche ^2^^^^- Diese letztere aber verwandelt sich alsdann 
mittelst eines neuen Querschnitts (6.) in eine Fläche 5i^*'^^^5 sodann 
diese mittelst eines abermaligen Querschnitts (9.) in eine Fläche 
fjg^*^^*^; — sodass man also der Reihe nach erhält: 

g^(«H-i), 2f,(«j.), gj(»i-i), g,(»P-»), g/»P-»), etc. etc., 

WO die untern Indices altemirend 1 und 2 sind. Setzt man diese 
Operationen hinreichend weit fort, so erhält man schliesslich offen- 
bar eine Fläche 

d. L eine Fläche von der Grundzahl 1 und mit nur einer Bandcurve. 

Bemerkung. — Jn den früheren Paragraphen haben wir ans absicht- 
lich auf nnsere geometrische Anschaung nur bei Elementarflächen oder 
(was auf dasselbe hinauskommt) bei den einfach zusammenhängenden Flä- 
chen verlassen. 

Im gegenwärtigen Paragraph hingegen haben wir der geometrischen 
Anschauung auch Vertrauen geschenkt bei ganz beliebig gegebenen Flächen; 
und das dürfte weniger sicher sein. Und in der That giebt es Flächen, 
für welche die Betrachtungen dieses Paragraphs unrichtig sind. 

Man denke sich z. 6. aus Papier ein langgestrecktes Rechteck aaßb 
verfertigt: 

j . ß 

nt fi 



und gebe diesem Papierstreifen um seine Mittellinie my, ein Torsion von 
180*^; sodass die beiden kurzen Seiten ab und aß wieder parallel werden, 
aber einander entgegengesetzte Richtungen erhalten. 

Solches ausgeführt gedacht, ist alsdann ab gleichgerichtet mit ßa 
(nicht mit aß). Diese gleichgerichteten Linien ab und ßa nähere man 
jetzt einander, ohne dabei ihre Richtungen zu ändern, was mittelst einer 
geeigneten Biegung des Papierstreifens leicht zu bewerkstelligen ist; und 
hefte sie schliesslich aneinander, also a an |3, und b an cc. 

Die in solcher Weise entstehende (ringförmig in sich zurücklaufende) 
Fläche, welche zuerst von MöbiiM untersucht wurde, hat, wie leicht zu 
übersehen, die Grundzahl 2 und die Bandcurven- AnzaM 1. Sie widerspricht 
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daher den Sätzen (2.), (8.) und zeigt, dass denselben keine unamschHlnkte 
Gültigkeit zukommt. 

Die Ableitung dieser Sätze moss daher mit irgend welchem Fehler 
behaftet sein, und ein solcher Fehler zeigt sich in der That in den Be- 
trachtungen des zweiten Falles pg. 162. Denn jene Möbias'sche Fläche 
z. B. besitzt nur eine Bandcarve, verwandelt eich aber durch einen geeig- 
neten Querschnitt in die Fläche eines Rechtecks, also in eine Fläche, die 
ebenfalls nur eine Randcurve hat; woraus hervorgeht, dass die dortigen 
Betrachtungen unter Umständen unrichtig sind. ü. s. w. 

Eine charakteristische Eigenschaft der soeben besprochenen MObius- 
schen Fläche besteht darin, dass man bei ihr nicht mehr von stoei versdnede- 
nen Seiten sprechen kann. Denn wollte man z. B. bei irgend einem Flächen- 
element derselben eine bestimmte Seite schwarz anstreichen, und mit -die- 
sem Anstrich der Continuität entsprechend von Element zu Element fort- 
gehen, so würde schliesslich die ganze Fläche, und zwar jedes Flächen- 
element auf beiden Seiten schwarz angestrichen sein. 

Demgemäss kann man alle Überhaupt denkbaren Flächen in zwei 
Kategorien bringen, nämlich erstens in die Kategorie derjenigen Flächen, 
. bei denen zwei verschiedene Seiten für die ganze Fläche in bestimmter 
Weise und ohne Verletzung der Continuität sich festsetzen lassen, und 
zweitens in die Kategorie derjenigen Flächen, bei denen (wie z. B. bei der 
Möbius*8chen Fläche) solches nicht möglich ist. Man kann etwa die erstem 
als bilaterale, die letztern als unilaterale Flächen bezeichnen. 

Mne genauere Ueberlegung zeigt ntm, dass die Sätze des gegenwär- 
tigen Paragraphs durchweg Anwendbar sind auf bilaterale Flächen, Und 
da wir im Folgenden stets nur mit bilateralen Flächen zu thun haben ufer- 
den, so werden wir dabei von diesen Sätzen, ohne irgend welche Bestriction, 
Gebrauch macfien dürfen. 

§ 8. 
Ueber die GmndBahl einer Biemann'schen Xugelfläoho. 

Es sei SR eine beliebig gegebene Riemann'sche Eugelfläche, und 
n die Anzahl der in ihr über einander gelagerten Blätter. In dieser 
Fläche mögen im Ganzen ä Windungspunkte vorhanden sein, von 
welchen der erste mi-blättrig, der zweite mg-blättrig u. s. w., endlich 
der letzte m^-blättrig ist*). Ferner sei ?ft die zugehörige punktirte 
Fläche [vgl. (5.) p'g. 150]. Es soll die Grundzahl N dieser Flädie 91 
ermittelt werden. 

Wir haben früher [vgl. (25.) pg. 161] gesehen, dass die Grund- 
zahl einer Fläche durch irgend welche stetige Umformung der Fläche 
keinerlei Aenderung erfahrt. Hiervon machen wir Gebrauch, um 

*) Ein Windnngspunkt iat m-blättrig, wenn in ihm m Blätter der Fläche 
mit einander zusammenhängen; also dann, wenn er von der (m — 1)^'^ Ord- 
nung ist. 
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uns die gestellte Aufgabe zu erleichtern. Wir denken uns nämlich 
durch stetige Umformung die auf ^ vorhandenen tc Windungspunkte 
der Art verschoben, dass nirgends zwei solche Punkte gerade über 
einander liegen^ und gehen nunmehr erst an die Berechnung von N, 

Wir führen auf der Kugeliläche 91 zwei kreisförmige und ^ 
geradlinige, im Ganzen also (ä + 2) Schnitte aus, von welchen jeder, 
seinem ganzen Laufe nach, alle n Blätter der Fläche durchdringt 
Durch die beiden Kreisschnitte soll die gegebene Eugelfläche 9ft in 
drei Theile zerlegt werden, in zwei äussere calottenfSrmige, und in 
einen mittleren gürtelförmigen TheiL Die beiden ersteren mögen 
S und 6', der letztere @ genannt werden; und 
die beiden Ereisschnitte mögen der Art ausge- 
führt gedacht werden, dass sämmtliche yt Win- 
dungspunkte innerhalb ® liegen, dass mithin (S 
und 6' von Windungspunkten völlig frei sind. 

Die Jt geradlinigen Schnitte mögen dazu 
dienen, um den Gürtel @ in jc Theile zu zer- 
legen, von welchen jeder immer nur je einen Win- 
dungspunkt in sich enthält; und jeder von diesen geradlinigen (oder 
genauer ausgedrückt bogenförmigen) Schnitten mag seinen Anfang 
in dem einen, und sein Ende in dem andern Ereisschnitt haben. 
Die n Theile, in welche & auf diese Weise zerlegt wird, mögen mit 
®i, ®2, ... ®n bezeichnet werden, und zwar in solcher Weisse, 
dass ®i den Wj- blättrigen, &2 ^^^ mg- blättrigen, u. s. w., endlich 
&/i den n};(-blättrigen Windungspunkt in sich enthält. 

Die Galotte & besteht aus n von einander getrennten einblätt- 
rigen Flächenstücken, von welchen jedes durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandelt werden kann, von welchen also 
jedes einfach zusammenhängend ist. Gleiches gilt von der Calotte (£'. 

Was ferner die tc Theile anbelangt, in welche wir den Gürtel 
® zerlegt haben, so besteht jeder derselben aus einer Windungs- 
fiäche und aus einer gewissen Anzahl einblättriger Flächenstücke. 
So besteht z. B. @x aus einer Wx-blättrigen Windungsfläche und 
aus (n — mx) einblättrigen Flächenstücken, im Ganzen also aus 
(n — fWx + 1) Flächenstücken; jedes von diesen Flächenstücken kann 
durch stetige Umformung in eine Elementarfläche verwandelt wer- 
den, ist also einfach zusammenhängend [vgl. (2 a.) pg. 147]. 

Durch unsere (ä + 2) Schnitte mrd demnach die Fläetie 9i im 
Ganzen in 

2n + (n - m, -f 1) -f (n - m, -f 1) + . . . + (n - w. + 1), 
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d. i. in 

(1.) (ä + 2) w — (wi + Ws, + . . . + m^ + Ä 

einzelne FUchenstücke zerfallen, von welchen jedes einfach zusammen- 
hängend ist. 

Wir müssen nun ferner untersuchen, wie viel Quef'- und Bück- 
Icehrschnitte durch unsere (ä + 2) Schnitte dargestellt werden. Die 
beiden kreisförmigen Schnitte bilden, weil sie alle n Blätter durch- 
dringen, im Ganzen 2n in sich zurücklaufende Schnitte. Yen diesen 
ist einer als ein Querschnitt anzusehen, nämlich als ein Querschnitt, 
dessen Anfang und Ende am Rande der in 9^ vorhandenen kleinen 
OeflFnung sich befinden. Die übrigen (2n — 1) hingegen sind als 
Rückkehrschnitte aufzufassen. Was femer die n geradlinigen Schnitte 
anbelangt, so ist jeder derselben als ein Aggregat von n Querschnitten 
anzusehen. Es werden also durch unsere {% + 2) Schnitte im Ganzen 

(2.) (nÄ + 1) Querschnitte wnd (2n — 1) Rückkehrschnitte der Fläche 91 
dargestellt sein. 

Zerfallt nun aber eine gegebene Fläche durch v Querschnitte 
und irgend welche Rückkehrschnitte in a einfach zusammenhängende 
Stücke, so ist [Satz (18.) pg. 157] die Grundzahl der Fläche 
= (v — a + 2). In unserm Falle ist nach (1.) und (2.): 
a = (ä + 2) n — (Wi + Wg + . . . + w«) + Ä, 
V = njc + !• 
Demnach ergiebt sich für die Grundzahl N unserer Fläche jft fol- 
gender Werth: 

(3.) N= 3 — 2n + (i»i + m, -f . . . -f m«) — tc. 

Die Jt auf 91 vorhandenen Windungspunkte sind der Reihe nach 
von der (m^ — 1)^^, von der (m^ ■— l)**'', u. s. w., endlich von der 
(w;t — !)*•'' Ordnung. Wir bezeichnen die Summe all dieser Ord- 
nungszahlen mit w, also: 

w = C^i — 1) + (m^ — 1) + . . . + (w;, — 1), 
d. i.: 

w == (wi -f- W2 + . . . + Wä) — jr. 

Hierdurch verwandelt sich der für iV" erhaltene Werth (3.) in: 
(4.) iV'=3-2n + W5 

sodass wir also zu folgendem Satz gelangen: 

Theorem. — Besitzen die auf einer n -blättrigen Riemann'schen 
Kugelfläche 9i vorhandenen Windungspunkte Ordnungszahlen, deren 
Summe «== w ist, so wird die Grundzahl der Fläche 91, oder vielmehr 
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die GrundmhlN der imgehörigen punktirten Flächet d€nWerthh<ü)en: 
(5) -N^=w — 2n + 3. 

Demgemäss sind [Satz (21.) pg. 159] in der Fläche 8^ 
(6.) (w — 2n .+ 2) Quersdmitte 

ausführbar, durch welche SR nicht zerstückelt wird. Auch tmrd die 
Fläche 8ft [zufolge des citirten Satzes] durch derartige (w — 2n + 2) 
Querschnitte nothwendiger Weise in eine einfach zusammenhängende 
Fläche übergehen. 

Uebrigens ist die Grundzahl JSf [nach Satz ^) pg. 164] stets 
ungerade, also nach (5.) die Zahl w stets gerade, mithin die. in (6.) 
erwähnte Querschnittanzahl: 

w — 2n + 2 

ebenfalls stets gerade. Bezeichnet man dementsprechend diese letz- 
tere Zahl mit 2p, so erhält man die Formel: 

2|) = w — 2n + 2, 
uBd gelangt also zu folgendem 

Zusatz. — Versteht man unter SR eine beliebig gegebene Riemann'sche 
Kugdfläche SR, femer unter Sft die zugehörige punktirte Flüche, so tvird 
diese Fläche SR stets durch eine gewisse gerade Anzahl von Quer- 
schnitten in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelbar 
sein. Und zioar wird diese gerade Anzahl — sie mag 2p heissen — 
nothwendiger Weise den Werth haben: 
(7.) 2p = w - 2n + 2, 

u?o w, ebenso wie im vorhergehenden Theorem, die Summe der Ord- 
nungszahlen der einzelnen Windungspunkte der Fläche SR r^äsentirt. 

Dieser Satz (7.) ist von Riemann selber auf grossem Umwege 
(durch Ausführung einer gewissen conformen Abbildung) bewiesen 
worden [vgl. Riemann's Ges. Werke pg. 107, die drittletzte Formel 
des dortigen Artikels 7]. Der hier eingeschlagene äusserst einfache 
Weg ist von mir bereits 1865 in der ersten Auflage dieses Werkes 
angegeben worden. [Vgl. daselbst pg. 312.] 

Beispiel. — Versteht man unter f eine der beiden Functionen: 



wo die c'b Constanten sein sollen, so dient [vgl. pg. 83. 84] zur eindeutigen 
Aasbreitang der Function f eine ztoeibVStitnge Riemann'sche Engel fläche ffi 
mit 2ir Windangspunkten, von denen jeder erster Ordnung ist. Demgemäss 
haben die Zahlen n und w für diese Fläche ffi die Werthe: 



Digitized by 



Google 



172 Siebentes Capitel. 

n = 2, w = 2ir. 
Bezeichnet man also die der Fläche di zugehörige punktirte Fläche mit SR 
nnd die Grundzahl von 91 mit N, so ist nach (6.): 

iß) 2V'=2v — 4 + 3«=2tr — 1. 

Zweites Beispiel. — Ist insbesondere y » 1 , handelt es sich also um 
diejenige Fläche M, auf welcher eine der beiden Functionen 



(y.) 



f-Y^T^^), 



ihre eindeutige Ausbreitung findet, so folgt aus (ß,): 

(»•) jv-=i. 

Die der Fläche 9% zugehörige punktirte Fläche 91 hat mithin die Grund- 
zahl: N= l^ und ist also [Satz (19.) pg. 158] eine einfach zusammen- 
hängende Fläche. 

§9. 
lieber die positive Umlaiifang einer gegebenen Fläche. 

GoDstruirt man in der Horizontalebene die schon auf pg. 3 
besprochene ringförmige Fläche ^, und zieht man in derselben 
längs irgend eines Radius einen vom innem zum äussern Rande 
laufenden Querschnitt g, so wird sich die Fläche 31 durch Ausfüh- 
rung dieses Querschnitts q in eine neue Fläche 
%q verwandeln, welche nur eine einzige Rand- 
curve besitzt. Diese Randcurve besteht theils 
aus den ursprünglichen Kreisrändern der Fläche 
)K; theils aus den beiden Uferlinien des Quer- 
schnitts q. 

Will man nun die neue Fläche %q positiv 
umlaufen, so hat man offenbar fortzuschreiten 
in der Richtung der in nebenstehender Figur gezeichneten Pfeile, 
also z. B. jene beiden üferlinien des Schnittes q in entgegengesetzten 
Richtungen zu durchwandern. In der That hat man, falls der 
Schnitt q als ein Flttss oder Strom angesehen wird, bei einer sol- 
chen positiven Umlaufung von 21^ das linke Ufer dieses Stromes q 
stromabwärts*), hingegen sein rechtes Ufer stromaufwärts zu durch- 
wandern. 

Man bemerkt leicht, dass dieser Satz ganz allgemein gilt für 




*) In der vorstehenden Figur ist die Unke üferlinie des Stromes q durch 
einen stärkeren, die rechte durch einen schwächeren Strich angegeben. Glei- 
ches wird bei Figuren solcher Art in Zukunft meistentheüs geschehen. 
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beliebige Flachen uDd beliebige Schnitte (nicht blos für Querschnitte), 
und gelangt so zu folgendem Ausspruch: 

Erster Satz. — Es sei ^ eine beliebig gegebene Fläche, deren 
obere Seite in bestimmter Weise festgesetzt ist Denkt man sich nun 
in dieser Fläche fj irgend wekJie Schnitte oder Ströme a,b, c, . . . s 
construirt, und die so entstehende neue Fläche mit 

(8.) Vabc.s 

bejseichnet, so unrd man bei einer positiven Umlaufung dieser Fläche 
^abe. ..8 die linken Uferlinien der Ströme a,b,c, , . .s stromabwärts, 
die rechten stromaufumrts zti durchwandern haben. 

Im Folgenden werden wir das Wort Schnitt sehr häufig durch 
Strom oder auch durch öurve respective Linie ersetzen, nämlich diese ver- 
schiedenen Ausdrucksweisen ganz promiscue anwenden, je nach der augen- 
blicklichen Bequemlichkeit. So z. B. empfiehlt sich das Wort Strom ganz 
besonders dann, wenn der betrachtete Schnitt eine bestimmt festgesetzte 
Bichtwig besitzen soll. Und da Biemann selber von den Ufern eines 
Schnittes spricht, so sehe ich in der That (trotz erhobenen Widerspruchs) 
nicht ein, warum man nicht, in demselben Bilde bleibend, den Schnitt 
selber als Stronh bezeichnen sollte. Dienen doch die alsdann ganz von 
selber sich ergebenden Ausdrücke stromabwärts und stromaufwäi-ts wesent- 
lich zur Abkürzung! 
Ist eine beliebig gegebene geschlossene Fläche % (z. B. eine 
mehrblättrige Riemann'sche Kugelfläche) durch irgend welche Schnitte 
oder Ströme a,byC,..,s in eine einfach zusammenhängende Fläche 

(^0 %abc...s 

verwandelt, so wird der Band dieser letztern Fläche durch die üfer- 
linien jener Ströme a, b, c, . , . s dargestellt sein. Die in Rede, ste- 
hende Fläche (9.) kann aber, weil sie einfach zusammenhängend sein 
soll, im Ganzen nur eine einzige Randcurve besitzen [Satz (8.) pg. 151]. 
Folglich werden die üferlinien all' jener Ströme a,b, c, . , , s zu- 
sammengenommen eir^ einzige in sieh zurücklaufende Curve aus- 
machen. Wir erhalten somit folgenden Satz: 

Zweiter Satz, — ^5 sei 5 eine geschlossene Fläche mit be- 
stimmt festgesetzter oberer Seite. Denkt man sich diese Fläche ^ durch 
irgend welche Schnitte oder Ströme a, b, c, . . , s in eine einfach zu- 
sammenhängende Flädie 

(10.) %abc,... 

verwandelt, so bilden die Uferlinien alV jener Ströme zusammengenommen 
eine einzige in sich zurücklaufende Curve. 
(11.) Diese Curve wird man, bei einer positiven oder negativen Um- 

laufung der Fläche (10.), ihrer ganzen Länge nach einmal zu durch- 
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wandern haben. Und soll insbesondere die UnUaufung der Fläche (10.) 
eine positive* sein, so wird man dabei [wie aus (8.) folgt] die linken 
Uferlinien der einzelnen Ströme a, b, c, , . . s stromabwärts, die 
rechten stromaufwärts zu durchschreiten haben. 

Erlänterimg dnrch ein Beispiel. — Es sei % eine Bingfläche d. i. eine 
ringförmige Rotationsfläche mit kreisförmiger Meridiancurve [vgl. die Rand- 
note pg. 98]. Wir ziehen in dieser Fläche %^ deren Aussenseite als chere Seite 
festgesetzt sein mag, zwei in sich zurücklaufende Schnitte, den «inen a längs 
eines Meridiankreises, den andern h längs eines Parallelkreises, und bezeich- 
nen die dnrch Ausfuhrung dieser beiden Schnitte entstehende iieue Fläche mit 

Diese Fläche findet sich in Figur I dargestellt, wobei allerdings der Raum- 
ersparniss wegen nur ein Bruchstück der Fläche angedeutet ist. Dabei 
sind, wie in der Figur durch Pfeile markirt ist, die Schnitte a, h als 
Ströme von bestimmten Bicktungen gedacht, und die linken Uferlinien die- 
ser Ströme mit starken y die rechten mit schwachen Strichen angegeben. 
Ueberdies sind die vier Punkte, in denen die vier Uferlinien zusammen- 
stossen, mit a, ß, y, S bezeichnet. 

Man übersieht nun leicht, dass die Fläche |$^^ eine einfach zusammen- 
hängende ist. Denn man kann dieselbe aus ihrer ursprünglichen Gestalt I. 
leicht, mittelst stetiger Umformung, nämlich mittelst gewisser Biegungen 
und Dehnungen respective Zusammenziehungen, zuerst in die Gestalt II., 
und sodann weiter in die Gestalt ILI. versetzen: 





IIL 







— ^a 




ö 


7 


b 
















, 



-*-ö 



Mit andern Worten: Man kann die Fläche ^^^ durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandeln. Folglich ist [vgl. die Definition pg. 146] 
%ah ®^^^ einfach zusammenhängende Fläche. Q. e. d. 

Durch diese einfach zusammenhängende Fläche ^^^ werden nun die 
allgemeinen Sätze (10.)» (11.) in anschaulicher Weise bestätigt Nament- 
lich ersieht man z. B. aus den Figuren II. xmd III. [in denen die Buch- 
staben a, 5, ff, ß, y, 9 genau in derselben Weise wie in der ursprüng- 
lichen Figur I. beibehalten sind] , dass in der That die vier Uferlinien der 
Ströme a, h zusammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende Curve 
bilden, und dass man bei einer positiven Umlauf ang der Fläche ^^^ die 
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linken üferlinien jener Ströme strotnabwärU^ die rechten stromaufwärts zu 
darch wandern hat. 

Bemerlniiig. — Die der von Hause aus gegebenen geschlossenen Ring- 
fläche ^ zugehörige punktirte Fläche mag ^ heissen, und zwar mag die 
kleine punktförmige Oeffnung dieser Fläche ^ ^^ ^^^ Stelle aß yd gedacht 
werden. Alsdann können die Schnitte a und b als zwei aufeinander folgende 
Querschnitte der Fläche ^ angesehen werden. Denn jeder derselben hat 
alsdann seinen Anfang und sein Ende in einem Randpunkte jener kleinen 
Oeffnung. 

Durch die beiden Querschnitte a, b verwandelt sich aber § in die 
einfach zusammenhängende Fläche g^^^. Bezeichnet man also die Grund- 
zahl der Fläche % mit iV, so muss [nach Satz (20.) pg. 158J die Differenz 
{N — 1) « 2 sein. Somit folgt: iV = 3. 

§ 10. 

neber die Verwandlung einer Biemann^schen Xngelfläohe in eine 
eini^BLOli anBammenhängende Fläche. Erstes Beispiel. 

Es seien g^, h^, g^, \ beliebig gegebene, im Allgemeinen also 
comjalexe Gonstanten, und 



(2.) 



(1.) f(^) = V(i - 9i) (^ - *i) (* - 9,) (e - h) • 

Sämmtliche Werthe dieser Function lassen sich bekanntlich [pg. 83] 
in eindeutiger Weise ausbreiten auf einer gewissen eweibUUtrigen 
Kugelfläche 91, welche vier Wii^dungspunkte: g^, h^, g^y \ und zwei 
Uebergangslinien: g^h^ und gji^ besitzt. Diese beiden Linien sind 
in der nachfolgenden Figur durch die vertikalen Striche g^i^ und 
g^\ angedeutet. Bezeichnet man die zu 91 gehörige jpimÄ;^tr^ Fläche 
mit 91, und die Grundzahl von 91 mit N, so ist bekanntlich [vgl. 
iß) pg. 172] 

Die Fläche 91 kann nun durch die in der nachfolgenden Figur 
angegebenen Schnitte oder Ströme a, h in eine Fläche 

(3.) 9la. 

verwandelt werden, von der sich nachweisen lässt, dass sie einfach 
zusammenhängend ist Vor Beginn dieses Nachweises wird es aber 
erforderlich sein, zuvorderst Näheres mitzutheilen über die Curvena,6. 
Lage und Verlauf der Schnitte oder Ströme a, &. — Der Strom a 
soll fortfliessend gedacht werden theils im untern^ theils im öbem Blatt 
der Fl&che 9i. Er mag entspringen an irgend einer Stelle des öbem Blat- 
tes, etwa in der Mitte zwischen gy\ und g^h^, and das obere Blatt durch- 
ifchneidend zun&chst so weit fortlaufen, bis er anf irgend welchem Wege 
ZOT üebergangslinie g^h^ gelangt; bei üeberschreitnng dieser Linie wird 
er in das untere Blatt treten. In dem unteren Blatt mag er nnn auf irgend 
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welchem Wege bis zar ÜebergaBgalinie gi\ hinlaufen; bei Ueberschrei- 
tnng derselben wird er von Neuem in das obere Blatt treten. Und hier 
in dem oberen Blatt mag er nun schliesslich bis zu seiner anfänglichen 
Quelle zurücklaufen. Der Strom a wird also ein in sich zurücklaufender 
sein; seine Hichtung mag diejenige sein, in welcher wir ihn soeben haben 
fortfliessen lassen, also diejenige, welche in der untenstehenden Figur 
durch Pfeile angedeutet ist. 

Der Strom h soll seinem ganzen Laufe nach im oberen Blatt der 
Fläche bleiben. Er mag an derselben Stelle entspringen, an welcher a 
entsprungen ist, nämlich an der Stelle aßyS, Von hier aus mag er die 
Uebergangslinie g^h^ in irgend welcher Curve umkreisen und, während 
er also beständig im oberen Blatte bleibt, schliesslich wieder in seine 
Quelle zurückfliessen. Die Bichtung des Stromes b soll diejenige sein, 
welche in der untenstehenden Figur durch einen Pfeil angedeutet ist, also 
der Art sein, dass Jemand, der an der gemeinsamen Quelle beider Ströme 
— nämlich bei aßyd — steht, die Richtung, in welcher b fortfliesst, mit 
ausgestreckter Linken angeben wird, sobald er in deijenigen Richtung fort- 
sieht, in welcher a fortfliesst. Es soll also die anfängliche Bichtung des 
Stromes b zu der anfänglichen Richtung des Stromes a ebenso liegen^ wie 
[nach unserer Festsetzung pg. 4] die y-Achse des Coordinatensystems zur 
X-Achse desselben liegt. 




In der vorstehenden Figur sind diejenigen Stromstrecken, welche im 
oberen Blatt liegen, durch ununterbrochene, diejenigen hingegen, welche 
sich im unteren Blatt befinden, durch punktirte Linien angedeutet. Femer 
sind daselbst die linken Ufer der Ströme mit starken, die rechten mit 
schwachen Strichen angegeben. Von Wichtigkeit ist zu bemerken, dass 
die beiden Ströme a und b einander nur an einer einzigen Stelle durch- 
kreuzen, nämlich nur an der Stelle aßyd. Nach der vorstehenden Figur 
zu urtheilen, könnte man vermuthen, dass noch eine zweite Durchkrea- 
zungsstelle existire. Das ist aber nicht der Fall. Denn an jener zweiten 
Stelle fliessen die beiden Ströme, ohne mit einander in irgend welche Be- 
rührung zu kommen, in verschiedenen Blättern über einander fort, ge- 
trennt von einander durch den — wenn auch nur unendlich kleinen — 
Zwischenraum, welcher sich überall zwischen den beiden Blättern der 
Fläche hinzieht. 
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Die DurchkrenzangBstelle aßy^ repr&sentirt zagleicb den Ort, wo 
beide Ströme entspringen, und ebenso auch den Ort, wo beide Ströme, 
nachdem sie die ihnen angewiesenen Wege 
durchlaufen haben, wieder einmünden. Der b 

Strom b* können wir demnach sagen, ent- t 

springt im linken Ufer des Stromes a, und 
mündet ein in das rechte Ufer von a. Der 
Strom a andererseits entspringt im rechten 
Ufer von b, und mündet ein in das Unke 
Ufer von b. Ob die Durchkreuzung unter 
rechtem Winkel, oder unter irgend welchem 
andemWinkel geschieht, ist röllig gleichgültig. 

Die Fläche, in welche ^ durch Aus- 
führung der Schnitte oder Ströme a, b sich 
verwandelt, ist in (3.) mit 91^^ bezeichnet worden. Während also Ä selber 
&ne geschlossene Fläche ist, wird 91^^ eine umrandete Fläche vorstellen. Und 
zwar wird der Band von 91^^ gebildet von den vier Uferlinien der bei- 
den Ströme a und b. 

Will man irgend eine Fläche in positiver Richtung umlaufen, so hat 
man längs ihres Bandes — und zwar auf ihrer obem Seite — in solcher 
Richtung fortzuwandem, dass man die Fläche selber beständig zur Linken 
behält. Um demnach die Fläche 91^^, etwa von der Ecke a aus, in posi- 
tiver Richtung zu umlaufen, wird man von a aus [vgl. die beiden letzten 
Figuren] zuerst das linke Ufer von a stromabwärts durchwandern müssen, 
bis man nach ß gelangt; sodann wird man von ß aus das sich hier an- 
schliessende linke Ufer von &, und zwar wiederum stromabwärts, durch- 
schreiten müssen, bis man nach y kommt. Von hier aus wird nun femer 
das rechte Ufer von a stromaufwärts bis nach S hin, und endlich von ä 
ans das rechte Ufer von 5, wiederum stromaufwärts^ zu dnrchlaufen sein, 
bis man schliesslich zum Ausgangspunkte a zurückgelangt. 

Dass bei einer solchen positiven Umlaufung der Fläche di^^^ die lin- 
ken Ufer der Ströme a, b stromabwärts^ die rechten stromaufwärts zu durch- 
laufen sind, kann als eine unmittelbare Folge des allgemeinen Satzes (8.) 
pg. 173 angesehen werden. Trotzdem ist es von Wichtigkeit, dass man 
jene Wanderung um die Fläche di^^^ herum in Gedanken wirklich ausführt 
Denn man erkennt alsdann mit voller Bestimmtheit, dass die genannten 
vier Uferlinien zusammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende 
Curve biiden^ dass also die Fläche 9i^^ nur eine einzige Bandcurve besitzt. 
Daraus aber folgt — was bisher vielleicht bezweifelt werden konnte — , 
dass 9%^^ nicht aus mehreren von einander getrennten Flächenstücken be- 
stehen kann, sondern eine einzige zusammenhängende Fläche sein muss. 
Denn zwei oder mehrere von einander getrennte Flächenstücke werden 
zusammengenommen jederzeit mehr als eine Randcurve besitzen. 

Die ursprünglich gegebene Fläche 9t hat also durch Ausführung der 
beiden Schnitte oder Ströme a, b keine Zerstückelung erlitten. 

Man kann nun offenbar den Strom a als einen Querschnitt der 
punktirtm Fläche 31 auffassen, nämlich als einen Querschnitt, wel- 

K e n m a n n , AbeVsche Integrale. 2. Anfl. 1 2 
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eher seinen Anfang und sein Ende in der kleinen in 8ft vorhandenen 
Oefi&iung hat. Sodann aber kann der Strom b als ein zweiter Quer- 
schnitt angesehen werden, der seinen Anfang in dem einen , sein 
Ende in dem andern Ufer von a hat. 

Die Fläche fRat entsteht also aus SR durch Ausführung von swei 
QuerschniUefi a und h. Die Grundzahl N der Fläche 91 war aber 
= 3 [vgl. (2.)]. Zufolge des Satzes (15.) pg. 155 ist daher die 
Grundzahl der Fläche Sfta* noth wendig = 1, mithin ^ab eine ein- 
fach msammenhängende Fläche. Q. e. d. 

Die Fläche SRa«, kann daher, weil sie einfach zusammenhängend 
ist, durch stetige Umformung in eihe Elementarfläche von belie- 
biger Gestalt, z. B. in eine Kreisfläche oder auch in die Fläche eines 
Quadrats oder Bechtecks verwandelt werden. Dass eine derartige 
Umgestaltung möglich ist, wird häufig im Auge zu behalten sein, 
falls man sich durch die complicirte und wenig übersichtliche Ge- 
stalt, welche ^ab von Hause aus besitzt, keine unnöthigen Schwierig- 
keiten bereiten will. 

§ 11. 
Fortsetzung. Zweites Beispiel. 

Sind gi^hi, g^^h^, g^yh^f g^yh^^ beliebig gegebene complexe Con- 
stanten, so sind sämmtliche Werthe der Function: 

(1.) f(e) = V(^9xK'i-\)(^-92)i'>-K)(.e-9,)(e-h){''-9di^-K) 

in eindeutiger Weise ausbreitbar auf einer gewissen sfumbläUrigen 
Riemann'schen Eugelfläche 9i, welche acht Windungspunkte: g^hi, 
ga^Ky ffsy\f g^yKy ^^^ «^^^ Uebergangslinien: g^^^ g^h^, g^Ji^, 
gji^ besitzt [vgl. pg. 83]. Diese vier Uebergangslinien sind in 
der folgenden Figur durch vertikale Striche markiri Bezeichnet 
man die Grundzahl der zu 9t gehörigen punktirten Fläche 9^ mit JY, 
so ist bekanntlich [vgl. (ß.) pg. 172]: 

(2.) N=l. 

Die Fläche 91 kann nun durch die in der nachfolgenden Figur 

angegebenen Schnitte oder Ströme a^, a^j ^sj ^i? ^2y ^S7 ^y ^ ^^ 

eine Fläche 
(3.) 9ia,rt,a,ö,6,&,cc, oder kürzer 9ia*c 

verwandelt werden, von der sich nachweisen lässt, dass sie einfach 
zusammenhängend ist. Dabei ist zuvörderst vorauszuschicken 
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Billiges Nähere über die Schnitte oder Ströme a, h, c. — Jeder von 
den sechs Strömen a^ , o, , Og , h^ h^, h^ soll ein in sich zurücklaufender 
sein. Die Ströme o, , o, , a^ fiiesseu zum Theil im oberen, zum Theil im 
unteren Blatt der Fläche. Der Strom a^ z. B. tritt, während er die Ueber- 
gangslinie g^h^ überschreitet, aus dem oberen Blatt in das untere; fliesst 
sodann hier in dem untern Blatt auf irgend welchem Wege fort, bis er 
zur.Uebergangslinie g^h^ gelangt; beim üeberschreiten dieser Linie tritt 
er wieder in das obere Blatt und fliesst nun hier in dem oberen Blatt so 
weit fort, bis er schliesslich in seine eigene Quelle wieder einmündet. Die 
Ströme b^, 5,, h^ bleiben ihrem ganzen Laufe nach beständig im oberen 
Blatt der Fläche. In der untenstehenden Figur sind die ^BicJUungen der 
Ströme a^ , o, , a^, h^, &, , h^ ebenso wie früher durch Pfeile angedeutet. 




Betrachtet man cdso die DurchkreuzungssteUe aßyS der beiden Ströme Oj 
und b^ als die gemeinsame Quelle dieser beiden Ströme, so liegt wiederum 
[nämlich ähnlich wie früher pg. 176] die anfängliche Bichtu/ng von b^ zur 
anfänglichen Bichtwng von a, wie die y-Axe zur x-Äxe. Analoges gilt 
für o,, &,, ebenso für o^, ftg. 

In unserer Figur sind übrigens die linken Uferlinien der Ströme durch 
stärkere, die rechten durch schwächere Striche angegeben. Endlich sind 
daselbst diejenigen Strecken der Ströme, welche im oberen Blatt liegen, 
durch ununterbrochene, diejenigen, welche im unteren Blatt« sich befinden, 
durch punktirte Linien bezeichnet. Um die Figur nicht zu sehr zu über- 
laden, sind dabei die Wege, welche die Ströme a^, a^, a^ im unteren Blatt 

12* 
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yerfolgen, nicht vollständig angegeben; man kann sich diese Wege etwa 
ebenso denken wie in der Figur pg. 176, jedoch der Art, dass dieselben 
nirgends mit einander in Berührung kommen. Dass die Punkte g^, h^, 
ffijKy 939K i^ unserer Figur in einer geraden Linie, und dass die Punkte 
^4, \ in einer damit parallelen Linie liegen, ist durchaus unwesentlich. 
£s ist diese Annahme ubes die Lage jener Punkte nur deswegen geschehen, 
damit die Figur an üebersichtlichkeit gewinne. Es versteht sich aber von 
selber, dass die Ströme oder Schnitte o^, o,, Og, &j, &,, 63 ^^ S^^ ^"^~ 
loger Weise auch dann ausgeführt werden können, wenn jene Punkte irgend 
welche andere Lage besitzen. 

Die vier üferlinien der beiden Ströme % und b^ bilden -^ ebenso 
wie früher in der Figur pg. 176 — zusammengenommen eine einzige in 
sich zurücklaufende Curve. Gleiches gilt von den vier Uferlinien der 
Ströme Og und b^; und Gleiches endlich JEiuch von denen der Ströme o, 
und 6g. Im Ganzen bilden also die zwölf Uferlinien der Ströme Oj , &| , o^, &, , 
a^ , &3 drei von einander völlig gesonderte Curven, von denen jede eine in 
sich zurücklaufende ist. Die ursprünglich gegebene geschlossene Fläche St 
verwandelt sich demnach durch Ausfahrung jener Ströme a^, b^ o^, b^, 
a^, b^ in eine von drei Curven umrandete Fläche. 

Führt man in einer Fläche, die mehrere Bandcurven besitzt, einen 
Schnitt aus, der von irgend einem Punkte der einen Randcnrve ausgeht 
und nach irgend welchem Punkte einer andern Bandcurve hinläuft, so 
werden sich jene beiden Randcurven durch Ausführung dieses Schnittes 
vereinigen zu einer einzigen Bandcurve; wie Aehnliches bereite bei einer 
früheren Gelegenheit [pg. 161] bemerkt wurde. 

Führen wir demnach in der durch die Schnitte Oj, 61, o^, 6,, o,, 63 
entstandenen, im Ganzen von drei Randcurven begrenzten Fläche zwei 
Schnitte c, und c, aus, von welchen der eine von der ersten zur zweiten, 
der andere von der zweiten zur dritten Bandcurve hinläuft, so werden sich 
durch Ausführung dieser beiden Schnitte jene drei Randcurven vereinigen 
zu einer einzigen Bandcurve. Bezeichnet mau also [wie schon bei i,3.) ge- 
schehen ist] diejenige Gestalt, in welche die Fläche fü durch gleichzeitige 
Ausführung der Schnitte Oj, öj, o,, &j, Og, feg' und der Schnitte c,, Cg ver- 
setzt wird, mit Ä^^c so wird 91^ ^^ nur eine einzige Bandcurve besitzen, 
folglich kein System von mehreren Flächenstücken, sondern eine einzige 
in sich zusammenhängende Fläche vorstellen. 
Die Ströme 

«1; <h7 «B> K hj h> ^7 ^ 
können in Bezug auf die Fläche SR oder vielmehr in Bezug auf die 
punktirte Fläche 8i als ein System von sechs Querschnitten aufge- 
fasst werden. Zuvörderst kann nämlich a^ als erster Querschnitt an- 
sehen werden, als ein Querschnitt^ der seinen Anfang und sein Ende 
in der in 9FI vorhandenen kleinen Oeffnung hat. Sodann kann h^ 
als zweiter Querschnitt betrachtet werden, nämlich als ein Querschnitt, 
welcher seinen Anfang in dem einen^ und sein Ende in dem andern 
Ufer von a^ hat. 
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Nunmehr können wir die beiden Strome c^ und a^ zusammen- 
genommen als einen dritten Querschnitt von sigmaförmiger Gestalt 
(vgl pg. 148), nämlich als einen Querschnitt auffassen, welcher in 
einem Uferpunkte des zweiten Querschnittes entspringt^ und in einen 
Punkt seines eigenen Laufes einmündet. Ferner können wir den 
Strom b^ als einen vierten Querschnitt betrachten, welcher in einem 
Uferpunkte des dritten Querschnittes entspringt und in den gegen- 
überliegenden Uferpunkt jenes Querschnittes einmündet. 

Und endlich können wir nun die beiden Strome c^ und a, zu- 
sammengenommen als einen fünften , und den Strom b^ als einen 
sechsten Querschnitt ansehen. 

Die von einer einzigen Curve umrandete Fläche ?Ra6c entsteht also 
aus der Fläche SR durch Ausführung von sechs Querschnitten, Diese 
Querschnitte sind der Beihe nach durch 

1) a„ 2) &„ 

3) c» + Og, 4) 62, 

5) C3 + «8, 6) 6« 

dargestellt 

Nach (2.) ist aber die Grundzahl JV" der Fläche 8ft gleich 7. 
Folglich wird die Grundzahl der aus 91 durch jene sechs Quer- 
schnitte entstandenen Fläche Staöc [nach Satz (15.) pg. 155] den 
Werth 1 haben. D. h. die Fläche SR« 6 c ist eine einfach zusammen- 
hängende. Q. e. d. 

§ 12. 
FortBetznng. Drittes Beispiel. 
Betrachtet man schliesslich die der Function 



M=V(^9i)X^-h^)(z—g^){0-h^) . . . (0— ^H-i)(^-*H-i) 

entsprechende zweiblättrige Riemann'sche Kugelfläche fR, und be- 
zeichnet man dieselbe in ihrer punktirten Gestalt mit 9t, ferner die 
Grundzahl von 8ft mit N, so findet man [vgl. (/J.) pg. 172]: 

N=2p+ 1. 

Auch übersieht man leicht, dass die gegenwärtige Fläche 91, 
ahnlich wie früher, durch gewisse 2p Querschnitte: 
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1) a., 2) 6,, 

3) C2 + «2, 4) 6„ 



2P-1) ^ + «/», 2^9) 6^ 

in eine einfach zusammenhängende Fläche 91^ 6 c ver wandelbar ist. 
U. 8. w. 

§ 13. 

Fortsetzung. Viertes Beispiel. 
Bezeichnet SR eine ganz beliebig gegebene, z. B. belid>ig vielbläU- 
rige Riemann'sche Kugelfläche, so wird die Gnindzahl N der zuge- 
hörigen punktirten Fläche 91 nothwendiger Weise durch eine der 
Zahlen 1, 3, 5, 7, 9 etc. dargestellt sein [vgl. (4.) pg. 164]. Wir 
wollen annehmen, es sei 
(!•) i^=7, 

ohne sonst aber über die Beschaffenheit der Flächen SR, 91 irgend 
welche Voraussetzung zu machen. Zufolge des Satzes (21.) pg. 159 
müssen alsdann in der Fläche SR nothwendiger Weise sechs dieselbe 
(2.) nicht zerstückelnde Querschnitte ausführbar sein. Auch wird die Fläche 
9t; zufolge jenes Satzes, durdi sechs derartige Querschnitte sich stets 
in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandeln. Wir stellen 
uns die Aufgabe, derartige Querschnitte wirklich zu construiren, 
oder wenigstens so weit anzugeben, als solches, bei der fast ganz 
unbekannten Beschaffenheit der Fläche 9t, überhaupt möglich ist. 
Dabei werden wir beständig die Sätze pg. 164—166 in- Anwendung 
bringen, namentlich die dortigen Sätze (6.) und (8.). 

Erstens. — Die Fläche 5ft besitzt [nach (1.)] die Grundzahl 
N=l und nur eine Randcurve, d. i. die Randcurve der in SR 
vorhandenen kleinen Oeffnung. Zufolge des Satzes (8.) pg. 166 kann 
also z. B. in der Fläche 9t ein die Fläche nicht zerstückelnder, von 
der kleinen Curve ausgehender sigmaformiger Querschnitt (c^ + Oj) 
construirt werden. Und durch diesen vrird alsdann die Fläche 91 
[Satz (15.) pg. 155] in eine neue Fläche 91^^^ von der Grundzahl 6 
übergehen. Wir wollen diesen sigmaformigen Querschnitt (c, + <h) 
uns nun in der That ausgeführt denken. Die Bezeichnung sei dabei 
so eingerichtet, dass der sigmaförmige Querschnitt aus einem Rück- 
kehrschnitt «1 und einem gewöhnlichen Querschnitt c^ besteht Dem- 
gemäss besitzt die neu entstandene Fläche 9t^^) im Ganzen zwei 
Randcurven, nämlich eine erste Randcurve, welche durch die eine 
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Uferlinie von Oj repräsentirt ist, und eine zweite Kandcurve, welche 
aus der andern üferlinie von a^, ferner aus den beiden ufern von 
Ci, und endlich aus der kleinen Curve o zusammengesetzt ist. [Vgl. 
die Bemerkung pg. 163.] 

Markirt man nun auf diesen beiden Randcurven der Fläche 9i<®) 
je einen Punkt, und construirt sodann irgend welchen von dem einen 
zum andern Punkt laufenden Querschnitt &i, so wird durch diesen, 
zufolge, des Satzes (6.) pg. 164, niemals Zerstückelung eintreten, mit- 
hin die Fläche 91^*^ in eine neue Fläche Sft^^^ von der Grundzahl 5 
übergehen. Einen solchen Querschnitt b^ wollen wir uns nun wirk- 
lich ausgeführt denken, imd dabei jene beiden willkürlich auf den 
beiden Randcurven zu markirenden Punkte, d. i. den Anfangs- und 
Endpunkt von b^ so wählen, dass sie zu beiden Ufern des Rück- 
kehrschnitts Ol einander gerade gegenüberliegen. Uebrigens wird 
die neue Fläche W^\ zufolge des Satzes (6.) pg. 164, nur eine ein- 
zige Randcurve haben. 

Zweitens. — Diese nur mit einer einzigen Randcurve versehene 
Fläche 9l(^^ lässt sich nun genau in derselben Weise behandeln wie 
vorhin die Fläche 91 selber, bei welcher ebenfalls nur eine solche 
Curve (die Curve o) existirte. In der That wollen wir, in ganz ana- 
loger Weise wie damals verfahrend, in der Fläche W^^ zuerst einen 
von b^ ausgehenden, die Fläche nicht zerstückelnden sigmaförmigen 
Querschnitt (c^ + Og) construiren, und hierauf irgend einen weitem 
Querschnitt b^ folgen lassen, dessen Anfangs- und Endpunkt zu bei- 
den Ufern des Rückkehrschnitts a^ einander gerade gegenüberliegen. 
Die so entstehende Fläche wird alsdann die Grundzahl 3 haben, 
und demgemäss mit Sd^^^ zu bezeichnen sein. 

Drittens.' — Genau in derselben Weise weitergehend kann man 
nun endlich die Fläche W^^ durch zwei Querschnitte (cg -f d^) und 
65 in eine Fläche W^^ von der Grundzahl 1 verwandeln. 

Zusammenfassung. — Wir können bei dem ganz zuerst ausge- 
führten sigmaförmigen Querschnitt (c^ -\- a^) die Länge von c^ be- 
liebig klein, z. 6. auch Null machen. Alsdann haben wir im Ganzen 
sechs Querschnitte: 

1) a„ 2) 6„ 

(3.) 3) Ca + ag, 4) 6a, 

5) ^3 + «87 6) K 

deren Gestalt und relative Lage einigermassen veranschaulicht wer^ 
den kann durch folgendes Schema: 
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«X 



■ll 



öx 



Dabei sind, der bessern Uebersichtlicbkeit willen, die Scbnittstrecken 
c (d. i. Cg und Cg) nur punJcHrt angegeben. 

Man bemerkt in dem vorstehenden Schema gewisse Unter- 
brechungen der Schnitte oder Ströme 6. Diese Unterbrechungen 
sollen andeuten, dass an den betreffenden Stellen zwischen den Strö- 
men b und a keine Gommunication stattfindet, dass vielmehr die 
Ströme an jeder solchen Stelle in verschiedenen Blättern der Fläche 
über einander fortfliessen, ohne mit einan- 
der in Berührung zu kommen. Anderer- 
seits aber sind in dem vorstehenden Schema 
die wirklichen DurchJcreuisungsstdlen der 
Ströme a, b besonders stark markirt Will 
(5.) man irgend eine solche Durchkreuzungs- 
stelle (üx, bx) genauer j etwa in vergrösser- 
tem Maassstabe vor sich haben, so braucht 
man nur einen Blick zu werfen auf die 
beistehende Figur, in welcher die Unken 
Ufer der Ströme ax, bx durch stärkere, die rechten durch schwächere 
Linien angegeben sind. Betrachtet man also diese Durchkreueungs- 
stelle (ox, bx) als die gemeinsame Quelle der beiden Ströme ax, bx, 
so liegt die anfcbigliche Richtung von bx Bur anßnglichen Bichtang 
von ax ebenso im die y-Axe des Coordinatensgstems 0ur x-Axe. [Vgl. 
pg. 177]. 

Durch die sechs Querschnitte (3.) verwandelt sich nun also, 
wie vorhin gezeigt ist, die Fläche 9^ in eine Fläche W^^ von der 
Grundzahl 1, d. i. in eine einfach zusammenhängende Fläche. 

§ 14. 
Fortsetzrang. Allgemeinster Fall. 
Welche Beschaffenheit eine Riemann'sche Eugelfläche 9t auch 
besitzen mag, stets wird die Grundzahl N der zugehörigen punk- 
tirten Fläche SR [vgl. (4.) pg. 164] den Werth haben: 
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(6.) N^2p+1, 

WO p eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, . . . vorstellt. 

In ganz analoger Weise , wie im vorhergehenden Paragraph, 
wird man nun die Fläche S durch 2p Querschnitte: 

1) a„ 2) 6„ 

3) Cj + a^, 4) *a; 

(7.) 5) c, + a«, 6) &3, 



2p-l) cp + «p, 2p) b,, 

in eine einfach 0usamtnenhängende Fläche zu verwandeln im Stande sein. 

Bemerkung. — Wir werden im Folgenden die Fläche % je nachdem 
in ihr alle Schnitte a, b, c, oder nur die Schnitte a, h, oder nur die 
Schnitte a, oder endlich nur die Schnitte h ausgeführt gedacht werden 
sollen, respective mit ^^bc^ ^^^^ ^a6» ^^^^ ^a» ^^^^ ^b bezeid^öen. Die 
Fläche 91^ besitzt alsdann also p von einander getrennte ßückkehrschnitte 
^17 ^y ^ ' ' ' ^p' Analoges gilt von 9ft^. 

Zweite Bemerkung. — Die hier angegebene Verwandlung der Fläche 
^ in eine einfach zusammenhängende Fläche 91^^^ ist genau dieselbe, 
welche Eiemann ausgefQhrt hat [Ges. Werke pg. 122, 123]. 

üebrigens hat Biemann an einer früheren Stelle seiner Abhandlung 
[Ges. Werke pg. 97] noch eine etwas andere Methode der Zerschneidung 
benutzt Es werden nämlich dort Schnitte ^1,6^,6^,6^^,,. ff^ benutzt^ 
deren jeder für sich allein betrachtet einen Rückkehrschnitt repräsentirt. 
Die beiden ersten, nämlich a^ und «r,, sind identisch mit den vorhin be- 
sprochenen Schnitten o^ und h^. Es hat also z. B. «r, seinen Anfang und 
sein Ende in zwei einander gegenüberliegenden Uferpunkten des Schnittes 
(Tj. Desgleichen hat nun aber auch weiter a^ seinen Anfang und sein 
Ende in zwei einander gegenüberliegenden üferpunkten von c^; sodann 
a^ seinen AnÜEing und sein Ende in zwei einander gegenüberliegenden 
Üferpunkten von c^\ u. s. w. u. s. w. 

§ 15. 
Die Gmndzalil einer gesohlosBenen Fläche. 

Unserm Programme pg. 151 entsprechend, haben wir bis jetzt 
die gesddossenen Flächen von unserer Betrachtung exdudirt, indem 
wir z. 6. statt einer Riemann'schen Kugelfläche 91 jedesmal die zu- 
gehörige punktirte Fläche 8% ins Auge fassten. 

Wollen wir jetzt nachträglich auch der geschlossenen Fläche 
selber eine bestimmte Grundzahl zuertheilen, so ist die dabei zu be- 
folgende Methode durch den Satz (23.) pg. 160 in deutlicher Weise 
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Yorgezeichnet. Ist also z. B.^ wie in (6.), die Grundzahl iV* der punk- 

tirten Fläche 'St mit 
(8.) N=2p+1 

bezeichnet, so wird, zufolge jenes Satzes, die Grundzahl N der Fläche 

91 selber den Werth haben: 
(9.) N = 2p. 

Wenn Riemann die Fläche SR selber eine {2p-\-l){a,ch zusam- 
menhängende nennt, derselben also die Grundzahl (2p -|- 1) zuer- 
theilt, so denkt er sich dabei jedesmal 91 statt fR subsHtuirtf wie 
solches übrigens auch von ihm in deutlicher Weise hervoi^ehoben 
ist. Empfehlenswerther aber dürfte es vielleicht sein, eine solche 
stillschweigende Substitution zu vermeiden, und dann ist die Fläche 
91 eine 2j>fach zusammenhängende zu nennen, ihre Grundzahl also 
= 2p zu setzen. 
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lieber Integrale mit veränderliclier Integrationscurve. 

Die Untersuchungen dieses Capitels sollen nur eine Vorberei- 
tung zum näheren Studium der AleVscken Integrale sein, von denen 
im folgenden Capitel die Rede sein wird. 



Integrale auf einer ebenen einblättrigen Fläche. 

Sind (p x= fp(g) und ^ «« ^(j?) gegebene Functionen, so wird der 
Werth des Integrals 

im Allgemeinen nicht nur von den beiden Endpunkten z^y ts der 
Integrationscurve, sondern auch von dem Wege derselben zwischen 
diesen beiden Punkten abhängen. Doch lassen sich Fälle angeben, 
in denen das Integral von dem genannten Wege unabhängig ist 

Und zwar stützen sich die hierbei anzustellenden Betrachtungen 
wesentlich auf den früher [pg. 23] gefundenen 

HiUfssatz: Sind (p =^ (p{z) und ^ =^ rff{z) auf irgend einem endlichen 
Theü % der horizonUden z- Ebene eindeutig und stetig, so ist dcu über 
sämmtUche Randcurven von Ä in positiver Bichtung erstreckte Integral 

(la.) f^9d^ 

stets —0. 

Um zu zeigen, dass der Werth des Integrals (1.) in gewissen 
Fällen von dem Wege der Integrationscurve unabhängig ist, wollen 
wir uns in der horizontalen j?-Ebene irgend eine endliche Fläche 91 
mit nur einer Randcurve abgegrenzt denken, und annehmen, dass 
^s=y(jBf) und ilf = tl;{e) auf dieser Fläche ä eindeutig und stetig 
sind, Markiren wir nun innerhalb 81 irgend zwei Punkte iSq und z, 
und ziehen wir sodann, ebenfalls innerhalb $1, irgend zwei von Zq 
nach z laufende Curven ö und tf', so bilden und ö' zusammen- 
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genommen einen Rückkehrschnitt der Fläche Ä, durch welchen die- 
selbe in zwei von einander getrennte Stücke Äj und % zerfallt. 
Das über die Randcurve (<J-j-<^') 
des Theiles äj erstreckte Integral 

(2.) f^q» du, 

kann offenbar in zwei Theile 
zerlegt werden: 
(3.) J (pdf == r (pdif'-fg>dif, 

wo alsdann in den beiden Inte- 
gralen rechter Hand die Inte- 
grationen über ö und 0' hin- 
erstreckt zu denken sind in der Richtung der gezeichneten Pfeile, 
d. i. von 0Q nach z. Zufolge des vorhin genannten Hülfssatzes ist 
aber das Integral (2.) gleich Null] denn <p^=^g>{0) und '^ = '^{z) sind 
nach unserer Voraussetzung auf %, mithin auch auf %^ eindeutig 
und stetig. 

Demgemäss ergiebt sich aus (3.): 

(4.) J (pd^~J(pdrlj. 

ß 6 

Diese Formel aber zeigt, dass das Integral 

a 

(5.) fvdt 

ein und denselben Werth hat, mag man nun der Integrationscurre 
den Weg tf oder den Weg ö' zuertheilen. Mit andern Worten: Sie 
zeigt; dass das Integral (5.) vom Wege der Integrationscurre ttnalh 
hängig ist, falls man nur diesen Weg auf das Innere der gegebenen 
Fläche H beschränkt Also der Satz: 

Es bezeichne Ä eine in der z- Ebene abgegrenzte endliche Fläche 
mit nur einer Bandcurve. Femer seien tp = tp{z) und ^ = i>{z) irgend 
zwei Functionen, die auf 8 eindeutig und stetig sind. Versteht man 

alsdann unter 

» 

(6.) J^d^ 

ein in seiner Bewegung auf die Fläche Ä beschränktes Integral, d. i. 
ein Integral, dessen Integrationscurve Zq. . .z beständig innerhalb St 
bleiben soll, so unrd der Werth dieses Integrals lediglich abhängen 
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von den beiden Endpunkten Zq und e der Integrationscurve , hingegen 
unctbhängig sein von dem Wege der Curve zwischen diesen beiden Punkten, 
Bemerkung. — Bei Ableitnng der Formel (4.) ist stillschweigend vor- 
ausgesetzt, dass die beiden Gurren c and ff' einander nicht dnrcbkrenzen. 
Doch sieht man leicht, dass die Formel (4.) von dieser Voraussetzung un- 
abhängig ist. 

Sind nämlich ff und ff' zwei einander in einem oder auch in mehreren 
Punkten durchschneidende Curven, so wird man eine dritte Curve q zu 
Hülfe nehmen, welche ebenfalls von z^ nach z geht, ebenfalls ihrem ganzen 
Laufe nach innerhalb 9( bleibt, und welche ausserdem weder mit ff noch 
auch nut ff' sich irgendwo durchkreuzt. Sodann wird sich sofort nach- 
weisen lassen, dass das längs q hin erstreckte Integral mit dem längs ff 
hinerstreckten gleichwerthig ist, und dass es ebenso auch gleichwerthig ist 
mit dem über ff' hin ausgedehnten Integrale. Daraus aber folgt sofort, 
dass die auf « und ff' hinlaufenden Integprale auch unter einander gleich- 
werthig sind. Q. e. d. 

Zufolge des Satzes (6.) ist das Integral (6.) lediglich abhängig 
von Zq und z, also eine eindeutige Function von Zq und Zy oder falls 
man den Punkt Zq als fest betrachtet, eine eindeutige Function von 
jg allein. Demgemäss mag dasselbe mit F(z) bezeichnet werden: 



(7.) 



F(z)=^fq>dt m. 



Dabei soll das in Klammem beigefügte 9( andeuten, dass das Inte- 
gral in seiner Bewegung auf die Fläche 91 beschränkt zu denken ist 
Leicht lässt sich nun zeigen, dass diese Function F{z) auf $1 nicht 
nur eindeutig, sondern auch stetig ist. 

Zu diesem Zwecke markire man innerhalb % einen beliebigen 
Punkt c, beschreibe um c eine 
Kreisfläche S, und bezeichne 
irgend einen variablen Punkt 
innerhalb (S mit z. Um nun 
den Werth der eindeutigen Func- 
tion F(z)y (7.), in diesem Punkte 
zn erhalten, kann man eine 
Integrationscurve anwenden, die 
zuerst yoü^Zq nach c, und so- 
dann von c nach z geht, da- 
bei aber stets innerhalb % bleibt 
In solcher Weise ergiebt sich: 




(8.) 



F{g)^Jipdrl)+J(pd7l>, 
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oder, was dasselbe ist: 

z 

(9.) Fii) = F(c) + J<pät. 

C 

Nun sollen ip und ip auf 81, mithin auch auf ß eindeutig und stetig sein. 
Gleiches gilt daher [Sats: (15.) pg. 23] z. B. auch von dem Produet 

"P-dz' 

Demgemäss ist dieses Produet innerhalb des um c beschriebenen 
Kreises 6 darstellbar durch die Taylor'sche Entwicklung [p, 34]: 

WO Äy By Cy . , . constante Goefficienten vorstellen. Hieraus folgt, 
falls man mit dz multiplicirt: 

q^dif = [A + B{z — c) + C{z ^ cf '\- . . .] dz. 

Substituirt man diesen Werth von tpd^ in die Formel (9.), so er- 
hält man: 

(10.) F{z) = Fic) + ^<i^^)' + B^^"^ + C^^' + . . . 

Diese für alle Punkte z der Kreisfläche S gültige Formel zeigt aber, 
dass F{z) innerhalb dieser Kreisfläche ß d. i. im Bereich des Punk- 
te c stetig ist. Beachtet man also, dass c einen innerhalb % ganz 
%oüJkürlicken Punkt repräsentirt, so gelangt man zu folgendem Re- 
sultat: 

Versteht man unter % eine in der z- Ebene abgegrenzte endliche 
Fläche mit nur einer Randcurve, femer unter 9> = 9 (^) und ^ = if(^) 
zwei Functionen j die auf % eindeutig und stetig sind, und denkt 
man sich überdies innerhalb 21 irgend einen festen Punkt Zq markirt, 
so vnrd das von Zq ausgehende und in seiner Bewegung auf die Fläche 
81 beschränkte Integral 

(11.) f^pdtl^ TO 

eine Function von z sein, die innerhalb % Überdll eindeutig und 
stetig ist. 

Die hier abgeleiteten Sätze sind nicht mehr gültig für eine 
Fläche 81 mit zwei B^sxidcuryen, z. B. nicht mehr gültig für eine von 
zwei concentrischen Kreisen begrenzte ringförmige Fläche 21. Ver- 
sucht man nämlich in diesem Fall den analogen Weg, wie vorhin, 
einzuschlagen^ markirt man also innerhalb dieser ringförmigen Fläche 
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Ä zwei Punkte Zq und 0, und zwei von 0^ nach z gehende Wege 6 
und 6\ 80 können 0q, z, a, <s' möghcher Weise derart liegen, dass 
ö und a' zusammengenommen einen zu jenen beiden Randkreisen 
coneentrisehen , intermediären Kreis bilden. Durch diesen Kreis 
(<y + <y') zerfällt alsdann die Fläche 21 in zwei Theile % und Slg, 
der Art, dass %y von {c + 6') und dem innem Randkreise, anderer- 
seits 82 vo^ (^ + ^') ^^^ ^^^ äussern Randkreise begrenzt ist. 
Und demgemäss ist z. B. die Formel (3.), welche ein wesentliches 
Glied der früheren Betrachtung bildete, im gegenwärtigen Fall nicht 
mehr richtig. U. s. w. 

Trotzdem aber sind jene früheren Untersuchungen auch auf 
eine Fläche % mit zwei Randcurven anwendbar, falls man nur eine 
sich leicht darbietende Modification eintreten lässt. Eine solche in 
der iei- Ebene abgegrenzte Fläche 91 mit zwei Randcurven kann näm- 
lich, mittelst eines von der innem zur äussern Randcurve gehenden 
Querschnitts q^ in eine Fläche Ä^ verwandelt werden, die nur noch 
eine Randcurve besitzt [vgh den ersten Fall pg. 161]. Und dem- 
gemäss sind auf diese neue Fläche %q die vorhin angestellten Be- 
trachtungen ohne Weiteres anwendbar. Man gelangt daher z. B., 
was den Satz (11.) betriflft, im gegenwärtigen Fall zu folgendem 
analogen Satz: 

Versteht man unter Sl eine in der z- Ebene abgegrenzte endliche 
Fläche mit zwei Randcurven^ ferner unter (p = (p(z) und ip =^i)(z) 
zwei auf Sl eindeutige und stetige Functionen, denkt man sich femer 
die Fläche Ä mittelst eines von der innem zur äussern Bxindcurve lau- 
fenden Querschnitts q in eine Fläche % verwandelt, die nur noch eine 
Eandcurve besitzt, und marJcirt man überdies innerhalb % irgend einen 
festen Punkt z^, so unrd das von Zq ausgehende und in seiner Be- 
wegung auf Äg beschränkte Integral 

(12.) fidt [9t J 

eine Function von z sein, die innerhalb %q überall eindeutig und 
stetig ist. 

Es bleibt noch übrig, die Wertlie zu untersuchen, welche die 
durch dieses Integral definirte Function F(z): 

(13.) F{z)=Jq>d^ [91J 

zu beiden Ufern des Querschnitts q besitzt. Sind X und X' irgend 
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zwei Punkte am linken Ufer von q, und q und q' die gegenüber- 
liegenden Punkte am rechten Ufer von g, so erhält man aus (13.) 
z. B. für den Werth F(V) die Formel 

X' 

WO die Integratiouscurve von Zq nach X' jeden beliebigen innerhalb 
Slf bleibenden Weg einschlagen darf. Demgemäss kann man diese 
Curve z. B. von 0q zunächst nach A, und von hier aus, läugs des 
linken Ufers von q, nach X' 
gehen lassen [vgL die beiste- 
hende Figur]. Alsdann erhält 
man: 




also mit Rücksicht auf (13.): 
(14.) F{k') = F{X)+Jipd^. 

X 

In gleicher Weise ergiebt sich 
[vgl. wiederum die beistehende 
Figur] die analoge Formel: 

(15.) F{<f')^F((f)+ßpdi,, 

Da nun (p = <p(ßf) und ^ = t(/), [nach unserer Voraussetzung], 
nicht nur auf H^, sondern auch auf der ursprünglichen Fläche Ä 
überall eindeutig und stetig sind^ so werden die beiden Integrale 
in (14) und (15.) offenbar einander gleich sein. Demgemäss ergiebt 
sich aus (14.) und (15.) durch Subtraction: 
(16.) FiX')-F(Q')^F{k)-F{ff). 

AlsoderSatz: Bezeichnet man die Werthe, welche das Integral {12.): 

(17.) F{£)=Jq>d^ [«,! 

in irgend ewei am linken und rediten Ufer des QuerscJmitts q einander 
gegenüberliegenden Punkten X und q besitzt, mit F{X) und F(q), und 
die Differenz dieser beiden Werthe mit A; 
(18.) A = F{X) - F(p), 

so wird A längs des Querschnittes q constant sein. 
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Ebenso wie das Integral 

(19.) F{z)=ßdM> [«,] 

in seiner Bewegung auf K, beschränkt ist, ebenso mag jetzt unter 

(20.) 3(«) = /g>d* [«] 

ein in seiner Bewegung nur auf 91 seiher beschränktes Integral ver- 
standen werden; wie solches in der Formel angedeutet ist durch 
das in E^lammem beigefügte 91. Während also das Integral F{e) 
den Querschnitt q niemals überschreiten darf, sollen dem neuen 
Integral % (a) derartige üeber- 
schreitungen beliebig oft und 
an beliebigen Stellen gestat- 
tet sein. 

Wir betrachten das Inte- 
gral 3f in einem Augenblick^ wo 
seine Integrationscurve 0q. . .0 
den Querschnitt q erst einmal, 
und zwar an der Stelle Xq, 
Yom linken zum rechten Ufer 
überschritten hat [vgl. die bei- 
stehende Figur]. Der augen- 
blickliche Werth des Integrals 
^(j?) kann alsdann^ entsprechend 
den beiden Theilen ZqX und 
Q0 der genannten Curve, ebenfalls in zwei Theile zerlegt werden: 

(21.) ^(^)=fq>dt+f9dt, 

eine Formel, die mit Rücksicht auf (19.) auch so geschrieben wer- 
den darf: 

(22.) S(ie^) = i^W + /id*. 

Das hier auftretende von q nach erstreckte Integral kann 
aber ebenfalls durch F ausgedrückt werden. Will man nämlich 
den Werth von F im Punkte haben [vgl. die vorstehende Figur], 
so kann man zu diesem Zweck irgend eine beliebige innerhalb ^ 
bleibende und von 0^ nach laufende Integrationscurve , also z. B. 

N e a m a n n , Abersche Integrale. 9. Aufl . 1 3 
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die Curve 0qCCQ0 anwenden, und erhalt in solcher Weise: 

F{0)=f(pdt+fg>dty 

WO unter SqQ die Curve 0qCCq zu verstehen ist fvgl. die Figur]. 
Diese letzte Formel kann daher mit Rücksicht auf (19.) auch so 
geschrieben werden: 

F{z) = F{Q)+f<pdt. 

Substituirt man aber den hieraus für das Integral 

« • 

z 

r<pdiif 

sich ergebenden Werth in (22.), so erhält man: 
(23.) 5 W = mX) - F(q)] + Fiz), 

oder mit Rücksicht auf (18.): 
(24.) S(«) = A + F{z). 

Dieses Resultat kann man leicht auf den Fall erweitem, dass 
der Querschnitt q von der Bahn des Integrals ^ (/) helidng oß über- 
schritten wird. Man gelangt so zu folgendem Satz: 

Hält man fest an den in (12.), (17.), (18.) eingeführten Bezeich- 
nungen, und versteht man überdies unter 

(25.) ^(z)^f^dt [«] 

das in seiner Bewegung auf die ursprüngliche Fläche Ä beschränkte 
Integral^ so mrd dieses %{0) eine unendlich vieldeutige Function 
von z sein. Doch werden die unendlich vielen Werthe, welche ^(/) in 
einem gegebenen Punkte z besitzt, von der daselbst eindeutigen Func- 
tion F{z) immer nur um ganze Vielfache der Constante A verschie- 
den sein. 

Markirt man nämlich innerhalb Ä einen beliebigen Punkt £?, und 
lässt man die Integrationscurve des Integrals ^(z), während sie von 
Zq nach z läuft, den Querschnitt q im Ganzen l-mal vom linken zum 
rechten, und r-mal vmn rechten zum linken Ufer überschreiten y so wird 
der bei Anwendung dieser Integrationscurve für %{z) sich ergAende 
Werth zu F(z) in der Beziehung stehen: 
(26.) 5(£) = F(^) + (?-»•) A, 

wo A die in (18.) definirte Constante vorstellt 
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Setzt man insbesondere Z = 1 und r = 0, so erhält man den 
in (24.) betrachteten Specialfall. 

Beispiel. — Ein einfaches Beispiel für die hier angestellten Betrach- 
tungen gewährt das Integral: 



/■ 



z 



Die hier aofbretenden Functionen 9 » — und ib ^=^ z sind eindetUig und 

z 

stetig auf einer ringfSrmigen Fläche 91, die von irgend zwei um den An- 
fangspunkt £? «» beschriebenen Ereisperipherien begrenzt ist. 

Ohne näher auf diesen Gegenstand einzugehen, sei nur bemerkt, dass 
die Constante A (18.) im gegenwärtigen Fall => — 2»«, und %{z) iden- 
tisch mit log z wird. 

§2. 

Ueber Integrale auf einer mehrblättrigen Riemann*BChen 
Eliigelfläohe. 

Es sei eine Riemann'sche Eugelfläche 91 in ganz beliebiger 
Weise gegeben, mit beliebig vielen Blättern, Windungspunkten und 
Uebergangslinien. Femer sei © irgend ein Theil von SR. Endlich 
seien ^ = fp{e) nnd ^ ^=^{ß) zwei Functionen, die auf © eindeutig 
and stetig sind. Alsdann kann das positiv über den Rand von © 
erstreckte Integral 

falls man © in kleine Stücke U^, Hg, . . . U^ zerlegt, auch so dar- 
gestellt werden: 

oder, falls man diese Stücke in ihre natürlichen Zustände %^, %^, 
... 9(9 versetzt, auch so: 

Da nun 9 und ^ auf @, mithin z. B. auch auf Ux und Äx eindeu- 
tig und stetig sind, so ergiebt sich [mittelst des Hülfssatzes pg. 187] 
sofort: 

/ 0.^^ = 0; 

und folglich aus (2.): 
r^\ f q>dtlf ebenfalls = 0. 

13* 
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Also^der Satz: Sind q> ^^ ip(z) und ^ = ^(jer) auf irgend einem 
Theil © einer Riemann'schen Kugelfläche eindeutig und stetig ^ so 
toird das in positiver Bidhtung Ober den Band von © erstreckte In- 
tegral 
(4.) / fpdilf stets =0 

sein. Besitzt © mehrere Bandcurven, so ist selbstverständliclh dies 
Integral in WirJdichkeit eine Summe von mehreren Integralen. 

Auf der Fläche 91 sei irgend ein fester Punkt Zq markirt. Das 
von Zq aus auf der Fläche 91 längs einer beliebigen Curve fortschrei- 
tende und schliesslich bis zu irgend einem Punkte z vordringende 
Integral von ipdil^ mag mit 

z 

(5.) f9>dil>, 

oder, falls jene Curve irgend welche bestimmte Gestalt 6 besitzen 
soll, mit 

(6.) Jg>dif [a], oder auch mit J* ^df 

bezeichnet werden. Dabei ist unter jener Curve stets die Bahn 
eines Punktes zu verstehen, der seine Lage auf 9% Schritt für 
Schritt in stetiger Weise ändert. Es wird also diese Curve z. B. 
aus einem Blatt der Fläche 9fl in ein anderes immer nur beim Pas- 
siren einer Uebergangslinie gelangen können. [Vgl. (2.) pg. 66.] 

Denkt man sich auf 91 irgend einen Flächentheil © abgegrenzt, 
ferner den festen Punkt Zq innerhalb © gelegen, und soll das Inte- 
gral (5.), was die Bewegung seiner Integrationscurve z^ , , . z betriflft^ 
auf ilen Flächentheil @ beschränkt werden, soll also die genannte 
Curve innerhalb @ sich beliebig bewegen, den Rand von © aber 
niemals überschreiten dürfen, so mag das Integral, um solches an- 
zudeuten, mit 

z 

(7.) S^>d^ [@] 

bezeichnet werden. Alsdann ergiebt sich leicht ein den Sätzen pg. 190 
und 191 analoger Satz, der folgendermassen lautet: 

Versteht man unter © irgend einen einfach zusammenhängen- 
den Theil der gegebenen Fläche 91, ferner unter g) = ip(z) und V' = t(/f) 
zwei auf © eindeutige und stetige Functionen, endlich unter e^ 
einen innerhalb © markirten festen Punkt, so wird das von Zq aus- 
gehende Ufid in seiner Bewegung auf © beschränkte Integral 
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(8.) ftpäi» [©] 

«0 

eine Function voti z sein, welche auf © allenthalben eindeutig und 
stetig ist. 

Beweis. — Zieht man, von is aus, nach einem ebenfalls inner- 
hcHb @ liegenden Punkte 8 irgend zwei innerhalb @ bleibende Cur- 
ven 6 und 6% so bilden 6 und <y' zusammengenommen einen Bück- 
kehrschnitt der Fläche @. 

@ ist aber nach unserer Voraussetzung einfach zusammen- 
hängend, und zerfallt daher [Satz (7.) pg. 151] durch diesen Rück- 
kehrschnitt {6 + <^') in zwei getrennte Stücke ©^ und ©g, von denen 
das eine ©^ nur von {6 + 6") begrenzt ist, während das andere ©^ 
theils von der Curve (<y + <^')> theils vom ursprünglichen Rande der 
Fläche © begrenzt sein wird. Demgemäss ergiebt sich für das posi- 
tiv über den Rand von ©^ erstreckte Integral 

die Formel: 
iß.) ±f^9dt=f Vd^-f ,9^^, 

die Integrationen über 6 und 6' hinerstreckt gedacht von 0q nach js, 
[Vgl. die analogen und mehr anschaulichen Betrachtungen auf pg. 188.] 
Nach unserer Voraussetzung sollen aber ip = q>{gi) und tl^ =^-^{z) 
auf ©, mithin auch auf ©^ eindeutig und stetig sein. Zufolge (4.) ist 
daher das Integral (a.) gleich Null-^ sodass also die Formel (ß.) über- 
geht in: 

(y.) f ipdt=f Wdi^. 

Hiermit aber ist bewiesen, dass der Werth des Integrals (8.) in 
irgend einem Punkte z stets ein und denselben Werth annimmt, wel- 
chen Weg man seiner Integrationscurve von Zq nach auch zuer- 
theilen mag. 

Der Werth des Integrals (8.) ist also eine eindeutige Function 
von 0, Dass derselbe gleichzeitig auch eine stetige Function von z 
ist, ergiebt sich unmittelbar aus der vorausgesetzten Stetigkeit der 
beiden Functionen 9 und ^. 
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Neuntes Oapitel. 
Die allgemeinen Eigenschaften der Abel'schen Integrale. 

§ 1. 

Untenmohimg der Abersohen Integrale in ihrer ursprünglichen, 

unbeBtimmten Form. 

Ein Integral von der Form 
(1.) ■ fg>i0)dg 

wird bekanntlich^ falls die Function q>{0) gewissen Bedingungen ent- 
'spricht, ein AheVsches Integral genannt. Und zwar kann man dabei 
jene von der Function tp{z) zu erfüllenden Bedingungen in doppel- 
ter Weise formuliren. 

Man kann entweder sagen: Die Function <p = g>{^) soll definirt 
sein durch eine Gleichung: 

Zo + Z,q> + Z^q)^ + . . . + Zn9" = 0, 

deren Coefficienten Z^y Z^y Z^y ... Z» rationale Functionen von e 
sind. Dies würde der ursprünglichen Aberschen Anschauungsweise 
entsprechen. 

Oder aber man kann sagen: Die Function fp'^^ifi) soll auf 
irgend einer Riemann'schen Kugelfläche 91 regulär^ d, i, daselbst ein- 
' deutig und bis auf eineeine Pole stetig sein. 

In der That sind beide Bedingungen unter einander äquivalent. 
Denn entspricht eine Function ip ^=^ ip(j8) der ersten Bedingung, so 
entspricht sie auch der zweiten [vgl. (1.), (2.) pg. 94 und namentlich 
auch (10.) pg. 145]. Und entspricht umgekehrt die Function der 
zweiten Bedingung, so wird sie nothwendiger Weise auch der ersten 
entsprechen [vgl. pg. 122]. 

Wir wollen nun bei den weiteren Betrachtungen den Riemann- 
sehen Weg verfolgen, also der zweiten Definition den Vorzug geben. 
Und demgemäss wollen wir uns irgend eine Riemann'schc Kugel- 
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fläche 9? in ganz beliebiger Weise gegeben denken, mit beliebig 
vielen Blättern , Windungspunkten und Uebergangslinien, und an- 
nehmen, die Function ip ^= ip(z) sei auf dieser Fläche Sft regulär, 
d. h. sie sei daselbst eindeutig und bis auf einzelne Fole stetig. 
Um zuvörderst das sogenannte unbestimfnte Integral 

(2.) F = fg>dz=fq>iz)d0 

an irgend einer Stelle der Fläche SR näher zu untersuchen, mar- 
kiren wir auf 9t einen beliebigen Punkt c und bezeichnen das Be- 
reich dieses Punktes in seinem ursprünglichen und natürlichen Zu- 
stande respective mit VL(Cyß) und Sl(y, g). Auf der Fläche Sl ist 
alsdann q) >== q>(/) darstellbar durch die Formel: 

(«0 9 - 9> w = (s - yym)^ [vgl- (15.) pg. 108]. 

Einer analogen Darstellung ist aber auch die Function ^ = ;? fähig 

dz 
[vgl. (26.) pg. 114], und ebenso auch die Function V = ^^ [»vgl. 

z. B. pg. 122]. Somit ergiebt sich: 

Substituirt man aber diese Werthe («.), (/3.) in (2.), so folgt: 

(3.) F^f<pd0=f<pp^dt^f{t-ry^(.t)dt. 

Dabei bezeichnet v = ^ + f*i [ebenso wie (i und (i^ selber] eine 
positive oder negative ganze Zahl, und E(t) = -E(g)i^i(g) eine Func- 
tion^ die [ebenso wie JE(g) und J5i(5)] eindeutig, stetig und nicht- 
Terschwindend ist. 

Man kann jetzt U und Ä nachträglich noch weiter verkleinern, 
und in solcher Art Ä in eine um y beschriebene Kreisfläche ver- 
"wandeln. Alsdann ist E(g) innerhalb Sl in eine Taylor'sche Reihe 
entwickelbar: 

E(0 = A + ^,(g - y) ,+ ÄS -yf + -.- ; 

SO dass man erhält: 

(4.) F o= JiMt - ry -^Ait- yy+' + Ä,(t- yy+' + • . •] dt. 

Die Integration lässt sich jetzt sofort ausführen, wobei der Fall 
^ s: — 1 besonders zu behandeln ist. Man übersieht sofort, dass der 
in solcher Weise für F resultirende Werth auf 81 im Punkte y, d. h. auf 
11 im Punkte c endlidi oder unendlich ist, jenachdem v c= 0, 1, 2, 3 etc. 
oder aber «=» — 1, — 2, — 3 etc. ist; und gelangt in solcher Weise 
zu folgenden Sätzen: 
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Bepräsentirt g> = q>{z) eine auf 91 reguläre Function^ so eerfdOen 
säimnUliche Punkte der Fläche 91 mU Beäug auf das unbestimmte In- 
tegral: 
(5.) F = fipdg 

in 0wei Kategorien^ nämlich erstens in die EndlichJceitspunhte van 
F, und zweitens in die UnendlichJceitspunJcte von F. 

Ist c ein EndlichJceitspunJct von F, so wird dieses F [nach 
Fixirung der Integrationsconstante] im Bereich U (c, j?) oder fli{yj t) 
des Punktes c darstellbar sein durch die Formel: 
(6.) 2^=(eindeut, stetig. Punct. von g); 

woraus z. B. folgt: 

Ist hingegen c ein UnendlichJceitspunkt von Fy so wird dieses 
F [nach Fixirang seiner Integrationsconstante] im Bereich U {c, z) 
0^ Ä(y, t) des Punktes c darstellbar sein durch die Formel: 

Alog(S-y)+[j^^ + (^3^. + ...+(j3^J 

+ (eindeut., stetig. Function von g) 

wo A, B^^\ B^^\ . . . B^*) constante Coefficienten vorstellen. Aus dieser 
Formel (8.) folgt sofort: 

(9.) J^dF = J^dF = J^^>dz « 27tik, 

die Integration [ebenso wie in (7.)] positiv hinlaufend gedacht um das 

Bereich Ä oder U. 

Bemerkung. — Biemann bezeichnet die in der Formel (8.) auftre- 
tende Function (f — y) mit r [vgl. Riemann's Gesammelte Werke pg. 97], 
und sagt von derselben, sie sei eine Function von z, die in dem betrach- 
teten Punkte c tmendlich klein von der ersten Ordnung wird. Dies steht 
mit unserer Betrachtungsweise in vollem Einklang. In der That ist näm- 
lich (i — y) eine Function von z, die im Punkte c einen Ntülpunkt erster 
Ordnung besitzt. ' 

Sind beide Functionen 9) = 9(^5) und if = z im Punkte c d. h. 

dz 
auf U und 81 stetig, und ist also ^ = jö auf Ä ebenfalls stetig [vgl. 

den Satz pg. 49]^ so wird das Integral 

daselbst gleichfalls stetig sein^ wie sich solches z. 6. leicht ergiebt 
mittelst der in (3.)^ (4.) angegebenen Betrachtungen. Demgemäss 
können die Unendlichkeitspunkte von F nur in solchen Punkten c 
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liegen^ in denen die Functionen ip =: <p(0) und ^ «= jef entweder beide^ 

oder wenigstens eine derselben, unstetig sind. Mit andern Worten: 

Die Unendlichkeitspunkte von F sind entweder geradezu durch die 

(10.) Pole der Functionen q>(/) und b, oder aber durch einen Theil dieser 
Pole dargestellt. Demgemäss können also die Unendlichkeitspunkte von 
F auf der Fläche Sft immer nur vereinzelt vorkommen. 

Ist jPim Punkte c unendlich, so wird F im Bereich dieses Punk- 
tes darstellbar sein durch die Formel (8.). Und für die Beschaffen- 
heit dieser Formel sind die Werthe der daselbst aufti*etenden con- 
stanten Coefficienten A, B^^^, B**^, . . . B^*) von charakteristischer Be- 
deutung, Sind z. B. B(^^ B^, . . . B^*^ sämmtlich «= 0, so geht die 
Formel über in: 

(11.) F=^ log (S — y) + (eind. stetig. Funct. von g). 

In diesem Fall heisst c ein logarithmischer Unendlichkeitspunkt, oder 
genauer ausgedrückt ein rein logarithmischer Unendlichkeitspuukt. 
* Ist, um ein zweites Beispiel anzuführen, A = 0, hingegen B^*^ 

von verschieden, während B^*), B^'^ . . . B<*^ sämmtlich = sind, 
so geht die Formel (8.) über in: 

d(1) 

(12.) F= °_- + (eind. stetig. Funct. von g). 

In diesem Fall wird offenbar der Punkt c als ein Pol von F, und 
zwar als ein Pol erster Ordnung zu bezeichnen sein. 

In der That kann man die Formel (12.), falls man die daselbst auf- 
tretende eindeutige und stetige Function mit 0(i) bezeichnet, in die Ge- 
stalt versetzen: 

J^ = « - yp ' [B^'^ + (t - y) . 0(t)]. 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck repräsentirt wieder- 
um eine eindeutige und stetige Function von i, die überdies im Punkte y 
den nach unserer Voraussetzung von verschiedenen Werth B^*^ annimmt. 
Denkt man sich also das Bereich U oder $( hinreichend klein, so repräsen- 
tirt jener in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck eine Function vom 
Charakter E; so dass man also erhält: 

F=(t-y)-ijE7. -. Q. e. d. 

Ist ferner, um ein letztes Beispiel anzuführen, A = 0, hingegen 
B<^> von verschieden, ebenso auch B^^\ während B'^^, B^^\ . . . B^*) 
sämmtlich = sind, so geht die Formel (8.) über in: 

r(1) r(2) 

(13.) F = ^- + ^^-y, + (eind. stetig. Funct. von g). 

Und in diesem Fall repräsentirt c [wie man leicht übersieht] einen 
Pol zweiter Ordnung von F, 
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Schliesslich wird der durch die allgemeine Formel (8.) charak- 
terisirte Unendlichkeitspunkt c zu bezeichnen sein als ein logarüh- 
misch'polarer Unendlichkeitspunkt y nämlich als die Superposition eines 
rein logarithmischen Unendlichkeitspunktes und eines polaren Un- 
endlichkeitspunktes V^ Ordnung. 

§2. 

Fortsetzung. Allgemeine Sätze über die Unendlichkeitspnnkte 
der betrachteten Integrale. 

Bezeichnet man sämmtliche .Unendlichkeitspunkte, welche das 
Integral 
(140 F^Jipdz 

auf irgend einem Thml @ der gegebenen Fläche 9ft besitzt^ mit c^, 

c^j . . . Cgy so werden all' diese Punkte [zufolge des Satzes (10.)] in 

. den Polen der Functionen q>{ß) und is liegen. Ausser Cy, c^, . . . c^ 

können aber q>{i8) und auf © möglicher Weise noch andere Pole 

besitzen; welche d^, d^^ - * . dh heissen mögen. Bezeichnet man nun 

die Bereiche der genannten Punkte respective mit U^, U^, . . . Uy 

K und SSj, SSg, ... SSa, und das nach Absonderung all' dieser Bereiche 

^ noch übrig bleibende Stück der Fläche @ mit %: 

© = a; + (u. + u, ... + u, + «x + »,... + «*), 

SO ist offenbar: 

(16.) 4^'-4''^+2;/./^+.l4/f- 

Nach (9.) ist aber: 
(a.) f dF^27ti/K^, 

wo Ax dasjenige specielle A vorstellt, welches in der Entwicklung 
(8.) vorkommt; falls man dieselbe speciell auf den Punkt c» in An- 
I Wendung bringt. 

Das dx ist, nach seiner Definition, ein Endlichkeüsptinkt von F, 
Somit folgt aus (7.): 
(ß.) f^/F^O. 

Nun ist ferner zu beachten, dass c^, c^j . • . Cg und (2|, tü^, . . . <ft 
zusammengenommen sämmtliche Pole der Functionen ip(js) und is auf 
der Fläche @ repräsentiren. Demgemäss sind g>{z) und auf der 
aus @ durch Absonderung jener Punkte entstehenden Fläche % 
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ausDahmslos eindmtig und stetig'^ sodass sich also [mittelst des Satzes 
pg. 196 (4.)] die Formel ergiebt: 

d. i. die Formel: 

Substituirt man schliesslich die Werthe («.), (/3.), (y.) in (15.), 
so erhält man: 
(16.) f^^^= 2^i(A| + A, + . . . + A^), 

und gelangt also zu folgendem Satz: 

Bezeichnet © irgend einen Theil der gegebenen Fläche JR, ufid 
Juri das Integral 

F = 



auf © im Ganzen g UnendlichkeitspunJcte: c^, Cg, . . . c^, so mrd 
das über den Band von © positiv erstreckte Integral 

(17.) _ f^dF = f^g>dz stets = 2;ri(Ai + A^ + . . . + A,) 

sein, wo ^^^ K^, . . , iKg die Logarithmus-Coefficienten derjenigen Ent- 
imcklungen (8.) bemcknen, durch welche F in jenen Tunkten q, c^, 
. . .Cg der Beihe nach dargestellt ist. 

Hat also g, B. F auf © gar keine UnendlicJikeitspunkte oder 
lediglicli polare Unendlichkeitspwnkte, so ergiebt sich: 

(18.) f^dF = f^<pdz=^0. 

Lässt man den Flächentheil © sich mehr und mehr ausdehnen^ 
bis er schliesslich mit 91 selber identisch wird; so verschunndet in 
diesem letzten Augenblick die Randcurve von ©^ mithin gleichzeitig 
auch der Werth des Integrals (17.); sodass man also zu folgendem 
Resultat gelangt: 

Besitzt das Integral 

F = 



auf der gegebenen Fläche 9t im Gcmzen q Unendlichkeitspunkte: Cj, Cg, 
. . ,Cq, und bezeichnet man die Logarithmus-Coefficienten des Integrals 
für diese Punkte der Beihe nach mit Ai, Ag, . . . A^, so ist stets: 

(19.) Ai + Aa + ... + A, = 0. 

Bezeichnet man unter diesen A's diejenigen ^ welche den loga- 
rithmischen und logarithmisch -polaren Unendlichkeitspunkten zuge- 
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horeo, für den Augenblick mit A^^^, andererseits aber diejenigen, 
welche den polaren ünendlichkeitspunkten zugehören, mit A^*^, so 
sind die A^^^ sämmtlich = 0; so dass alsa die Formel (19.) sich re- 
ducirt auf 
(19a.) 2:A(^) = 0. 

Von diesen Constanten A^^^ ist jedwede von versdiieden. Zufolge 
(19 a.) muss daher die Anzahl dieser Constanten A^^^ entweder = 0, 
oder aber > 1 sein. Mit andern Worten:. 

Die Gesammtmhl der logarithmischen und logarithmtsch- 
polaren ünendlicJiJceitspunkte, welche F auf 91 besitzt, ist stets ent- 
weder = 0, oder aber > 1, niemals = 1. Ist insbesondere diese An- 
{\Qh.)zahl = 2, sind also zwei sokhe ünendlichkeitspunkte vorhanden, so 
werden [nach (19 a.)] die Logarithmus-Coefficienten in diesen beiden Punk- 
ten einander entgegengesetzte Werthe haben, 

Beispiel. — Die von uns gefundenen Sätze gelten far alle der ge- 
gebenen Fläche 9% entsprechenden Aberschen Integrale, gelten also für 
jedwedes Integral 
(a.) F ^fq>dz, 

falls nur (p ^^ q)(z) eine auf di reguläre Function ist, und gelten daher 
z. B. auch für jedwedes Integral von der Form: 

falls nur f = f{z) eine auf 91 regtUäre Function vorstellt Denn entspricht f 

Af \ Af 

dieser Voraussetzung, so werden die Ausdrücke j- und -j -^ derselben 

ebenfalls entsprechen [vgl. die Sätze (11.) pg. 124 und (24.) pg. 113]. 

Markirt man nun auf 9{ irgend einen belitbigen Punkt c, und be- 
zeichnet das Bereich dieses Punktes mit U(c, z) oder ^[(7, (), so ¥rird die 
auf di reguläre Function f innerhalb SC darstellbar sein durch: 

(y ) /* - (t - vTm), [vgl. (16.) pg. 108]. 

Dies in (ß.) substituirt, ergiebt sich innerhalb SC: 
Die Functionen E und -jr sind auf 91 eindeutig, stetig und nichtverschwin- 

A TP ^ AIP 

dend; folglich sind -=-r- und -= -^-r- auf 91 eindeutig und stetig [Satz (15.) 

pg. 23]. Denkt man sich also U und 9 nachträglich noch weiter yer- 
kleinert, und in solcher Weise die Fläche 9( in eine kleine um y beschrie- 
bene Kreisfläche verwandelt, so wird die Function 

JL ^ 
E dt 
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bar sein in eine Taylor'sche Reihe: 

= A + ^1 « - y) + ^, (S - y)' + . . . 



innerhalb 9 entwickelbar sein in eine Taylor'sche Reihe 

JE di 
Hieraus folgt: 



Somit folgt ans (^.)- 
(f.) F «- fi log (t — y) + (eindeut. stet. Pnnct. von f). 

Diese fflr das Bereich U oder SC des Punktes c oder y gültigen For- 
meln (y.), (*.), («.) zeigen, dass (i die Ordnungszahl der regulären Func- 
tion f im Punkte c bezeichnet, und dass das Integral F im Punkte c, 
jenachdem fjr »» o oder von verschieden ist, entweder gar keinen oder 
aber einen rein logariihmisehen Unendlichkeitspunkt besitzt. Hieraus aber 
folgt, weil c einen ganz beliebigen Punkt der Fläche di vorstellt, dass F 
auf der ganzen Fläche fH nur rein logarithmische Unendlichkeitspunkte be- 
sitzt, und dass diese ihrer Lage nach identisch sind mit den Polen und 
Nullpunkten der Function f. Ueberdies ergiebt sich aus («.), dass die jenen 
Unendlichkeitspunkten entsprechenden Logarithmus- Goefficienten des Inte- 
grals F identisch sind mit den dortigen Ordnungszahlen ^ der Function /*. 
Also der Satz: 

Versteht man unter f = f(js) irgend eine auf fü reguläre Function 
[d. i. irgend eine Function, die auf 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig ist], so besitzt das Integral 

auf der Fläche di nur rein logarithmische Unendlichkeitspunkte. Und 
zwar werden diese Punkte ihrer Lage nach identisch sein mit den Polen 
und Nullpunkten der Function f Auch werden die Logarithmus-Coefficien- 
ten des Integrals F in diesen Unendlichkeitspunkten nichts Anderes sein^ als 
die dortigen Ordnungszahlen der Function f. 

Der Satz (19.) pg. 203 behauptet, dass die Summe der in Rede ste- 
henden Logarithmus- Goefficienten =» sein muss. Er behauptet also, dass 
die Summe derjenigen Ordnungszahlen, welche die Function f in ihren 
Polen und Nullpunkten besitzt, »» o sein müsse. Dies aber ist ein schon 
früher constatirter Satz [vgl. pg. 107]. 

§3. 

Eintheilung der Abel^sohen Integrale in solche erster, zweiter 
und dritter Gattung. 

Erste Cktttnng. — Besitzt das Abersche Integral: 

F = 



auf der gegebenen Riemana'schen Kugelfläche 9i gar keine ünend- 
lichkeitspunkte; so heisst dasselbe ein Integral erster Gattung. 
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Zweite Oattnng. — Besitzt das Abersche Integral: 

auf 9t nur polare Unendlichkeitspunkte, so zahlt dasselbe zur zwei- 
ten Gattung, Das einfachste unter alF solchen Integralen zweiter 
Gattung, das sogenannte elementare Integral zweiter Gattung, wird 
offenbar dasjenige sein, welches im Ganzen nur einen Unendlichkeits- 
punkt, und zwar einen polaren Unendlichkeitspunkt erster Ordnung 
besitzt. Bezeichnet man diesen Punkt mit c, und sein Bereich mit 
U (c, z) respective 31 (y, g), so wird das Integral in diesem Bereich 

[vgl. (12.)] einen Werth besitzen von der Form: 
ß 
F = YZl H (eindeut stetig. Funct. von J) , 

wo B eine Gonstante vorstellt. Diese Constante kann, durch Mul- 
tiplication des ganzen Integrals mit einem constanten Factor, stets 
auf 1 reducirt werden. Und demgemäss wollen wir den Begriff des 
elementaren Integrals zweiter Gattung in der That in der Weise 
genauer fixiren, dass wir festsetzen, die seinem UnendlicHkeitsputüct 
entsprechende Constante B solle stets = 1 sein. 

Dritte Gattung. — Besitzt das AbeFsche Integral: 
F= 



auf Sft irgend welche logarithmische Unendlichkeitspunkte, so wird 
dasselbe — einerlei, ob gleichzeitig auch noch polare Unendlich- 
keitspunkte vorhanden sind, oder nicht — ein Abel'sches Integral 
dritter Gattung genannt. Das einfachste unter all' diesen Integralen 
dritter Gattung, das sogenannte elementare Integral dritter Gattung, 
ist dasjenige, welches im Ganzen nur zwei Uuendlichkeitspunkte, 
und zwar zwei rein logarithmische Unendlichkeitspunkte besitzt — 
Noch einfacher würde allerdings ein Integral mit p.ui einem solchen 
Punkte sein. Ein derartiges Integral ist aber unmöglich, zufolge des 
Satzes (19.), (19 a, b.). 

Zugleich ergiebt sich aus jenem Satz, dass bei einem elemen- 
taren Integral dritter Gattung die den beiden Unendlichkeitspunkten 
entsprechenden Logarithmus -Coefficienten entgegengesetzte Werthe 
haben müssen. Bezeichnet man also die beiden Unendlichkeitspunkte 
mit Ci, Cg und die Bereiche derselben mit Vii(ci,z)y Vi^ic^^z) respec- 
tive mit %i{yi, i), ^{y2, S)? s^ ^^^ ^^8 Integral in diesen Bereichen 
darstellbar sein durch die Formeln 

2^ = — A log (g — yj) -f (eind. stetig. Funct von f), 
jP = -f A log (g — y^) + (eiöd- stetig. Funct von Q, 
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wo A in beiden Formeln dieselbe Constante ist. Zur genaueren 
Fixirung eines solchen elementaren Integrals dritter Gattung mag 
festgesetzt werden, dass diese Constante A stets = 1 sein soll. 

Beiläufige Betrachtung über die hyperelliptischen Integrale. — 
Die Function 
(a.) s == y(^ ~ cj {0 — Ci)...{z — C^n) 

kann [Satz (13.) pg. 83] in eindeutiger Weise ausgebreitet werden 
auf einer gewissen zweibldtbrigen Kiemann'schen Eugelfläche 9t, welche 
2n Windungspunkte c^, Cj, . . . c»» und n Uebergangslinien {c^c^^ 
(^^4); • • ■ (^2«— 1^2») besitzt. Auch ist sie auf dieser Fläche 91 über- 
all stetig bis auf zwei bei z = 00 übereinander liegende Pole. 

Die Function s (a.) ist also auf 91 eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig. Gleiches gilt mithin [vgl. pg. 113, 114] auf 9i 
auch von den Functionen 



(ß,) ^, ^ 



1 f* 

8 ' S ' 



falls man nämlich unter q eine ganze Zahl versteht. Demgemäss 
sind die Ausdrücke («.), (ß.) als Functionen zu bezeichnen, die auf 
91 regtdär sind. Setzt man also z. 6. 

(y.) 9> = V ™^ F=^Jfpdz, 

so repräsentirt F ein der Fläche 91 zugehöriges AbeVsches Integral 
[vgl. die Definition pg. 198]. Ob nun dieses Integral F erster, zwei- 
ter oder dritter Gattung ist, hängt lediglich ab von seinen ünend- 
lichkeitspunkten. Diese Punkte sind daher weiter zu untersuchen. 
Die Pole der Functionen 9 und z liegen offenbar [vgl. (a.) 

und (y.)] 

[in den Punkten q, Cg, . . . C2«, 

[und in den beiden Punkten jsr = 00. 

Alle Unendlichkeitspunkte, welche das Integral F auf der Fläche 91 
überhaupt besitzt, müssen daher nothwendiger Weise [Satz (10.) 
pg. 201] in diesen Punkten anzutreffen sein. Leicht lässt sich aber 
zeigen, dass, falls q eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (n — 2) reprä- 
sentirt, diese Punkte {S) keine Unendlichkeitspunkte von F sind, 
und dass also in diesem Fall das Integral F auf der ganzen Fläche 
91 gar keine Unendlichkeitspunkte hat, mithin als ein Integral erster 
Gattung zu bezeichnen ist. 

Beweis. — Bezeichnet man irgend einen der Punkte c^, c^, ... c^^ 
mit c, und sein Bereich mit Vij{Cj, z) oder Ä,.(y^i t), ßo ist offenbar: 



(8.) 
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mithin dz ^ 2{t ^ yj) dt. 

Die Fnnctionen 8 und — sind auf ffi regulär und besitzen im Punkte c. 

8 ^ 

oder (was dasselbe ist) im Punkte y. respectivc die Ordnungszahlen 1 und 
— 1 [vgl. pg. 111]. Demgemäss ist z. B. — auf der Fläche 11^ oder 9L. 
darstellbar durch: 

wo E{i) eine eindeutige, stetige und nichtv erschwindende Function vor- 
stellt. Ans diesen Formeln folgt sofort: 

^dz - ^-^-'- - [cj + a- y/]«. 2^;«) . di. 

Hieraus aber folgt weiter, falls q eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . vor- 
stellt, mitteist des Cauchy-Tayior^schen Satzes: 

Vde = [A +A(.t- yj) + ^At- v/ + • . •] dt, 

wo die ä'b Constanten sind. Demgemäss besitzt also das Integral F in 
dem hier betrachteten Punkte c, oder y. (j =» 1, 2. . . . 2n) keinen Unend- 
lichkeitspunkt 

Betrachtet man femer einen der beiden Punkte j? =» oo, und bezeich- 
net das Bereich desselben mit U(oo, z) oder 9l(y, ^), so ist offenbar 





1 
z 


-^ = «-yV. 


d. i. 




« - (f - y)-*, 


mithin 




dz = -(t- y)-* 



di. 
Die auf 9t regulären Functionen s und - besitzen in dem betrachteten 

8 

Punkte z = <x> oder (was dasselbe ist) im Punkte y respective die Ord- 
nungszahlen — n und -f n [vgl. pg. 111]. Demgemäss ist z. B. — inner- 
halb U oder 91 darstellbar durch 

^ = (£~yr^(£), 

wo E(i) eine eindeutige, stetige und nichtversch windende Function vor- 
stellt. Aus diesen Formeln folgt nun sofort: 

g>dz^ -p - (f - y)-^ . (- 1) (f - y)»-« . E{i) . df. 

Repräsentirt nun q eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (n — 2), so wird der Ex- 
ponent [(n — 2) — q] stets positiv sein ; sodass man also mittelst des Cauchy- 
Taylor*Bchen Satzes erhält: 

^dZ^ [B, -}- JB, (t - y) + B, (J _ y)« + . . .] di, 

wo die .B's Constanten sind. Demgemilss besitzt also das Integral JF* in 
dem betrachteten Punkt z =^ oo oder ^ =» y keinen Unendlichkeitspunkt. 
Q. c. d. 
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Wir gelangen somit zu folgendem Satz: BepräsentiH 91 die zur 
eindeutigen Ausbreitung der Function 

(f.) s = y{z ^~c^){z -^) . . . (;^ _ cg») 

erforderliche zweiblättrige Bieniann'sche KugelflächCy tmd repräsentirt 
femer q eine der Zahlen 0, 1, 2, . . . (n — 2), so wird das Integral 



(» F-J 



8 



stets ein der Fläche 9? zugehöriges AheVsches Integral erster Gat- 
tung sein. 

§4. 

Das Abersche Integral in seiner Erstreokiing über irgend welche 

Ourve. 

Auf der gegebenen Fläche 9i mag irgend ein fester Punkt Zq 
markirt sein. Das^ vom Punkte Zq aus, auf der Fläche 91 längs 
einer beliebigen Curve fortschreitende und schliesslich bis zu irgend 
welchem Pimkt z vordringende AbeFsche Integral mag kurzweg mit 

» 
(20.) fq> de, 

oder, falls die gewählte Curye irgend welche bestimmte Gestalt 6 
besitzen soll, mit 

* 
(21.) fq> dz [5], respective mit J q> dz 

bezeichnet werden. Dabei ist unter der auf 9i fortlaufenden Curve 
stets die Bahn eines Punktes zu verstehen, der seine Lage auf 91 
Schritt für Schritt in stetiger Weise ändert. Es wird also diese 
Curve z. B. aus einem Blatt der Fläche 91 in ein anderes immer nur 
beim Passiren einer üebergangslinie gelangen können. [Vgl. (2.) 
pg. 66.] 

Bezeichnet c irgend einen Punkt der Fläche 91, und U das Be- 
reich desselben, und soll das Verhalten des Integrals (20.) innerhalb 
dieses Bereiches U untersucht werden, so markire man zuvörderst 
auf U zwei Punkte: einen festen Punkt Cq (der z. B. identisch mit 
c selber sein kann) und einen variablen Punkt z. Zieht man sodann 
eine auf 91 von z^ bis Cq fortschreitende Curve 6^, und eine auf U 

K e a m R n n , Abersche Integrale. 2. Aufl. 1 4 
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von Cq bis fortschreitende Curve tf, so hat das Integral (20.) im 
Punkte den Werth: 

4 Co z 

f(p dz = fg) djs [6q] '\-J(pdz \p]. 

Von den beiden Integralen rechter Hand wird das erste constant, 
= Cq bleiben, so lange 6^ ungeändert bleibt; während andererseits 
das zweite 

d. i. gleich der Differenz derjenigen beiden Werthe ist, welche das 
dem Bereich U entsprechende (früher besprochene) unbestimmte Inte- 
gral F in den beiden Punkten z und Cq besitzt Man erhält also: 

(22.) j<pde=^C, + [F\\^. 

Lässt man also da>s Curven-Integral 

(23.) J^ dz 

mittelst irgend welcher Integrationscurve in das Bereich U eines gege- 
benen Punktes c hineingelangen, und devüct man sich die diesem Be- 
reich U entsprecJienden F- Werthe in bestimmter Weise fixirt^ also da- 
selbst durch eine der beide^i Formeln (6.), (8.) pg. 200 ausgedrückt, 
— so werden die Werthe, welche jenes Curven-Integral in den einzel- 
nen Punkten z des Bereiches VL annimmt, von diesen F-Wer(hen nur 
durch eine additive Constante verschieden sein. Diese Constante aber 
kann möglicher Weise sehr verschiedene Werthe haben, je nach dem 
Wege 6q, auf welchem das Curven-Integral ursprünglich, von z^ aus, 
in das Bereich U hineingelangt ist 

In Folge dieser Constanten ist also das CurTen-Integral* (23.) 
eine vieldeutige Function von z. 

Man kann aber dasselbe, durch Beschränkung seiner Integra- 
tionscurve, in eine eindeutige Function von z verwandeln, und 
zwar gelten in dieser Beziehung, falls man das sogenannte %m- 
bestimmte Integral nach wie vor mit F bezeichnet, folgÄide Sätze: 

Erster Satz. -— Versteht man unter © irgend einen einfach zu- 
sammenhängenden Theil der gegebenen Fläche 3i, setzt man femer 
(24.) voraus, dass @ entweder gar keine oder doch nur polare Unend- 
licMceitspunkte von F enthält, und markirt man endlich innerhalb @ 
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irgend einen festen Punkt Zq, so tvird das von Zq ausgehende und in 
seiner Bewegung auf @ beschränkte Integrai 

Jtp dz [@] 

eine eindeutige Function von z sein. Diese eindeutige Function mag 
hinfort mit F{z) bezeichnet werden: 

(25.) F{z)=Jfpdz [©]. 

Zweiter Satz. — Die in solcher Weise definirte Function F(z) 
verhält sich, hinsichtlich ihrer Stetigkeit oder Unstetigkeit, in ganz ana- 
(26.) loger Weise wie das früher besprochene unbestimmte Integral F. Be- 
sitzt z. B. F auf © gar keinen Unendlichkeitspunkt, so wird F(z) 
auf © allenthalben stetig sein. 

Besitzt hingegen F auf © im Ganzen j polare UnendUchkeits- 
punkte: c^, Cg, . . . Cj, respective mit den Ordnungszahlen /ü^, fig . . . ^j, 
(27.) so wird jene eindeutige Function F(z) auf © bis auf j in c^,c^,. . . Cj 
liegende Pole stetig, und in diesen Polen respective mit den Ordnungs- 
zahlen (ii, ß^, . . . ^j behaftet sein. 

Dritter Satz. — Die Differenz derjenigen Werthe, welche die ein- 
deutige Function F(z) auf der Fläche © in irgend zwei Punkten z^ 
und z^ besitzt^ ist darstellbar durch die Formel: 

(28.) F{g,)-F{g,)=fide [©], 

WO die Integrationscurve von z^ nach z^ auf beliebigem Wege fort- 
schreiten darf, falls nur derselbe seinem ganzen Laufe nach inner- 
halb © bleibt; wie solches übrigens audi in der Formel selber durcfi 
das in Klammern beigefügte © bereits in hinreichender Weise an- 
gedeutet ist. 

Der Beweis dieser Sätze lehnt sich an frühere Betrachtungen in so 
einfacher Weise an, dass darüber nur einige kurze Andeutungen erforder- 
lich sind. 

Beweis des ersten Satzes. — Zieht man, von Zq aus, nach einem 
ebenfalls innerhalb @ liegenden Punkt z irgend zwei innerhalb S blei- 
bende Curven a und a\ so bilden a und a' zusammengenommen einen 
Bückkehrschnitt der Fläche 8. 

@ ist aber nach unserer Voraussetzung einfach zusammenhängend, und 
zerf&Ut daher [Satz (7.) pg. 161] durch diesen Rückkehrschnitt (« + o') 
in zwei getrennte Stücke ©^ und @j, von denen ©i nur von (<t + «') be- 

14* 
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grenzt ist. Demgemäas ergiebt sich für das positiv über don Rand von 
81 erstreckte Integral 
(ff.) f tpdz 

die Formel: 
(ß.) ± C tp dz =^ f q) dz — f fp dz 

»^ ©1 ^ a «^ ff' 

die Integrationen über a und a' hinerstreckt gedacht von z^ nach z. Kach 
unserer Voraussetzung soll aber @ gar keine oder doch nur polare ünend- 
lichkeitapunkte von F enthalten. Gleiches gilt daher auch von @j. Und 
das Integral (a.) ist daher [zufolge des Satzes (18.)] gleich Null. Dem- 
gemäss geht die Formel (ß.) über in 



(y.) 



r (pdz '^ r (p dz. Q. e. d. 



(S.) 



a *^ a 

Der Beweis des zweiten Satzes ergiebt sich sofort aus den zu An- 
fang dieses Paragraphs angestellten Betrachtungen. Vgl. daselbst nament- 
lich den Satz (23.). 

Beweis des dritten Satzes, — Markirt man innerhalb @, ausser z^^ 
noch irgend zwei andere Punkte Zi und z^, und zieht man irgend welche 
innerhalb @ bleibende und von z^, über z^ nach z^ fortschreitende Curve tf, 
so repr&sentiren die längs a von Zq nach Zi , respective von Zf^ über z^ bis 
z^ fortschreitenden Integrale: 

C(p dz und Cq> dz 

die Werthe der Function F{z)^ (25.), in den Punkten «r, und jp,. Die Dif- 
ferenz dieser beiden Integrale iß.) ist aber offenbar nichts Anderes, als das 
längs c von z^ nach z^ erstreckte Integral. Somit ergiebt sich: 

(f.) F{z,) - F{z,) ^ßp dz. Q. e. d. 

Es bleibt noch übrig, die Werthe der eindeutigen Function 
F{z) am Bande von © zu untersuchen. Eine derartige Untersuchung 
ist allerdings im Allgemeinen unmöglich, wohl aber dann, wenn 
der einfach zusammenhängende Flächentheil © aus einem fnehrfach 
zusammenhängenden Flächentheile durch irgend welche Schnitte ent- 
standen ist. Alsdann nämlich ist die Beziehung zu untersuchen 
zwischen den Werthen der Function F{z) an den beiden Ufern eines 
solchen Schnittes. Und man gelangt in dieser Beziehung zu folgen- 
den Resultaten: 

Vierter Satz. — Der bisher betrachtete ein fach eusammenhängende 
Flächentheil @ sei ans einem mehrfach zusammenhängenden FläcJten- 
theil durch Ausführung irgend welcher Schnitte entstanden. Dieses 
Schnittnetz mag im Ganzen aus v unverzweigten SchniUstrecken tf^, 
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ö^y , . .6y bestehen; und jede solche unver zweigte Schnittstreehe a^ mag 
als ein Strom von bestimmter (willkürlich festgesetzter) Richtung an- 
gesehen werden. Bezeichnet man alsdann die WertJie der eindeutigen 
Function F{e) in zwei auf dem linken und rechten Ufer des Stromes 
tfx einander gegenüberliegenden Punkten X und q mit F{X) und F{q)} 
so wird die Differenz 
(29.) F{X) - F(q) = Ax 

einen Werth besitzen, der längs 6x constant ist 

Fünfter Satz. — Besitzt das in Rede stehende Schnitt- oder Strom- 
netz 6i, (S^, . . (Ty irgend welche Knotenpunkte, so finden zwischen 
den Constanten A^, Ag, . . . A^ gewisse Relationen statt. Betrachtet 
(30.) man nämlich die in irgend einem solchen Knotenpunkte zusammenstossen- 
den Ströme, und unterscheidet man einerseits die daselbst einfliessen- 
den, andererseits die von dem Punkte fort fliessenden Ströme, so ist 
die Summe der in den erstem vorhandenen A's stets ebenso gross, wie 
die Summe der in den letztem vorhandenen A's. 

Beweis des yierten Satzes. — Es sei <r irgend einer jener nnver- 
zweigten Ströme ^i , «r,, . • . <?y. Femer seien X, X' irgend zwei Pankte 
seines Unken, und p, 9' die gegenüberliegenden Punkte des rechten Ufers: 



9 Q' 

Alsdann ist nach (28.): 

l' 

(«.) F{X')- F{X)^fq>dz [©], 

i 

(ß.) F(^')-F(q) ^ßdz [@], 

Q 
wobei die Integrationscurven innerhalb @ ad libitum zu wählen sind. Dem- 
gemäss kann man z. B. die Curve X . . . X' mit der linken, ebenso die Curve 
Q , . . q' mit der rechten Uferlinie Ton a zusammenfallen lassen. Thut 
man aber dies, so werden die beiden Integrale unter einander identisch; 
denn 9 nnd z sind nicht nur auf @, sondern auch auf ffi selber überall 
eindeutig, und besitzen also in je zwei zu beiden Ufern von a einander 
gegenüberliegenden Punkten einerlei Werthe. Demgemäss ergiebt sich aus 
(«.), (§•) sofort: 

(y.) F(X')^F(X)=^F(q')-F{^), 

oder, was dasselbe ist: 

{&.) F{X') - F(p') « F(X) - F(q). Q. e. d. 

Beweis des fünften Satzes. — Wir betrachten der Einfachheit willen 

zuvörderst einen Knotenpunkt aßy, in welchem nur drei der Ströme (T^, 

(fg, ... (Ty zusammenstossen. Diese drei mögen mit tf, a\ e" und die zu- 
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gehörigen A*8 mit A, A', A'' bezeichnet sein. Nehmen wir überdies an, 
dasa a nach der Stelle aßy ^mfliesat, hingegen a\ e* von aßy /br^easen: 




80 ergeben sich [zufolge des schon bewiesenen Satzes (29.)] die Formeln: 
A « FW - F(9 ) = F(«) - F(P), 
(f.) A' - F(r) - F(9') = F(y) - F(P), 

A" = F(r') - JP(9") = F(a) - F(y). 

Denn die Ströme a, <;\ c" sind ufienc2Ztc^ schmäl zu denken; sodass also 
die drei Punkte a, ß, y einander unendlich nahe liegen, mithin z. B. y 
und ß als zwei Punkte angesehen werden dürfen, die, ebenso wie X' nnd ^', 
zu beiden Ufern des Stromes a' einander gerade gegenüber liegen. Aus den 
Formeln (s.) folgt nun aber sofort: 

{^.) A = A' + A". Q. e. d. 

Dass man den Satz in analoger Weise auch für solche Knotenpunkte zu 
beweisen im Stande ist, in denen beliebig viele der Ströme o^, <r,, . . . «, 
mit einander znsammenstossen, bedarf kaum der Erwähnung. 

§5. 

Das Abersohe Integral erster Gattung. 

Ist 9 = g){z) auf der gegebenen Riemann'schen Kugelfläche 
regulär, d. L eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so heisst das 
Integral 

F = Jq) dz 

ein AbeFsches Integral [vgl. die Definition pg. 198]. Ist nun ins- 
besondere die Function q> von solcher Beschaffenheit, dass F auf 3fl 
gar keine ünendlichkeitspunkte hat, so heisst das Integral ein Abel- 
sches Integral erster Gattung [vgl. pg. 205]. 

Gleichzeitig aber wird alsdann den im vorhergehenden Para- 
graph an © gestellten Bedingungen (24.) Genüge geschehen durch 
jeden beliebigen einfach zusammenhängenden Theil der Fläche 91, 
also z. B. auch Genüge geschehen, wenn man für SR diejenige ein- 
fach zusammenhängende Fläche 9{afre nimmt, in welche 91 durch die 
Riemann'schen Schnitte 
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du «2» ^3? • • • ^P) 

*ij &2J h> ' • ' hi 

<^y ^3, . . . Cpy 

sich verwandelt [vgl. die Bemerkung pg. 185]. Man gelangt somit, 
auf Grund der im vorhergehenden Paragraph aufgestellten fünf Sätze, 
zu folgendem Resultat: 
Bepräsentirt 

F = Jq>dz 

ein AbeVsches Integral erster Gattung, besitzt mithin das unbestimmte 
Integral F auf 9i gar keine Unendlichkeitspunkte, so wird die durch 
die Fartnel 

(31-) Fig)=.f<pdg [%,,,] 

definirte Function F(z) auf der Fläche "Siabc überall eindeutig und 
stetig sein. Ud)erdies wird alsdann diese Function F{z) ifi den Schnitten 

0], a^, ^3, . . . öp, 

6i, &2, 63, . . . 6p, 

C^y ^SJ • • • <^py 

mit Constanten Differeneen behaftet sein; was angedeutet sein mag 
durch die Formeln: 

längs ani F{1) — F(q) — A,, 
(31a0 längs b^: F(k) - F{q) = Ih, 

längs Cx: F{k) - F{q) = a = 0. 

Diese drei Formeln bedürfen aber noch eines genaueren Beweises, Nament- 
lich tmrd dabei auch darmthun sein, dass die Constante C^ in der letz- 
ten Formel stets = ist. 

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht, falls man nnr die geometrische 
Configuration der Schnitte a,b, c sich vergegenwärtigt [vgl. namentlich 
die Figur pg. 184]. Der Schnitt aj besitzt nämlich [wie jene Figur zeigt] 
nur einen Knotenpunkt. Dieser wird hervorgebracht durch das Zusammen- 
treffen von Oj mit 6^, und mag daher mit (Oj , &j) bezeichnet sein. Der 
Schnitt 64 repräsentirt also eine einzige unverzweigte Schnittstrecke, die 
von diesem Knotenpunkt (Oj, b^) ausgeht und schliesslich wieder in den- 
selben zurdckkehrt. 

Der Schnitt b^ hingegen besitzt zwei Knotenpunkte (&j , aj und (&j , c,), 
und besteht also aus zwei unverzweigten Schnittstrecken, welche 6/ und 
h" heissen mögen [vgl. die folgende Figur]. 

Endlich repräsentirt der Schnitt c, nur eine unverzweigte Schnitt- 
strecke^ welche vom Knotenpunkt (c^, b^) fortläuft zumKnotenpunkt (c, , a,). 
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(«•) 



m 



(y.) 




Bezeichnet man nun die diesen unverzweigten Strecken: 

«M Wy W\ ^ 
entsprechenden Differenzen der Function F{z) respective mit: 

-^1» ^/> ^l"» ^2» 

80 sind Ai , JBj', ^i", C^ lauter Constanten [nach (29.)]. Auch werden 
zwischen diesen Constanten [zufolge des Enotenpunktgesetzes (SO.)] die 
Relationen stattfinden: 

woraus sofort folgt: 

B,' = b:\ 

C, «0. 

Bezeichnet man also 

den gemeinschafblichen 

Werth der Gonstanten 

B^' und Bi' kurzweg 

mit B^ , so werden die 

Differenzen von F{z) 

in den Schnitten 

Ol, 6i, c, 

[zufolge (I?.)] respective dargestellt sein durch 

wo A^ und JBi Constanten sipd. 

Analoges ergiebt sich nun, wenn man in entsprechender Weise weiter- 
geht, zunächst für o^, &,, Cg, sodann für Og, 63, c^, hierauf für a^, 5^, c^ 
u. s. w. — Q, e, d. 

Da nun also die Ch sämmtlich = sind^ mithin zu beiden 
üfem des Sclinittes Cx (x «= 2, 3, . . . p) gleiche Werthe der Function 
F{z) sich vorfinden, so wird die Function F{z) nicht nur auf 9la6c, 
sondern auch auf ^ab eindeutig und stetig sein. Dabei ist unter 
9lo6 diejenige Fläche zu verstehen, in welche 91 bloss durch Aus- 
führung der Schnitte 

«1; «2? ^3, • • ■ «/>, 

61, 6^, 63, . . . hp 

sich verwandelt [wie solches schon früher festgesetzt wurde, vgl. 
die Bemerkung pg. 185]. 

Auch übersieht man leicht, dass diese durch die Formel 

(32.) F{z)^Jq>dz [Siafto] 

definirte Function F{z), weil sie eben zu beiden Ufern der Schnitte 
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Cx (oc = 2, 3, . . , p) einerlei Werthe hat, völlig ungeändert dieselbe 
bleiben wird, einerlei, ob man der in (32.) angegebeneu Integra- 
tionscurve z^^ . . . z eine Ueberschreitung der Schnitte c^ (wie bisher) 
verbietet, oder aber gestattet. Mit andern Worten: Die durch die 
Formel (32.) definirte Function F(/) wird völlig ungeändert bleiben, 
wenn man in jener Formel die Note [Sta&J durch [%it,] ersetzt 
Demgemäss kann man den vorhergehenden Satz (31.) auch so aus- 
drücken: 

Theorem. — Bepräsentirt 

F = fipdz 
ein AbeVsches Integral erster Gattung, so wird die durch die Formel 

(33.) F(z)=^fq>ds [%,] 

9 

definirte Function F{b) auf der Fläche 9la6 überall eindeutig und 
stetig sein. 

Mit andern Worten: Sie tmrd auf der unversehrten Fläche JR 
überall eindeutig und stetig sein, mit alleiniger Ausnahme der Curveti 
öjt, 6x (x = 1, 2, . . . p). üeberdies wird sie in diesen Curven mit 
Constanten Differenzen behaftet sein: 

längs a^: F{k) — F(q) = A^, 

längs bxi F{X) - F(q) = B^. 

Zwischen diesen vorläufig ganz unbekannten Constanten Ax, Bx findet 
übrigens, wie später gezeigt werden soll, eine gewisse gegenseitige Be- 
ziehung statt. 

Die in dem vorstehenden Theorem angegebenen Eigenschaften 
des Integrals erster Gattung sind charahteristiscJier Natur. In der 
That wird jedwede mit diesen Eigenschaften behaftete Function ein 
Integral erster Gattung repräsentiren. Um diese Behauptung ge- 
nauer zu formuliren und zugleich zu beweisen, stellen wir uns fol- 
gende Aufgabe: 

Auf der gegebenen Fläche 9i sei irgend eine unbekannte Func- 
tion f(z) ausgebreitet, von welcher indessen vorausgesetzt werden 
soll, dass sie auf^, mit Ausnahme der Curven a«, ix (x = 1, 2, . . . p), 
(34.) eindeutig und stetig, und in jenen Curven mit irgend welchen cdn- 
stanten Differenzen behaftet ist. Auf Grund dieser wenigen An- 
gaben soll die Beschaffenheit der Function f(z) näher untersucht 
werden. 
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Nach unserer Voraussetzung ist f{p) auf der Fläche St,* aus- 
nahmslos eindeutig und stetig. Demgemäss ist [Satz pg. 124] der 
Diifermtialquoiient: 

auf 9la6 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Diese Eigen- 
schaften, aber wird der DifiPerentialquotient offenbar nicht nur auf 
9iaö} sondern auch auf 91 selber besitzen; denn die constanten Dif- 
ferenzen, mit denen f{is) in den Curven a», 6x behaftet ist, ver- 
schwinden bei Ausführung der Differentiation. Der in Rede stehende 
DiflFerentialquotient f'ijs) ist also auf 9i eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig. Oder kürzer ausgedrückt: Er ist eine auf 91 regu- 
läre Function. Demgemäss wird f{z) selber: 

(34a.) f(^g) ^ Jf'(ji)dz 

zu bezeichnen sein als das Inte'gral einer auf 9i regulären Function, 
d. i. als ein AbeVsches Integral [vgl. die Definition pg. 198J. 

Nach unserer Voraussetzung (34.) ist nun aber die Function 
f{0) auf 9ia6 überall stetig, mithin auf 9la6 und ebenso «auch auf 91 
selber überall endlich. Das in Rede stehende Abersche Integral (34 a,) 
ist daher als ein solches zu bezeichnen, welches auf 9i gar keine Un- 
endlichkeitspunkte besitzt, mithin zu bezeichnen als ein Abel'sches 
Integral erster Gattung. [Vgl. die Definition pg. 205.] 

Jedwede den Voraussetzungen (34.) entsprechende Function f{g) 
ist also ein AbeVsches Integral erster Gattung j — ein Satz, der die 
Umkehrung des vorhergehenden Satzes (33.) repräsentirt. Durch Zu- 
sammenstellung beider Sätze, des directen und des umgekehrten^ 
gelangt man zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläche 9i entsprechende AbeU 
sehe Integral erster Gattung repräsentirt, bei gehöriger Einschrän- 
(35.) kung seiner Integratiotiscurve, eine Function von z, die auf der Fläche 
91, bis auf die Chirven a*, 6x (x = 1, 2, . . . p\ eindeutig und ste- 
tig, in jenen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet ist. 
(36.) Und umgekehrt: Jedwede Function f(z), welche auf^ diese Eigen- 

schaften besitzt, ist ein ÄbePsches Integral erster Gattung. 

§6. 

Das elementare Abersche Integral zweiter Gtattung. 

Wir wollen jetzt annehmen, die auf 91 reguläre Function 9=^(ß) 
sei von solcher Beschaffenheit, dass das Integral 
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F=Jfpdz 

ein elementares Abel'sches Integral ziiv%iter Gattung repräsentiri 
Alsdann besitzt das unbestimmte Integral F auf der Fläche 91 im 
Ganzen nur einen Unendlichkeitspunkt ^ und zwar einen polaren Un- 
endlichkeitspunkt erster Ordnung. Auch wird sich der Werth Ton 
F im Bereich dieses Punktes , falls man denselben mit Cy und sein 
Bereich mit Vi{c, z) respective Ä(y, g) bezeichnet, folgendermassen 
darstellen lassen: 
(37.) F = YZr- + (ei»<J- stetige Funct. von 6)5 

[vgl. die Definitionen auf pg. 206]. 

Die in (24.) pg. 210 an @ gestellten Anforderungen werden 
offenbar für das gegenwärtige F vollständig erfüllt sein, falls man 
für @ einen ganz belubigen einfach zusammenhängenden Theil der 
Fläche 91 nimmt. Und hieraus folgt , dass jene Anforderungen auch 
dann erfüllt sind, wenn man für © die Fläche fRabo nimmt. Dem- 
gemäss gelangt man, auf Grund der fünf Sätze pg. 210 — 213, und 
genau in derselben Weise operirend wie im vorhergehenden Para- 
graph, zu folgendem Satz: 

Theorem. — Bepräsentirt 

F^ffpdz 

ein elementares AbeVsches Integral zweiter Gattung mit dem Un- 
endlickkeitspunkt c, so wird die durch die Formel 

(38.) F{z)=Jq>dz maö] 

definirte Functioft F(z) auf der unversehrten Fläche 9i, mit AusnaJime 
eines in c liegenden Poles und mit Ausnahme der Ckirven Ox, 6x 
(x = 1, 2, . . . jp), eindeutig und stetig sein. Im Bereich U(c, z) 
oder Ä(y, g) jenes Poles c mrd sie darstellbar sein durch die Formel: 

(39.) F(z) = Y~- + (®*"^- s^tige Funct. von g). 

Und attdererseits wird sie^ in den Ourven a«, ix mit constanten Dif- 
ferenzen behaftet sein: 

längs a^: F(X) — F{(f) = Ax, 

längs b,: F{X) — F(q) = B,. 
Die Formel (39.) folgt nämlich ohne Weiteres aus (37.), falls 
man nur die einfachen Betrachtungen auf pg. 210 sich vergegen- 
wärtigt. 



(40.) 
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Auch dieses Theorem ist uniketirbar durch Betrachtungen, die 
denen im vorhergehenden ^Paragraph völlig analog sind. Man ge- 
langt in solcher Weise, wenn mau beide Satze, den directen und 
den umgekehrten, zusammenstellt, zu folgendem Resultat: 

Theorem, — Jedwedes der gegebenen Fläche 91 entsprechende ele- 
(41.) mentare AbeVsche Integral zweiter Gattung repi^äsentirtj hei gehö- 
riger Einschränkung seiner Integrationscurve, eine Function von z^ 

welche auf^i eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme eines Poles 
c erster Ordnung und mit Ausnahme der Curven a^, 6x (x = 1,2, .. .p), 

welche femer im Bereich U (c, z) oder Sl (y, g) des Poles c den 
Werth hat: 

j— — \- (eindeui stetige Funct. von g), 

und welche endlich in den Curven a«, 6x (x = 1, 2, . . . p) mit 
Constanten Differenzen behaflet ist. 

Und umgekehrt: Jedwede Function f(z), welche auf 91 die eben 
(42.) genannten Eigenschaften besitzt, ist ein elementares AbeVsches Integral 
zweiter Gattung. 

§ 7. 

Das elementare AbeVsohe Integral dritter Grattxing. 

Die auf SR reguläre Function q> = ^^(jsf) sei von solcher Be- 
schaffenheit, dass das Integral 

F= Jtpdz 

ein elementares AbeVsches Integral dritter Gattung repräsentirt. 
Alsdann besitzt das unbestimmte Integral F auf der Fläche 91 im 
Ganzen nur zwei, und zwar rein logarithmische Unendlichkeitspunkte, 
welche c^ und Cg heissen mögen. Auch wird alsdann der Werth von 
Fm den Bereichen yX^{c^,z), Vi^{c^,z) respective ?li(yi,Ö, ^{yi,t) 
dieser Punkte darstellbar sein durch die Formeln 

jP = — log (g — /i) + (eindeut. stet. Funct. von g), 

2^ = 4" log (g — ^2) + (eindeut. stet, f'unct von g); 

[vgl. die Definitionen auf p. 206]. Demgemäss ergiebt sich [zufolge 
des Satzes (9.) pg. 200]: 

J dF = J q>dz = -'2ni, 
r dF= f (pde='-\-2m. 



(43.) 



(44.) 
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Wollen wir nun das gegenwärtige Integral dritter Gattung in 
ähnlicher Weise behandeln, wie in den vorhergehenden Paragraphen 
die Integrale erster und zweiter Gattung, so müssen wir zuvörderst 
die fünf Sätze pg. 210 — 213 auf das gegenwärtige Integral F 
und die Fläche 91 anwendbar zu machen suchen. Zu diesem Zwecke 
aber wird es erforderlich sein, die Fläche 9? wieder in ^Siabc zu ver- 
wandeln, und überdies die beiden XJnendlichkeitspunkte c^ und c^ 
durch geeignete Schnitte abzutrennen. 

Dabei mag der Bequemlichkeit willen zuvörderst angenommen 
sein, dass q und c^ gewöhnliche Punkte (keine Windungspunkte) sind. 
Wir construiren alsdann auf der Fläche 9io6c einen von c^ über c^ 
bis zu irgend einem Bandpunkte d der Fläche laufenden schmalen 
Flächenstreifen, welcher bei c^ und Cg kleine kreisförmige Erwei- 
terungen besitzt, bezeichnen die von c^ nach c^ und von c^ nach d 
gehenden Theile dieses Streifens respective mit l und w, und das 
nach Absonderung des Streifens (l + m) noch übrig bleibende Stück 
der Fläche 91« 6c mit 

(45.) ^abclm- 

Diese Fläche ist offenbar (ebenso wie ^ab^ eine einfach msammen- 
hängende. Auch besitzt das vorgelegte Integral F auf dieser Fläche 
gar Jceine Unendlichkeitspunkte. 

Die früher in (24.) pg. 210 an © gestellten Anforderungen sind 
daher vollständig erfüllt, wenn man für @ diese neue Fläche ^abcim 
nimmt Auf Grund der dortigen fünf Sätze pg. 210 — 213 gelangt 
man daher, wie leicht zu übersehen, zu folgendem Satz: 

Bepräsentirt 

F==f(pdis 

ein elementares AheVsches Integral dritter Gattung mit den beiden 
Unendlichkeit^mnJcten c^ und Cg, so wird die durch die Formel 

definirte Function F{z) auf der Fläche ^ahcim überall eindeutig und 
stetig sein, Veberdies wird alsdann diese Function F{z) in den 
Schnitten*) 



*) Efl wird kein Missvers tänd nies hervorbringen, dass der Buchstabe c hier 
in verschiedenen Bedeutungen gebraucht ist, nilmlich einerseits zur Bezeich- 
nung der beiden ünendlichkeitspunkte, und andererseits zur Be'zeichnung der 
Schnitte c,, e,, . . . Cp. 
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«u «2, Öfg, 



l*jB, 



^l > ^2; ^3? • • • ^Pf 
^2; ^y • • • ^p> 

titi^ ebenso auch in den Schnitten 

l und m 
mit Constanten Differenzen behaftet sein, was angedeutet sein mag 
durch die Formeln: 

längs a,: F(X) — F(q) = A^, 
längs bni F{X) - F{q) = Bx, 
(47.) längs c^: F{X) ~ F{q) = (7x = 0, 

längs l: F(k) — F(Q) = L, 
längs m: F{X) — F(q) = M. 
Dass nämlich Ax, Bx, Cx, L, M wirklich ConstanteD; und dass 
insbesondere die Cx sämmtlich = sind, ergiebt sich in genau der- 
selben Weise, wie Analoges früher bei dem Satz pg. 215 bewiesen 
wurde, üeberhaupt ist der gegenwärtige Satz, seiner Ableitung und 
seinem Inhalt nach, mit jenem früheren Satz völlig parallel. 

Um die Werthe der Constanten Z, M näher zu bestimmen, be- 
merken wir zuvörderst, dass die DiflFerenz derjenigen Werthe, welche 
F{z) in irgend zwei Punkten z^ und z^ der Fläche 9la6c«m besitzt, 
darstellbar ist durch die Formel 

(48.) F{z^) — F{z,) ^ fip dz ma,,im], . 

[vgl. (28.) pg. 211], wo die Integrationscurve z^ . . , z^ innerhalb der 
Fläche ^ahcim jeden beliebigen Lauf nehmen darf. Die folgende Figur 
mag nun die beiden Unendlichkeitspunkte c^, c^ und den Schnitt 




(l + m) mit seinen beiden kreisförmigen Erweiterungen vergegen- 
wärtigen. Dabei bezeichne die Linie ss einen kleinen Theil der 
Randcurve von ^abc^ Betrachtet man die um Cj beschriebene kleine 
Kreisfläche als das Bereich U^ dieses Punktes Cj, so erhält man: 



Digitized by 



Google 



Die AbeVschen Integrale. 223 

(49.) fa>d,^f<pdz, 

die Integration von a aus [in der Richtung des angegebenen Pfeiles] 
längs der Kreisperipherie fortlaufend gedacht bis zum Punkte 6. Diese 
Integrationscurve a . . . & bleibt also ihrem ganzen Laufe nach inner- 
}uiU) der Fläche ^abcim} oder vielmehr am Bande derselben. Zufolge 
(48.) hat daher das Integral (49.) rechter Hand den Werth 

FQ>)-Fid); 
sodass man erhält: 

(50.) f^9 rf« -= - md) - Fm 

In analoger Weise ergiebt sich, was das Bereich U^ des Punk- 
tes Cg betrifft, die Formel: 

(51.) f n,dz = Jg> dz + Jq> dz, 

die Integrationen längs der Kreisperipherie hinerstreckt gedacht von 
a nach ß und von y nach ö [in der Richtung der in der Figur an- 
gegebenen Pfeile]. Zufolge (48.) sind aber die in (51.) rechter 
Hand stehenden Integrale 

= F{ß) — F[a), respective = F{ö) — ^(y); 
sodass man erhält: 

/^9> dz = F{ß) - F{a) + F{8) - F{y), 

oder, was dasselbe ist: 
(52.) ^ 9 de = [F{ß) - F{y)] - \F{a) - F{6)1 

Beachtet man jetzt die Bedeutungen der Constanten L, M (47.), 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf die vorstehende Figur sofort: 

[F(a) - FQ>)] = [Fiß) - F{y)] = L, 

[F{a) - F{d)] = M, 
sodass also die Formeln (50.), (52.) die Gestalt annehmen: 

J tpdz L. 

(53.) "' 

J tpde^' + L-M. 

Hieraus aber folgt weiter, falls man für die Integrale linker Hand 
ihre Werthe (44.) substituirt: 
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sodass man also schliesslich erhält: 

(55.) L = 2jci und Jf=0. 

Da nun [nach (47.) und (55.)] sämmtliche Cx (x = 2, 3, . . . p) 
und ebenso auch M Null sind, mithin die Werthe der Function F(£) 
zu beiden Ufern der Schnitte Cx (x = 2, 3, . . . p) und m einander 
gleich sind, so wird diese Function F(js) nicht nur auf ^abcim7 son- 
dern aueh auf ^abi eindeutig und stetig sein. Dabei haben wir von 
der letztgenannten Fläche 

(56.) ^aöl 

eine deutliche und einfache Vorstellung. Denn sie entsteht aus der 
bekannten Fläche SRat durch Ausführung des von c^ nach Cg laufen- 
den Schnittes l und durch Abscheidung zweier kleinen um c^ und 
Cjj beschriebenen Kreisflächen. 

Gleichzeitig lässt sich übrigens die durch die Formel (46.): 

(57.) F(s!)=fg>d0 [9ia6c/m] 

gegebene Definition der Function F(0) ebenfalls vereinfachen. Da 
nämlich F(ß) zu beiden Ufern der Schnitte Cx (x = 2, 3, . . .jp) und 
m einerlei Werthe hat, so wird diese Function F{ß), Wie man so- 
fort übersieht, ungeändert dieselbe bleiben, falls man in ihrer Defi- 
nitionsformel (57.) die Note [9lfl6c<m] durch [%tbi] ersetzt. 

' Mit Rücksicht auf all' diese Betrachtungen, namentlich auch 
mit Rücksicht auf (55.), können wir nun schliesslich dem vorher- 
gehenden Satze (46.), (47.) folgende einfachere Gestalt geben: 
B^äsentirt 

F = fq> dz 

ein elementares AbeVsches Integral dritter Gattung mit den beiden 
Unendlichlceitspunkten Cj und Cg, so wird die durch die Formel 

(58.) F(B)^f<pdz [?R«m] 

•0 

definirte Function F{z) innerluxlb der Fläche ^abi überall eindeutig 
und stetig sem^ überdies aber in den Schnitten a«, 6x (x = l,2,...p) 
und l mit constanten Differenzen behaftet sein: 

längs ttx: F(l) — F(q) = A^, 
(59.) läfigs 6x: F(X) - F{q) = ^x, 

längs l: F{X) - F{q) = 2%i. 
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Die Fläche ^abi besitzt [vgl. (56.)] bei c^ und c^ kleine kreisförmige 
Oeffnungen. Lässt man die Radien dieser OefiEnungen kleiner und 
kleiner werden, so wird der vorstehende Satz dabei ungeändert in 
Kraft bleiben. Eine solche weiter und weiter fortschreitende Ver- 
kleinerung der genannten Oeffiiungen wird den Effect haben, dass 
die in der Definitionsformel (58.) auftretende Integrationscurve 
0Q. , » z alsdann näher und näher an die Punkte c^ und (?2 heran- 
zukommen, also in die Bereiche U^ und Ug dieser Punkte c^ und c^ 
tiefer und tiefer einzudringen vermag. 

Die Werthe aber, die in solcher Weise für die Function F(ii) 
in jenen Bereichen U^ und U^ sich ergeben, können von den dor- 
tigen Werthen des u/nbesUmnUen Integrals F (43.): 

JF = — log (g — yi) + (eind. stet. Funct. von Q 
JF = + log (g — y,) + (eind. stet. Funct. von f ) 

nur durch irgend welche additiven Constanten verschieden sein; wie 
solches aus einem früheren Satz [(23.) pg. 210] sofort sich ergiebt. 

Der letzte Satz (58.) gewinnt daher, falls man die in Rede 
stehenden kreisförmigen Oeffnungen der Fläche fftabi unendlich klein 
werden lässt, folgende Gestalt: 

Theorem. — Bepräsentirt 

F ^^ Jfpdß 

ein elementares ÄheVsches Integral dritter Gattung mit den beiden 
ünendlichJceits^nkten c^ und c^, und denkt man sich in der gegebenen 
Fläche SRaft irgend welchen von c^ nach c^ laufenden Schnitt l ausge- 
führt j und die so entstellende neue Fläche mit ^abi bezeidmet, so unrd 
die durch die Formel 

(61.) F{z) = ftpdZ [8ia6j 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche SR, mit Ausnahme 
der Punkte c^, c^, femer mit Ausnahme der Curven ax, 6x {x = l,2,...p) 
und der Cu/rve l, eindeutig und stetig sein. In den BereicJien 
lli(^;^); lljs(^;^) örfer ^iy^^), %(yi, t) der Punkte c^, c^ wird 
diese Function darstellbar sein respective durch die Formeln: 

F{p) = — log (f — yi) + (eind. stei Funct. von ß), 
F{d) = + log (g — yg) + (eind. stet. Funct. von ß). 

Andererseits wird dieselbe in den Curven ax, 6x (x = 1, 2, . . .jp) und 
l mit Constanten Differenzen behaftet sein: 

Kenmann, Abersche Integrale. 2. Aufl. 15 
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Imgs ani F(X) - F{q) = A,, 
(63). längs b^: F{X) — F{q) = -Bx, 

längs l : F{X) — F(q) = 27ci. 

Dabei sind, was die Utete Formel betrifft^ dotö linke und rechte Ufer 
des Schnittes l in vöUig hesHmmter Weise definirt. Denn nach unserer 
Festsetzung soll der Schnitt l von c^ nach c^ laufen. 

Ergänzung. — Der vorstehende Satz ist bisher eigentlich erst für 
den Fall bewiesen worden , dass C| nnd c, gewöhnliche Punkte (keine Win- 
dungspunkte) sind. 

Sind Cj, c, Windungspunkte der Fläche ^, etwa c^ ein fönfblättri^r, 
und Cj ein zehnblätfcriger Windungspunkt [also der eine von der vierten, 
der andere von der nennten Ordnung], so kann man zunächst diese beiden 
Punkte von der Fläche 9t^^^ absondern durch zwei Bückkehrschnitte, von 
denen der eine das Bereich U^ des Punktes q , der andere das Bereich U, 
des Punktes c^ umläuft; sodass also diese Schnitte respective fünf und 
zehn volle Umgänge machen^ bevor jeder derselben in sich zurückläuft. 
Das nach Absonderung dieser Bereiche U^ und t^ noch übrig bleibende 
Stück ffi*abc ^^^ Pläche di^^^ besitzt alsdann im Ganzen drei Bandcurven. 
Zwei derselben sind dargestellt durch die genannten beiden Bückkehr- 
schnitte; sie mOgen «^ und 8^ heissen; während die dritte Bandcurve iden- 
tisch ist mit der ursprünglichen Bandcurve 8 der Fläche ^^1,^, 

Man construire jetzt in der Fläche 9^^^^ zwei Querschnitte, von denen 
der erste l von irgend einem Punkte der Bandcurve 8^ zu irgend einem 
Punkte der Bandcurve «, hinläuft; während der andere m irgend zwei 
Punkte der Curven «, und s mit einander verbindet 

Bezeichnet man nun die neue Fläche, in welche f^\f,c durch Ans- 
ffihrung dieser beiden Schnitte {, m sich verwandelt, mit 

^abclm^ 

80 kann man auf diese letztere Fläche Schritt für Schritt genau dieselben 
Betrachtungen anwenden, welche vorhin [als q, c, gewöhnliche Punkte 
waren] auf die damalige Fläche ^abcim fti^g^ wendet wurden. In solcher 
Weise überzeugt man sich dann leicht davon, dass der vorstehende Satz 
(61.), (62.), (63.) ganz allgemein gültig ist, einerlei, ob q, c, gewöhnliche 
Punkte oder Windungspunkte vorstellen. 

Das gefundene Theorem (61.), (62.), (63.) ist wiederum um- 
kehrbar, und zwar durch Betrachtungen, die denen auf pg. 217, 218 
analog sind. Man gelangt in solcher Weise, falls man schliesslich 
beide Sätze, den directen und umgekehrten zusammenstellt, zu 
folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der g^ebenen Fläche 91 entsprechende ele- 
(64.) mentare AbeVsche Integral dritter Gattung repräsentirty bei gehö- 
riger Einschränkung seiner Integrationscurve, eine Function von 0, 
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welche auf 91 eindeutig und stetig ist, mit Ausnehme 0weief' 
Punkte C| und c^, einer von c^ nach c^ laufenden Linie l und der 
Curven ax, K (x = 1, 2, . . .p), 

welche femer in den Bereichen Vii{c^y z), U^Ccg, z) oder 8,(yi, S)> 
3^2 (^2? Ö cter Punkte c^, c^ die Werthe besitjst: 

— log (S — yO + (eind. stet Punct. von g), 
+ log (f — ^2) + (eind. stet. Punct. von g), 

und welche endlich längs der Linie l mit der constanten Dif- 
ferenz 2ni, und längs der Curven ax, bx (x = l, 2, . , .jp) ä>enfall$ 
mit constanten Differenzen behaftet ist. 

m 

Und umgekehrt: Jedwede Function f{z), welche auf 91 die ge- 
(65.) fumnten drei Eigenschaften besitzt, ist ein elementares AbePsches Inte- 
gral dritter Gattung. 

§8. 

Das allgemeine Abel'aohe Integral. 

Das allgemeine AbeFsche Integral 

(1.) F^J<pdg 

besitzt auf der gegebenen Fläche 91 beliebig viele Unendlichkeits- 
punkte. Von diesen mögen die polaren mit 

(2.) c, c", c'" . . . &^, 

andererseits aber die logarithmischen oder logarithmisch-polaren mit 

(3.) Ci, Cg, C3, . . . Cy 

bezeichnet werden. Alsdann findet bekanntlich zwischen den den 
Punkten c^, c^, Cj, . . . o entsprechenden Logarithmus-Coefficienten 
Ai, A2, A3, . . . A/ die Relation statt: 

(4.) ^-\-/^ + ^ + ...^J = [vgl. (19a.) pg. 204]. 

Dieses allgemeine AbeFsche Integral kann nun in analoger Weise 
behandelt werden, wie das Integral erster Gattung und die elemen- 
taren Integrale zweiter und dritter Gattung. Wir können uns dem- 
gemäss hier beschränken auf eine kurze Andeutung der in solcher 
Weise sich ergebenden Resultate. 

Man fdhre in der Fläche 91« 6 einen von c^ über c^, c^ u. s. w. 
bis Cj fortlaufenden Schnitt l aus und bezeichne die in solcher Weise 
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sich ergebende neue Fläche mit ^abi- Alsdann wird die durch die 
FormeL 

(5.) F{0)=Jq>dz [Jft«M] 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche 91, mit Aus- 
nahme der Punkte c^, c^j c^, . . . Cj, femer mit Ausnahme der Linie l 
und der Curven a«, 6x (x = 1, 2, . . .jp), eindeutig und stetig sein. 

Bezeichnet man irgend einen unter den Punkten Ci, c^, C3, . . . Cy 
kurzweg mite, so wird diese Function -F(j2f) im Bereich Vi{e,z) oder 
Sl(y, t) dieses Punktes e darstellbar sein durch eine Formel von der 
Gestalt: 

Aloga-y) + j^ + (-j_:^. + ... + (^-^ . 

+ (eindeut. stet. Function von g) ) 

wo A und B^^), B^^^, . . . B^*) Constanten sind. Und zwar repräsen- 
tirt das A der Reihe nach die schon in (4.) erwähnten Constanten 
Ai, Aj, A3, . . . A/, je nachdem der betrachtete Punkt c identisch ist 
mit Ci, Cg, Cj, . . . ej. 

Femer gelten, wenn man die von den Punkten Ci, Cg, e^j, . . . C/ 
interceptirten einzelnen Strecken der Curve l mit l^^ l^y Z34, . . . Ij^i^j 
bezeichnet, die Formeln: 



längs Jig 

längs l^ 

(7.) längs Z24 



F{X) — F{q) 2ÄiAi, 

F{k) - F{q) = - 2Äi(Ai + A, + A3), 



längs Zy-i,y: F{1) — F{q) = - 2ni{\ + A, + A3 + . . . Ay_i), 

wo wiederum die A's dieselben Constanten sind, wie in (4.). 

Endlich wird die Function jP(^) mit constanten Differenzen auch 
in den Curven «x, 6« (x = 1, 2, . . . jp) behaftet sein: 

längs ax: F^k) — F(q) ^ An, 
längs K: Fik) — F{q) = B^. 

Bemüht man sich, all' diese Eigenschaften des Integrals (1.) 
in möglichst einfacher Weise zusammenzufassen, so gelangt man zu 
folgendem 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläche SR entsprechende 
(9.) Äbd'sehe Integral rq^äsentirt, hei gelwriger Einschränkufig seiner Inte- 
grationscurve, eine Function von 0, 
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wdche auf^ eindeutig und stetig ist, mit Ausnähme einzelner 
Punkte und Linien, 

wdche femer in jedem solchen AusnahmepunM enttveder eine po- 
lare, oder eine logarithmische, oder eine logarithmisch-polare 
Unstetigkeit besitzt, 

und welche endlich in jeder Ausnahmelinie mit einer constanten 
Differenis behaftet ist. 

Und Tiingekelirt: Jedwede Function f{z), welche a/uf 81 die ge- 
1 10.) nannten drei Eigenschaften besitzt, ist ein AbeVsches Integral. — Die 
Betrachtungen, welche vom directen Satze ans zu diesem umge- 
kehrten Satze hinleiten, sind analog mit den früheren Betrachtungen 
pg. 217, 218. 

Beispiel. — Reprasentirt f = f{z) eine auf 9i reguläre Function, und 
bezeichnet man die Pole und Nullpunkte dieser Function f promiscue in 
irgend welcher Reihenfolge mit Cj, c^ , Cg, . . . Cy, ferner die dortigen Ord- 
nungszahlen von f mit fii, [i^^ (t^f . . . fijy so besitzt bekanntlich [Satz (^.) 
pg. 205] das Integral 

(a.) F=^f^=.fdlogf' 

auf der Fläche fÜ nur rein logarithmische ünendlichkeitspunkte. Auch sind 
diese Punkte [zufolge jenes Satzes] identisch mit c^ , c, , Cg , » . . Cj, und 
die diesen Punkten entsprechenden Logarithmus - Coefficienten des Inte- 
grals F identisch mit f4 , f^a « f^s ^ • • • f^/ • 

Will man also die Betrachtungen des gegenwärtigen Paragraphs auf 
dieses Integral F (a.) in Anwendung bringen, so hat man zuvörderst in 
der Fläche 91^^ einen von c^ über c^, c^ etc. bis Cj laufenden Schnitt l 
auszufahren, und die so entstehende neue Fläche mit 9t^^, zu bezeichnen. 
Alsdann wird die durch die Formel 

» 9 

(bO F{z)^f^^fd\oef [»„J 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche 9% eindeutig v/nd stetig 
sein, mit Ausnahme der Punkte c^, c^, Cg, ... c^, femer mit Ausnahme 
der Carve Z, endlich mit Ausnahme der Curven a^^ l>^{% ^=^ 1,^^ . . , p). 

Femer wird diese Function im Bereich U(c^, ^ oder Sl(y,, £) eines 
jeden Punktes c> Q' => 1, 2, 8^ . . . </') darstellbar sein durch die Formel 
(c.) F (s) =- ftj log (t — yj) + (eindeut. stet. Funct. von J). 

Bezeichnet man femer die von den Punkten Cj , Cj , Cß » . • • Cj inter- 
ceptirten einzelnen Strecken der Curve l mit ^j, Zjg, ij^, . . . i/_i j, so 
werden die Formeln gelten: 



längs Ii8 

längs Z,3 

(d.) längs ^34 



FW-F(rt 2«t>i, 

Fil) - F(q) 2ni (f^ + i^), 



längs lj_^y. FiX) - F{q) 27ti (|Xi + ^, + |ti3 . . . + iij_i). 
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Da ferner die Fanction F{z) [zufolge (b.)] im gegenwärtigen Fall die 
Form besitzt: 

log m - log f{z,), 

also z. B. in zwei zu beiden Ufern des Schnittes a^ einander gegenüber 
liegenden Punkten z Wertbe haben muss, die sich nur um ein ganzes Viel- 
faches von 2«« unterscheiden können, so werden die in (8.) aufgeführten 
Constanten A^ im gegenwärtigen Fall ganze V%elfa<ihe von 2ni sein. Ana- 
loges gilt von den B^, Und wir erhalten also für die Schnitte o^, h^ 
(x =» 1, 2, . . . p) die Formeln: 

längs a^i F(X) — F{q) = 2ni M^ , 

längs h^i F(X) — F{q) = 271* iV^, 
wo die 3f^, N^^ ganze Zahlen vorstellen. 

Etwas ein&cher gestalten sich diese durch (b.), (c), (d.), (e.) darge 
stellten Sätze, wenn die Pole und Nnllpimkte der gegebenen Function 
f == f(z) sämmtlich erster Ordnung sind. Alsdann ist [Satz pg. 107J 
die Anzahl der Pole ebenso gross wie die der Nullpunkte , mithin J eine 
gerade Zahl; sodass man also die Pole mit 

^» ^8» ^6» • • • ^2Jf— 1» 

andererseits die Nullpunkte mit 

^» ^41 ^6» • • • ^%K 

bezeichnen kann. Und gleichzeitig ist alsdann: 

f*i = f*8 = f*6 = • • • = ^2Ä-i •= — 1» 
und 

f*2 =• f*4 = f*6 = • • *= f*2Ä = + 1- 
Demgemäss verwandeln sich die rechten Seiten der Formeln (d.) altemirend 
in 27ri und 0; sodass also F{z) längs der Strecken \^, ^4, l^^ etc. die 
Differenz 2««, und längs der Strecken Z,,, Z^g, {^7 etc. gar keine Differenz 
besitzt. Man gelangt daher zu folgendem Besultat: 

Es sei f = f(z) eine auf 9t reguläre Function, deren Pole und NuH- 
punkte sämmtlich erster Ordnung sind. Die Pole seien bezeichnet mit 

andererseits die Nüllpuf^cte mit 

^> ^4» *^6» • • • ^JT- 

Construirt man nun in der Fläche 91^^ einen von c^ nach c^ laufenden 
Schnitt Zj), sodann einen von c^ nach e^ laufenden Schnitt l^^ etc., end- 
lieh einen von Cgj^^^ nach c^g laufenden Schnitt l^g^i «jr» '***<^ bezeich- 
net man die Fläche 9%^^ nach Ausführung dieser K Schnitte mit 

^a*'i«'«4.-.'2Jr— l,2Jr' 

so wird die durch die Formel 

M X 

(B.) F(s)^f^^fälogf [«^,,,,...,„_,J 

definirte Function F(z) auf der un/verseihrten Fläche 91 eindeutig und 
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stetig sein mit Ausnahme der Funkte Cj, c,, c,, . . . c^j^, der Linien li,, 
^J4. • • • hK-i,2K **^ ^ Curven a,, 6^ (x « 1, 2, . . . p). 

Femer wird diese Function F{z) im Bereich U(c^, z) oder St(y., f) 
eines jeden Punktes c^ 0* = 1, 2, 3, . . . ^K) darstellbar sein durch die 
Formel: 
(C.) F(z) == fij log (t — yp + (eindeut atet. Punct. von f), 

too I«. = — 1 oder = + 1 fs«, jenachdem c^ zu den Polen oder Nuüpufdc- 
ten von f gehört. Endlich wird diese Function in den Ourven \^, l^^ etc. 
und a^, b^ mit constanten Differenzen behaftet sein: 

{längs l,^: Fil) — F{Q)=^2ni, 
längs Zj,: F{X)-^F(Q)^2ni, 



m 



Uängs Zgjp_i^ ^ä:^ ^W — ^(p) = 2«», 

(E.) l^^^9» «X- ^W - ^(q) =- 2«» 3/^, 

Uän^s b^ : F(i) — JP(9) = 27ii N^, 

wo die Mjg, Nj^ (x « 1, 2, . . .p) nicht naher bekannte ganze Zahlen 
vorstellen. 

Zweites Beispiel. — In ähnlicher Weise ergeben sich andere, zum 
Theil noch einfachere Sätze, so z. B. folgender: 

Es sei @ irgend ein einfach zusammenhängender Theil der ge- 
gebenen Fläche Ä. Ferner sei f{z) eine auf^ reguläre Function, die auf 
@ nur einen Pol: Cj, und nur einen NüUpurJct: c, besitzt. Auch seien 
der Pol Ci und der Nüüpunkt c, beide elementarer Natur d. i. erster 
Ordnung. 

Zieht man nun innerhalb B irgend einen von c^ nach c, laufenden 
Schnitt l, und bezeichnet die Fläche @ nach Ausführung dieses Schnittes 
mit @p so wird die du/rch die Formel 

(^■) Fi.) ^ß-m te,] 

definirte Function F{z) auf @ eindeutig und stetig sein, mit Ausnahme 
der Punkte q , c^ und der Linie l. 

Und zwar wird dieselbe im Bereich Vi{Cj, z) oder 9[(yj, f) des Punk- 
tes e^ (J ^ 1,7) darstellbar sein durch die Formel: 
(G.) F(z) « (— 1/ log (f — yj) + (eind. stet. Funct. von f), 

%md längs der von C| nach c^ laufenden Linie l mit der constanten Diffe- 
renz 2ni behaftet sein: 
(H.) längs l: F{X) — F{q) = 2»». 

Sohlnsshemerkiuig. — In diesem ganzen Gapitel ist zwischen F und 
F{z) unterschieden worden. Denn während J^ das unbestimmte Integral 
vorstellt, repräsentirt andererseits F{z) diejenige eindeutige Function, in 
welche das Owrven-Integrdl durch geeignete Beschränkung seiner Integra- 
tionscurve sich verwandelt. 
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Aiiwendang der Riemann'schen Existenz -Theoreme 
zur Untersaehnng der Abersehen Integrale. 

§ 1. 

Aufstellung einiger Hülfssätze. 

Die Function f = f{z) sei auf irgend einem Theil @ einer Bie- 
mann'schen Eugelfläche eindeutig und stetig. Ferner repräsentire 

(Ä.) f^f{z)^ü+iV 

die Gestalt, welche f annimmt durch Sonderung des Reellen und 
Imaginären. Solches festgesetzt, wird das positiv über den Rand 
von @ erstreckte Integral 

falls man @ in kleine Stücke U|; Ug, . . . U^ zerlegt ^ folgender- 
massen darstellbar sein: 

(B.) f^üdr=f^üdv+;^udr+... + ;^Udv, 

oder, falls man jene Stücke in ihre ncäürlichen Zustande ^,%^, . . .^ 
versetzt, auch folgendermassen: 

(c.) S^udv^f^udv-\-f^udv+...+f^Udr, 

die Integrationen positi/v erstreckt gedacht über den Rand einer jeden 
Fläche Ux respective Ä«. 

Nach unserer Voraussetzung ist nun die Function f= U'-^iV 
auf @, mithin auch auf Ux, und also auch auf Sl« eindeutig und 
stetig. Hieraus aber folgt [Satz pg. 27], dass das Integral 

f UdV 

stets positiv oder Null ist, und überdies, dass ein Nullsein des Inte- 
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grals nur dann stattfinden kann, wenn f auf Sl«; mithin auch auf 
Ux constant ist Demgemäss führt die Formel (C.) zu folgendem Satz : 
Ist die Function f{z) = [/ + iF auf irgend einem Thdl @ einer 
Riemann'schen Kugelfläche 91 eindeutig und stetig, so wird das in 
positiver Richtung über den Band von @ erstreckte Integral 

(D.) S^UdV 

stets positiv oder Null sein. Und zwar wird ein Nullsein dieses 
Integrals nur dann eintreten können, wenn jene Function f(ß) auf © 
allenthalben constant ist 

Entspricht nun die Function f(z) den Voraussetzungen der Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit auf der ganzen Riemadn'schen Kugelfläche 91, 
so kann man, bei Anwendung des vorstehenden Satzes, den Theil @ 
grösser und grösser werden lassen, bis er schliesslich in 5R übergeht. In 
diesem Augenblick verschwindet alsdann die Randcurve von @ und 
mit ihr zugleich auch der Werth des Integrals (D.). Und aus diesem 
Verschwinden oder Nullsein des Integrals ergiebt sich alsdann, auf 
Grund des vorstehenden Satzes, sofort, dass f(z) auf fH allenthalben 
constant sein muss. Also der Zusatz: 
(E.) Ist die Fundion f{z) auf einer Riemann'schen Kugelfläche 91 Ober- 

all eindeutig und stetig, so wird sie eine Constante sein. 

Dies ist der schon früher [pg. 118] gefundene Satz. Wir haben 
jetzt aber die Mittel in Händen, um denselben bedeutend zu ver- 
allgemeinem. 

Es sei 91 eine beliebig gegebene Biemann'sche Kugelfläche. 
Wir führen in derselben irgend welchen Rückkehrschnitt aus, 
and denken uns eine auf 91 ausgebreitete Function 

(F.) f^f{d)^U+iV 

gegeben, welche auf dem linken Ufer von 6 um eine gegebene Con- 
stante (7 «s (J. -{- iB) grösser als auf dem reckten ist. Sind also 
A und Q irgend zwei auf dem linken und rechten Ufer einander 
gegenüberliegende Punkte, so soll sein: 

m - m = c, 

(6.) V{k)-U(sf)^A, 

F(A)-F(9)=Ä 

Verschiebt man die beiden einander gegenüberliegenden Punkte A, 
Q unendlich wenig in der Richtung des Schnittes 0, bis sie nach 
A', Q gelangen, so erhält man in gleicher Weise: 
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m) - f(9') -=0, ^ ^, 
(H.) U{k') _ Ü{,Q) = A, _ _ >^tf 

F(A')->^(P') = ^, ^ * 

also, falls man die Formeln (G.), (H.) von einander subtrahirt: 

am -dm, 

(I.) äV{X)==dV{q), 

dV{k)^dV{Q), 

wo die Differentiale der Verschiebung XX' respective q^' entsprechen. 
Wir nehmen jetzt an, die Function f{i) «= Z7+ tF Sei, abge- 
sehen von ihrer in ^ vorhandenen constanten Differenz C, im üebrigen 
auf der Fläche 91 überall eindeutig und stetig. Oder mit andern 
Worten: Wir nehmen an, dass die Function diese Eigenschaften 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit olme irgend welche Ausnahme auf 
derjenigen Fläche 9la besitzt, welche aus 9t selber durch Ausfuh- 
rung des Schnittes iS entstanden ist. Zufolge des Satzes (D.) wird 
alsdann das positiv über den Rand vou Sla erstreckte Integral 

(K.) f^UdV 

stets positiv oder Null sein, und den Werth Null nur dünn haben 
können, wenn f(0) auf ^ia überall constant ist. 

Will man aber den Rand von St^ positiv umlaufen, so hat man 
die beiden Ufer von <S, und zwar das linke Ufer stromabwärts , das 
rechte stromaufwärts zu durchwandern [vgl. pg. 173]. Demgemäss 
nimmt das Integral (K.) die Gestalt an: 

/ Udr^füH)dvw-fu(Q)dr(Q), 

WO rechter Hand beide Integrationen stromabwärts^ d. i. in der Rich- 
tung von 6 zu erstrecken sind. Demgemäss sind die beiden Diffe- 
rentiale dV{X) und dV{Q) als Abbreviaturen für [F(A') - F(A)] 
und [F(p') — F(())] anzusehen, mithin nach (I.) einander gleich. 
Man erhält also: 

/ udv==^j \m)- umdvik), 

oder mit Rücksicht auf (G.): 
(L.) J^VdV=AjdV{k), 

oder schliesslich, weil <y eine geschlossene Curve ist: 
(M.) 1^^^^=^- 
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Aus dem NüIIsein dieses Integrals ergiebt sich [zufolge des 
Satzes (D.)] sofort, dass f(0) auf 91^ constant ist. Möglicherweise 
indessen kann iR durch den Schnitt 6 in zwei getrennte Stücke 9%^ 
und 81" zerfallen; sodass alsdann unter SR^ das System dieser bei- 
den Flächen SR', SR" zu verstehen sein würde. In diesem Fall würde 
aus dem Nnllsein des Integrals (M.) der Schluss zu ziehen sein, Hass 
die Function f(0) auf JR' einen constanten, und auf 91" ebenfalls, 
aber vielleicht einen andern constanten Werth hat. Also der Satz: 

Es sei 9i eine beliebig gegebene Biemann'sche Kugelfläche, und ö 
irgend eine auf JR gezeichnete, in sich zurücklaufende Ourve. Ist nun 
von einer Function f{z) bekannt, dass sie, mit Ausnahme der Curve ö, 
(.N-) auf JR iiberall eindeutig und stetig, längs jener Curve aber mit irgend 
welcher constanten Werthdifferenz behaftet ist; — so folgt hieraus, 
dass die Function eine Constante, respective ein System von zwei 
Constanten ist. 

Man kann diesen Satz [zufolge seiner Ableitung] sofort auf be- 
liebig viele Curven ausdehnen, falls nur dieselben einander nicht 
schneiden; und erhält so den allgemeinern Satz: 

Sind auf 9% beliebig viele, einander nicht schneidende geschlossene 
Curven 6, ö', 6", . . . gegd>en, tmd ist von einer Function f(z) bekannt, 
(0.) dass sie, abgesehen von diesen Curven, auf fR eindeutig und stetig, 
und dass sie längs jeder solchen Curve mit irgend welcher constanten 
Werthdifferenz behaftet ist; — so folgt hieraus j dass die Function eine 
Constante, respective ein System von Constanten ist. 

Unter Umständen gilt übrigens dieser Satz auch dann noch, 
wenn die Curven ö, 6\ ö", . . . einander schneiden. Bezeichnet man 
nämlich die durch Ausführung dieser Curven oder Schnitte entste- 
hende Fläche mit ^aa' a" ...y so erhält man analog mit (L.): 

(P.) / UdV^ÄjdV{X) + A' J dV{X) + ..., 

felis man nämlich unter C={A + iE), C = (Ä' + iB'), ... die 
den einzelnen Curven 0, ö',. , , entsprechenden constanten DiflFeren- 
zen versteht. 

In dieser Formel (P.) sind jetzt die Integrale rechter Hand 
nicht mehr Null. So wird z. B. das erste dieser Integrale, falls 6 
nur von der Curve ö' und auch von dieser nur einmal geschnitten 
wird, den Werth + B' haben. U. s. w. Wie dem auch sei, — jeden- 
falls wird die Formel (P.), falls man annimmt, dass A, A', A", . . . 
sämmtlich = 0, mithin C, C, C" . . . sämmtlich rein imaginär seien, 
die Gestalt annehmen: 
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(Q.) / Udr=='0; 

woraus alsdann wiederum folgt, dass f{0) auf ^ao'a"... constant, 
respective ein System von Constanten ist. 

Schneiden also die Curven 0, 0', <y", . . . einander, so wird der 
(R.) vorhergehende SaU (0.) trotzdem noch geltere, falls nur feststeht, dass 
die diesen Curven entspredienden constanten Differenzen sämmtlich rein 
imaginär sind. 

Und hieraus folgt weiter, dass der Satz für einander schneidende 
(S.) Curven auch dann gilt, wenn jene Differenzen sämmtlich reell sind. 
Denn hat z. B. f{z) lauter reelle Differenzen, so wird die Function 
if{z) lauter rein imaginäre Differenzen besitzen, U. s. w. 

Der Satz (0.) gilt für jedwedes auf 9i gezogene Curvensystem 
6, ö\ <y", . . . , falls nur die einzelnen Curven einander nicht schnei- 
den, und ist daher z. B. ohne Weiteres anwendbar auf die Rie- 
mann' sehen Curven a^, «g; • • • ^/>- ^^ lautet alsdann folgender- 
massen: 

Eine Function f(z), welche auf der gegd>enen Fläche W, abge- 
(!•) sehen von den Curven a^, a^, . . . ap^ eindeutig und stetig, in diesen 
Curven aber mit constanten Differenzen behaftet ist, wird nothwen- 
diger Weise eine Constante sein. 

Desgleichen kann man jenen Satz (0.) auf die Eiemann'schen 
Curven h^yh^, . . .hp anwenden, mithin sagen: 

Eine Function f(z), die auf^, abgesehen von den Curven \, 6^, 
(2.) ...6p, eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit constanten 
Differenzen behaftet ist, muss nothwendig eine Constante sein. 

Andererseits aber wird der Satz (R.), (S.) anwendbar sein auf 
alle 2p Curven a^, o^, . . . ap, b^yb^y . . - bp zusammengenommen; und 
alsdann folgendermassen lauten: 

Eine Function f{z), die auf SR, abgesehen von den Curven a^, Og, 

• • • %7 ^1; ^2? • • • ^P) eindetiUg und stetig, in diesen Curven aber mit 

(3.) constanten Differenzen beJiaftet ist, wird dne Constante sein, falls 

jene Differenzen entweder sämmtlich reell, oder aber sämmtlich rein 

imaginär sind, 

§2. 

Vorlätiflge Bemerkungen über das Diriohlet'sohe Minimum-Frinoip 
und die Biemann'sohen Existenz-Theoreme. 

Soll irgend eine Riemann'sche Kugelfläche construirt werden, 
so kann man über die Anzahl ihrer Blätter, sowie über die Anzahl, 
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Lage und Beschaffenheit ihrer Uebergangslinien und Windungspunkte 
in imlJkürlicher Weise disponiren. 

Eine solche tcillkürlick constniirte Eiemann'sche Kugelfläche mag 
gegeben sein; sie soll die feste und unveränderliche Basis bilden 
(4.) ßlr unsere umteren Betrachtungen. Die Fläche selber mag mit SR, und 
der Grad ihres Zusammenhanges mit 2p bezeichnet sein. Auch mögen 
auf ihr die Biemann'schen Curven oder Schnitte a^, Og, . . . ap, ft^, b^y 
. . .bp construirt gedacht werden. 

Will man nun von Functionen fpiß), die auf dieser Fläche SR 
regulär sind^ respectiye von den Integralen solcher Functionen spre- 
chen, so erhebt sich zuvörderst die Frage, ob derartige Functionen 
und Integrale vnrklich exisUren, Diese Frage ist bejahend zu be- 
antworten, wie solches im gegenwärtigen Capitel, auf Grund des 
IHricKlef sehen MinimutnrPrincips, oder (besser ausgedrückt) auf Grund 
der von Biemann aus jenem Minimum-Princip abstrahirten Existenz- 
Theoreme, gezeigt werden soll*). 

Und zwar wird sich in dieser Weise ergeben, dass unendlich 
viele auf 91 reguläre Functionen (p{e) existiren. Solches constatirt, 
entsteht alsdann der Wunsch, diese unendlich vielen Functionen 
q^{z)y sowie die zugehörigen Integrale 

F = J(p{js)dz 

durch irgend welche Mittel zu individualisiren. Mit andern Worten: 
Es entsteht die Aufgabe, jedwedes individuelle fp oder F kenntlich 
zu machen, also Bedingungen zu entdecken, die zur Bestimmung 
eines solchen individuellen q> oder F ausreichend sind. — Auch zur 
Absolvirung dieser Aufgabe werden jene Biemann'schen Existenz- 
Theoreme die erforderlichen Mittel darbieten. 

Jene Theoreme sind, wie schon bemerkt wurde, von Riemann 
aus einem gewissen Minimum-Princip abgeleitet worden**). Und 
wenn auch diese Methode der Ableitung, bei dem heutigen Stand- 
punkte der Wissenschaft, nur als eine mangeUiafte, höchstens als 



*) Jenes Minimum-Princip, welches Dirichlet in seinen Vorlesungen über 
die dem umgekehrten Quadrat der Entfernung proportionalen Kräfte anzu- 
wenden pflegte, verdankt übrigens seinen Ursprung wahrscheinlich einem ähn- 
lichen Gedanken von Gauss [vgl. Gauss Ges. Werke Bd. 5, pg. 232 — 35 und 
überdies auch Biemawn's Ges. Werke pg. 90]. 

**) Die Art und Weise dieser Ableitung ist von mir näher exponirt wor- 
den in meiner kleinen Schrift: Das DirtcMeVsche Prineip, in seiner Anwen- 
dung auf die Biemann'schen Flächen. Leipzig, bei Teubner, 1866. 
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eine divinatorische Methode anzusehen ist, so wird man trotzdem 
die Richtigkeit der Theoreme selber nicht zu bezweifeln wagen. In 
der That bin • ich der Ansicht, dass man jene Theoreme in völlig 
strenger Art zu beweisen im Stande ist mittels der von mir ent- 
deckten Methode des arithmetischen Mittels, und unter Zuhülfeuahme 
gewisser ebenfalls von mir angegebener combinatorischen Methoden-^ 
Wie dem auch sei, — jedenfalls werde ich die in Rede stehen- 
den Riemann'schen Theoreme im Folgenden als correct voraussetzen. 
Ich werde dieselben, ohne auf ihren Beweis einzugehen, rein histo- 
risch mittheilen und dieselben sodann zur Basis meiner weitem Be- 
trachtungen nehmen. 

§ 3. 

Historisohe Mittheilnng der Biemann*80hen Existens-Theoreme. 

Denkt man sich auf der gegebenen Fläche 91 (4.) eine Func- 
tion f(0) ausgebreitet, die in den Curven a«, fex (x = 1, 2, . . .i?) mit 
irgend welchen Differenzen behaftet ist, so soll unter einer solchen 
Differenz stets diejenige Quantität verstanden werden, um welche 
die Function am Unken Ufer grösser als am rechten ist. Nimmt 
man nun an, jene Curven axy hx (x = 1 , 2 ,.. . p) seien auf der Fläche 
yt in bestimmter Weise festgesetzt, so gilt nach Riemann folgen- 
der Satz: 

Erstes Existenz- Theorem. — Es existirt stets eine Function 
fißi), welche den beiden Bedingungen genügt: 
(5.) 1/ f{0) soll auf SR, abgesehen vofi den 2p Curven a», 6x, ein- 

deutig und stetig sein. 

n. f{0) soll in jenen Curven a^, hx mit constanten Differemen 
behaftet sein, deren reelle Theile vorgeschriebene Werthe besitzen. 

Aus diesem Theorem ergiebt sich, mit Rücksicht auf (36.) pg. 218, 
sofort die Existenz der Aberfichen Integrale erster Gattung. 

Wir markiren jetzt auf der Fläche 91 einen beliebigen Punkt 
c , und bezeichnen das Bereich dieses Punktes mit U (c, d) oder 
$1 {y^ S). Innerhalb dieses Bereiches wird alsdann die Function 

r{^)--—^AN=h2,Z,..) 



(£ - y)^ 



t) Diese Methode des arithmetischen Mittels j sowie die in Bede stehenden 
combinatorischen Methoden sind von mir karz angedeutet worden in den Be- 
richten der Egl. Sachs. Ges. d. Wiss. (21. April und 31. Oct 1870), sowie auch 
in den Math. Annalen (Bd. 11, pg. 658); sodann aber ausführlicher poblicirt 
in meinem Werke über das Logarühmische und NewUm*sche Potential^ Leip- 
zig, bei Teubner, 1877. 
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eindeutig und stetig sein; bis auf einen in c, respectiye y liegenden 
Pol -ST**" Ordnung. Denkt man sich nun die Curven ttx, bx (x = 1, 
2, . . . j)), femer den Punkt c und die Zahl N in bestimmter Weise 
festgesetzt; so gilt nach Biemann folgender Satz: 

Zweites Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f(e), die den beiden Bedingungen genügt: 
(6.) L f(js) solly abgesehen vom Punkte c und den Ourven a», 6x 

(x = 1, 2, . . .p), auf SR eindeutig und stetig sein. 

II. f(e) soll im Punkte c in solcher Weise unstetig sein, dciss die 
Differenz fiz) — f*{ß) im Bereich des Punktes stetig bleibt Ueber- 
dies soll f{z) in den Curven a^, bx mit constanten Differenzen be- 
haftet sein, deren redle Theile vorgeschriebene Werthe besitzen. 

Ans diesem Theorem folgt, mit Rücksicht anf (42.) pg. 220, sofort die 
Existera der elementaren Aberschen Integrale zweiter Gattung. 

Sind auf der Fläche 91 die Riemann'schen Curven ax, 6x ge- 
zeichnet, und überdies irgend zwei Punkte c^, c^ festgesetzt, so wird 
man stets auf SR eine von q nach c^ gehende und die Curven a«, 
bx vermeidende Linie l ziehen können. Denkt man sich für jed- 
weden Punkt der Linie l das Bereich markirt, so werden air diese 
Bereiche zusammengenommen ein gewisses Flächenstück bilden. Und 
dieses Flächenstück mag kurzweg das Bereich der Linie l heissen. 
Vgl. die Erläuterung auf pg. 240. 

Es sei nun f*{z) irgend eine Function, die im Bereich der 
Linie l eindeutig und stetig ist, bis auf irgend welche in der Linie 
l selbst vorhandene Unstetigkeiten. Denkt man sich die Curven ax, 
bx, femer die Linie l und die derselben zugehörige Function f*{z) 
in bestimmter Weise festgesetzt, so gilt nach Riemann folgender Satz: 

Drittes Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f{z), welche die beiden Bedingungen erfüllt: 
n.) I« fO^) ^^h abgesehen von der Linie l und den Curven ax, bx 

(x = 1, 2, . . .p), auf SR eindeutig und stetig sein; 

n. f{z) soll in der Linie l in solcher Weise unstetig sein, dass 
die Differenz f(z) — f*(z) im Bereich der Linie l stetig bleibt. Ueber- 
dies soll f{z) in den Curven a», bx mit constanten Differenzen be- 
haftet sein, deren reelle Theile vorgeschriebene WertJie besitzen. 

Aus diesem Theorem ergiebt sich, mit Bücksicht anf (66.) pg. 227, 
die Existenz der elementaren Integrale dritter Gattung; wie solches später 
näher dargelegt werden wird. 

Die im dritten Theorem auftretende Linie l kann beliebig kurz 
sein, also z. B. auch zu einem einzelnen Punkte zusammenschrumpfen. 



Digitized by 



Google 



240 Zehntes Gapitel. 

Und mit Rücksicht hierauf erkennt man sofort, dass das frühere 
zweite Theorem nur ein specieller Fall des dritten ist 

Uebrigens hat Riemann selber die genannten Theoreme in einer 
viel complicirteren und den Ueberblick sehr erschwerenden Weise 
ausgesprochen [Riemann's Ges. Werke pg. 97, 98]. Ein wenig ein- 
facher dürfte bereits die Form gewesen sein, in- welcher ich diese 
Theoreme in der schon citirten Schrift [Das Dirichlet'sche Prin- 
cip etc., bei Teubner, 1865] ausgesprochen habe. Ganz beson- 
ders aber dürfte durch ihre Einfachheit diejenige Fassung sich em- 
pfehlen, in welcher ich hier, im gegenwärtigen Paragraph, diese 
Theoreme dargelegt habe. Dabei sei bemerkt, dass das gegenwar- 
tige erste Theorem unmittelbar aus dem Satz pg. 53 der citirten 
Schrift [von 1865] folgt; und dass andererseits das gegenwärtige 
zweite und dritte Theorem aus den Sätzen pg. 53 und 76 jener Schrift 
sich ergeben. 

frläntenrng. — Besteht die Liuie l (pg. 289) aas lauter gewöhnlichen 
Punkten (keinen Windungspnnkten), so wird das Bereich der Linie l durch 
einen schmalen Flächenatreifen dargestellt sein, der die Linie l in sich 
enthält, und dessen Eandcnrve nirgends hart an l heranreicht. Doch wird 
man von dem Bereich der Linie l auch dann sich eine deutliche Vorstel- 
lung bilden können, wenn die Linie l Windungspunkte enthält. Ist z. B. 
der Ausgangspunkt q der Linie l ein Windungspunkt (m — l)ter Ord- 
nung, während alle übrigen Punkte von l gewöhnliche Punkte sind, so be- 
steht das Bereich der Linie l aus einer kleinen um Cj beschriebenen m-bläti- 
rigen Windungsfläche, der sich, an einer bestimmten Stelle ihrer Peri- 
pherie, ein gewöhnlicher einblättriger Flächeustreifen anschliesst 

§4. 

Die der gegebenen BienLann*80hen Eugelfläohe SR zugehörigen 

Abersohen Integrale erster Gkkttang. 

Auf der gegebenen Fläche 91 mögen die Curven ax, 6x (x = 1? 

2, . . . jp) in bestimmter Weise festgesetzt und in irgend welcher 

Reihenfolge mit (Si, ^i, ^^y • - - ^^p bezeichnet sein. Nach dem Rie- 

mann^schen Theorem (5.) exisHrt alsdann stets eine Function ({ejy 

die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f(js) soll auf 91; abgesehen von den Curven 6^y ö^, ... 0%p, 
eindeutig und stetig sein. 

II. f(js) soll in jenen Curven constante Differenzen besitzen: 
Ad) 4- im\ Aw;-}- iMW, . . . A(^i»)+ m^^p^, deren reelle Theüe 
A(i>, A^*), . . . A^^'^) vorgeschriebene Werthe haben. 

Auch ist die Function f{z) durch die Bedingungen L, II. wö- 
ständig bestimmty bis auf eine additive Constante. Denn existirten 
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zwei diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(ßf) und f{e)y 
so würde ihre Differenz 

auf 91, abgesehen von den Gurvcn 6^, 6^, . . . 6ipf eindeutig und 
stetig, in diesen Curven aber mit constanten, und zwar rein imagi- 
nären Differenzen behaftet sein. Folglich würde sie [Satz (3.) pg. 236] 
eine Constante sein. Q. e. d. 

Die durch die Bedingungen L, 11. charakterisirte Function f(0) 
ist aber nach (36.) pg. 218 ein Ahd'sches Integral erstei^ Gattung-^ so 
dass man also sagen kann: 

Für die gegebene Fläche 31 existirt ein, und, abgesehen von einer 
(8.) unbestimmten additiven Constanten, nur ein emziges Integral erster Gat- 
tung W{ss), dessen constante Differenzen in den Curven <y,, tf^, . . . ö^p 
vorgeschriebene reeUe Theile A^'^ A^*^, . . . A^*^^ besÜBen*). 

Jeder neuen Wahl der A^*^ entspricht also ein neues Integral 
W{e). Es fragt sich, wie viele unter diesen von einander linear 
unabhängig, nämlich von solcher Beschaffenheit sind, dass zwischen 
ihnen keine lineare Gleichung mit constanten Goefficienten möglich 
ist. Um näher hierauf einzugehen, denken wir uns irgend welche 
Anzahl solcher Integrale: Wi(^), W^{z), . . . Wq{z)j deren constante 
Differenzen in den Curven fSn mit A/*) + iMi<*), A«^*) + ifA^^''\ 
. . . A,^*^ + iM,^*^ bezeichnet sein mögen, und bilden sodann, unter 
Zuhülfenahme beliebiger Constanten K^, K^jK^, , .K^ das Aggregat: 

w = K^ + K^W^ + K,W, ... + K,W,. 
Diese neue Function w ist offenbar wiederum ein Integral erster Gat- 
tung, Denn sie ist (ebenso wie TF^, W^, . . .Wq) auf 91, abgesehen 
von den Curven 6x, eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit 
constanten Differenzen behaftet. Letztere lassen sich sofort angeben. 
Bildet man nämlich das w für zwei auf dem linken und rechten 
Ufer von 6x einander gegenüberliegende Punkte l und r, und sub- 
trahirt man die so entstehenden beiden Formeln von einander, so 
erhält man: 



*) Während im vorhergehenden Gapitel die Aberschen Integrale erster, 
zweiter und dritter Gattung promiacue mit F bezeichnet wurden, wird es zweck- 
mässig sein^ fortan eine Sondemng eintreten zu lassen. In der That werde ich 
fortan die Integrale erster Gattung mit W, w, w, femer die elementaren Inte- 
grale zweiter Gattung mit T, t oder genauer mit T^, t^, endlich die elementaren 
Integrale dritter Gattung mit TT, oder genauer mit TT^^c^, o^^ ^^ bezeichnen. 
Dabei tollen durch die beigefügten Indices die Unendlichkeitspunkte der in 
Rede stehenden Integrale angedeutet sein. 

N e'n mann, Aberiohe Integrale. 2. Anfl. 16 
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u,{r) - w{r) = K,[W,{T)-W,{r)\+K,[WS) - W,{r)] +... 

... + ir,[Tr,(0-Tn(r)], 

d. i. 

A(«)+i>(x)=iri(Ai(')+iMiW)+ir,(A,w+iM,^*))...+ 

wo alsdann A<*^ + if*^*) die constante Differenz der Function w in 
der Curve 6x vorstellt. 

Setzt man zur Sonderung des Reellen und Imaginären: 
K^ = i, - iJfi, Zg = ig — ijffg, ... Kg = Lg — iMg, *) 

so ergiebt sich aus der letzten Formel ffir A^^^ der Ausdruck: 

und ebenso ein entsprechender Ausdruck für ^^'^K 

Bildet man die Formel (9.) der Reihe nach für sämmtliche Cur- 
ven öxf d. i. für x = 1, 2, 3, . . . 2p, so erhält man im Ganzen 2p 
Gleichungen, aus denen die Constanten L, M eliminirbar sein wer- 
den, falls ihre Anzahl 2q <2p isi Durch eine solche Elimination 
ergeben sich also dann eine oder mehrere Belationen, durch welche 
die A^*) direct an einander und an die Ay\ M/*^ gekettet sind. 

Ist also q<p, und denkt man sich die Functionen WifW^y.^.Wq 
und die denselben zugehörigen Constanten A/*', M/''^ in bestimm- 
ter Weise festgesetzt, so wird die Formel 
(10.) w = K^ + K,W, + K^W, . . , + KgW,, 

wie man die K's auch wählen mag, immer nur solche w liefern, 
deren A^*^ au einander und an diese A/*^, M/*^ durch jene Relationen 
gefesselt sind. Nimmt man daher für die A^'') irgend welche jenen 
Relationen nicht entsprechende Constanten, so ist man sicher, dass 
das diesen A^'^) auf Grund des Satzes (8.) zugehörige Integral w der 
Formel (10.) nicht subsumirbar, also mit W^, TFg, . . .Wq nicht diurch 
. eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden isi 
Um die Hauptsache zusammenzufassen: Sind irgend welche In- 
tegrale erster Gattung: TF,, TF2, . . . Wq, deren Anzahl q<p sein 
ßoU, in bestimmter Weise festgesetzt, so wird stets ein (q + l)tßs 
Integral erster Gattung existiren, welches von W^, TFg, . . . TF^ linear 
unabhängig ist Bringt man aber diesen Satz der Reihe nach auf 

2 = 1,2,3,... (p-i) 

in Anwendung, so gelangt man zu folgendem Resultat: 



*) £b sollen also die jL, M, ebenso wie die A, M, reelle Constanten vor- 
stellen. 
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Zur gegebenen Biemann'sclien Kugelfläche 91 gehören stets p Inte- 
rn,) grak erster Gattung: W^, W^, . . . Wpy die von einander linear un- 
abhängig sind, d. h, zwischen denen keine lineare Gleichung mit con- 
stanten Coeffidenten stattfindet. 

Denkt man sich jetzt diese W^^ Tfg, . . . W^ in bestimmter Weise 
fixirt, so kann man ans denselben durch Multiplication mit constan- 
ten Goef&cienten und Addition unendlich viele andere Integrale 
erster Gattung ableiten. Versteht man nämlich unter 

Kq = Lq — iM^y jBTi = ii — iMy, ... Kp = Lp — iMp 
irgend welche willkürlich zu wählende Gonstanten, so wird das 
Aggregat 
(12.) w ^ K^ + K,W, + K,W,. . . + Kp Wp, 

oder, ausführlicher geschrieben: 

{\Z)w={L^^iM,) + {L,-^iM,)W, + {^-iM,)W,... + {Lp--i 

stets wiederum ein Integral erster Gattung sein; wie solches aus 
unsem früheren Betrachtungen pg. 241 unmittelbar folgt Auch sind 
die Constanten DiflFerenzen A^*^ -f* ^f*^'^ welche dieses neue Integral 
to in den Curven 6x besitzt, sofort angebbar. So ist z. B. [vgl. (9.)J: 

(14.) A(*) = {L^N^^-) +L^ ls^^'-\ . . + Lp Ap^^O + (M, M,^'^ +M^ M^^'^\ . .+Mp Mp^'')), 

« = 1,2,3,.. .21), 

falls man nämlich unter A/*) + iM/'), A^^'^ + itA^^''\ . . . Ap^') + iMp^'^) 
die constanten Differenzen jener p Grundintegrale Wi , W^, . . .Wp 
versteht. 

Hieran knüpft sich die wichtige Bemerkung^ dass die Deter- 
minante : 

A/i> Ag^») . . . Ap(i) M/i> Mg^i) . . . Mp^^) 
A/«) A,<*) . . . Ap(2) M/2> M^^«) . . . Mp^^> 



(15.) 



A^(2P) AgW . . . Ap<2p) M/«^) Mg^«^) . . . Mpt«^> 

nothwendiger Weise von Nidl verschieden ist. Wäre nämlich die- 
selbe = 0, so könnte man die .Constanten i, M in (14.) so wählen, 
dass sämmtliche A(*> verschwinden [man braucht zu diesem Zweck 
für die Z, M nur gewisse Subdeterminanten von A zu nehmen]. 
Das diesen L, M entsprechende w (13.) würde alsdann in den Cur- 
ven 6x mit lauter rein imaginären Differenzen behaftet, also [nach 
Satz (3.)] eine Constante sein. Es würde also dann die Formel (13.) 
eine zwischen den W^, W^, . , . Wp stattfindende Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten vorstellen; — was der Natur der Functionen 

16* 
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TFi, TTg, . . . Wp uriderspricfd [vgl. (11.)]- Folglich wird jene Deter- 
minante A (15.) noth wendiger Weise von Null verschieden sein. 

Bemerkung. — Diese von Biemann gegebene und von andern Auto- 
ren ohne Weiteres wiederholte Schlnssiblgernng bedarf, falls sie streng 
sein soll, einer gewissen Modification, bei welcher nicht nur die Determi- 
nante A selber, sondern auch ihre sämmÜichen Subdeteitninanten eine Rolle 
spielen. Dabei mag jedwede ans j Horizontal- nnd j Vertikalreihen be- 
stehende Subdeterminante mit A. bezeichnet werden; so dass also z. B. A^ 
nichts Anderes sein wird als A selber, nnd A, nichts Anderes als eine Col- 
lectivbezeichnnng sämmtlicher Elemente A^ M. 

Wir wollen nun annehmen, die Determinante A oder A^^ sei =«0, 
die hieraus sich ergebenden Consequenzen entwickeln^ und zeigen, dass 
diese Consequenzen zu einem Absurdum führen. 

Verschwindet A d. i. A^., so kOnnen sämmtliche X^^^ (14) dadurch 
zu Null gemacht werden, das man die (quadratförmige) Tafel der 4p* Sub- 
determinanten ^^p_i hinschreibt und die 2|> Constanten X, M mit irgend 
einer beliebigen Horizontalreihe dieser Tafel identificirt. Hieraus folgt als- 
dann [wie vorhin ausfährlich erörtert ist], dass zwischen den W^^ W\, 
. . . W eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten stattfindet; 
— es sei denn, dass diese Coefficienten sämmtUch =» sind. 

Dieser Ausnahmefall ist aber, weil die in Rede stehenden Coeffi- 
cienten durch eine beliebige Horizontalreihe aus der Tafel der Ag ^ dar- 
gestellt sind, nur dann von Gewicht, wenn die 4p' Sabdeterminanten 
Ag ^ sämmtlich verschwinden. 

Verschwindet also A d. i.^go» ^^ werden entweder sämmtliche A^p^^ 
ebenfalls verschwinden, oder aber es wird zwischen IFj, TF,, . . . W eine 
lineare Gleichung mit constanten Coefficienten stattfinden. Und diesen Satz 
kann man, weil der letztere Fall [zufolge (11.)] wkmöglich ist, einfacher so 
aussprechen: Verschwindet A d. i. A^ , so werden sämmtliche A^^^^ eben- 
falls verschwinden. 

Verschwinden nun aber sämmtliche A^^^^j so folgt hieraus weiter, 
durch Wiederholung der nAmlichen Schlussfolge, dass auch sämmtliche 
Aj, 2 yerschwinden, sodann weiter, dass sämmtliche A^p-^ verschwinden, 
u. 8. f. Und man gelangt also^ in dieser Weise weiter und weiter gehend, 
schliesslich zu dem Resultat, dass auch sämmtliche Aj , d. i. sämmtliche 
A, M verschwinden. Um die Hauptsache hervorzuheben: Verschwindet A, 
so folgt hieraus, dass sämmtlidie A, fA ebenfalls verschwinden. 

Die (A -|- t'M) repräsentiren aber die constanten Differenzen der Func- 
tionen TT, , W^ , . . . W in den Curven ü. Aus dem Verschwinden sämmt- 
licher A, M würde daher [nach Satz (3.)] sich ergeben, dass die Functio- 
nen IF,, TTa, . . . Wp lauter Constanten sind; — was der in (11.) ge- 
gebenen Definition dieser Functionen widerspricht. 

Unsere Annahme, dass A verschwindet^ führt also zu einem absurden 
Resultat. Folglich wird A stets von Null verscJiieden sein. Q. e. d. 

Da nun A stets von Null verschieden ist, so kann man in den 
Gleichungen (14.) die Constanten L, M der Art wählen, dass die 
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A^*) belidng vorgeschriebene Werthe erhalten. Mit andern Worten: 
Man kann jene L, M der Art wählen, dass die reellen Theile der- 
jenigen Differenzen, welche das Integral erster Gattung, w; (13.) in 
den Schnitten ff^, 6^, ... 62p besitzt, beliebig vorgeschriebene Werthe 
erhalten. Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf den Satz (8.), dass 
das durch die Formel (13.) dargestellte Integral w durch geeignete 
Wahl der Constanten L, M identisch gemacht werden kann mit 
jedwedem der Fläche 91 zugehörigen Integral erster Gattung. Also 
der Satz: 

Versteht man [ebenso wie in (11.)] unter W^, TFj, . . . Wp solche 
p Integrale erster Gattung, die von einander linear unabhängig 
sind [d. i. zwischen denen keine lineare Gleichung mit constanten 
Coefficienten stattfindet], so wird jedwedes der Fläche SR zugehörige 
Integral erster Galtung durch die Formel darstellbar sein: 

w = K, + K,W, + K,W, + ,.. +KpWp, 
wo die Ks Cons tanten sind. 



§5. 

Die der gegebenen Fläohe 91 zugehörigen Normalintegrale 
erster Gattung. 

Es sei wiederum: 
(17.) w^Ko + K,W, + K,W, + . . . KpWp, 

wo Wi, W^, ... Wp die in (11.) und (16.) genannten Bedeutungen 
haben sollen. Wir wollen jetzt aber zu unserer ursprünglichen Be- 
zeichnungsweise zurückkehren^ nämlich die 2p Curven ffi,6^, . . . 62p 
wieder, nach Riemann, mit a^, a^, . . . ap, bi, b^, ... bp benennen. 
Sind a^"^ und A/''^, A2^*), . . . A^^*^ die (im Allgemeinen complexen) 
Constanten Differenzen der Functionen w und TTi, W^, ... TFp in 
der Curve a», so ist nach (17.): 
;i8.) «<') = ^lA,^'^) + Z,A,(''> + . . . + Kp/Kp^'^^, X = 1, 2, . . .!>. 

Wäre die Determinante der jp* Grössen A/*> gleich Null, so 
würde man in diesen Gleichungen (18.) die Constanten K so wäh- 
len können, dass sämmtliche «^*) verschwinden [man brauchte zu 
diesem Behuf für die K nur gewisse Subdeterminanten der genann- 
ten Determinante zu nehmen]. Das diesen K entsprechende w (17.) 
würde alsdann in den Curven a« gar Jceine Differenzen haben, also 
[nach Satz (2.)] eine Constante sein. Demgemäss würde also die 
IV>rmcl (17.) in eine zwischen den TTj, TT^, . . . Wp stattfindende 
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Gleichung mit constanten Coefficienten sich verwandeln; — was nach 
(11.) unmöglich ist. Jene Determinante der A/'') ist daher stets von 
NuU verschieden. 

Will man diese Behauptung mit wirklicher Strenge beweisen, so hat 

man wieder ein analoges Verfahren einzuschlagen, wie in der Bemerkung 

pg. 244. 

Da nun die Determinante der A/^^ von Ntdl verschieden ist, so 
kann man in den Gleichungen (18.) die K's so wählen, dass die a^'^) 
beliebig vorgeschriebene Werthe annehmen, z. B. so wählen, dass alle a^'^ 
den Werth annehmen, mit alleiniger Ausnahme Ton o^^^, letzteres 
aber »= ^ri wird. Dass diesen speciellen i^'s zugehörige w (17.) 
mag mit w^ bezeichnet werden. Desgleichen kann man z. B. die 
K'% auch so wählen, dass alle a^^^, mit alleiniger Ausnahme von of^^\ 
verschwinden, a^^^ aber = xi wird. Das in solcher Weise ent- 
stehende w mag Wg heissen. U. s. f. 

Bezeichnet man irgend eine beliebige unter diesen neuen Func- 
tionen Wj, Wa, Wj, . . . Wp mit w,, und die constanten DiflFerenzen 
dieser Function w* in den Curven 

a|, Oj, . . . ap und &|, ^^ • - • ^p 
respective mit 

öii, »i2, . , . ütp und bii, 6i2, . . . 6ip, 
so erhält man folgende Tabelle: 

i i 



! Wi ! a^ = ni, a^^ = , . . . öip = 
(19.) w^ I «21 = , a22 = Äi, ... ogp = 



I Wp 



I cirpi = , ap2 = , . . . Upp = %i 



Dabei sind die Constanten b^^ einstweilen noch völlig unbekannt So 
z. B. ist fraglich, ob bi» und bxi einander gleich sind oder nicht. 
Diese Functionen w^, w^, . . . Wp mögen hinfort die p Normal- 
(20.) integrale erster Gattung genannt werden. Jedes derselben ist voll' 
ständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Existirten nämlich 
zum Integrale erster Gattung Wj und w/, welche in a^, 02, %, . . .Op 
die Differenzen jri, 0, 0, . . . besitzen, so würde die Function 

o = Wi — w/ 

in jenen Curven a^, a^, a^ . . . üp gar keine Differenzen haben. Es 
würde mithin dieses o auf der Fläche 9t, abgesehen von den Cur- 
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ven &^; b^, ... bp, eindeutig und stetig y in jeder dieser Gurven aber 
mit einer constanten Differenz behaftet sein. Demgemäss würde die- 
ses (o [nach Satz (2.)] eine Constante sein. Q. e. d. 

Die p Ncrmdlintegrale Wj, w^, . . . Wp sind von einander linear 
\2\) unabhängig. D. h. es kann zwischen Hinen keine lineare Gleichung 
mit constanten Coefficienteti stattfinden. Denn existirte eine derartige 
Gleichung: 

= JSJj + -^1^1 + -KaWa . . . + KpWp, 

so könnte man dieselbe z. 6. bilden für zwei zu beiden Ufern der 
Curve a^ einander gegenüberliegende Punkte^ und würde so zwei 
Formeln erhalten, durch deren Subtraction sich ergiebt: 

== + K,jti + + . . . + 0, d.i. K,=0. 

Existirte also eine Gleichung von der genannten Form, so müssten 
die in derselben enthaltenen Coefficienten K^y K^, - . , Kp sämmt- 
lieh == sein, wodurch die Gleichung aufhören würde, die w^, w,, 
. . . Wp zu enthalten. Q. e. d. 

Da nun W|, Wg, . . . Wp von einander linear unabhängig sind, so 
ergiebt sich hieraus [mittelst des Satzes (16.)], dass jedwedes der 
Fläche SR zugehörige Integral erster Gattung W durch diese w,, Wg, 
. . . Wp folgendennassen ausdrückbar ist: 

(22.) W^ K, + K,w, + K,w, ... + KpWp, 

tvo die K's Constanten sind. 

In Betreff der Constanten b^x (19.) gelten vier Sätze, die wir 
hier sogleich angeben, aber erst im folgenden Paragraph beweisen 
werden. 

I. Es ist stets: 

(23.) feix =6x1. 

II. Bezeichnet man den Werth von btx, wie er bei Sonderung des 
Beeilen und Imaginären sich gestaltet, mit 

(24.) ^<* = ^'« + ^^^^f 

und versteht man überdies unter n^^n^, ...np ivillkürliche reelle Grössen, 
so ist der Ausdruck 

(25.) Qnn,^ + 2p,2 n,n^ + ... + Qppnp" stets <0, 

es sei denn, dass die n^, n^, . . . »p sämmtlich = sind. In diesem 
hesandem Fall hört der Ausdruck auf <0 zu sein, indem er alsdann 
= unrd. 
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IIL Die DetermifMfUe 

Pll ?12 • • • Qlp 
921 922" - 92p 



ist stets von NuU verschieden. 



9pi 9p2 • ' ' 9pp 

IV. Sollen irgend welche positive oder negative gange Zahlen M^ , 
M^f . . . Mp, N^, N^, , . . NpSO eingerichtet werden, dass diep Ausdrücke: 

Zi = M^Tti + JVi&ii 4- JV2&21 • • • + Npipu 
(27.) Z, = M,7ti + N, l,, + N,h,,,., + Nplp2, 

Zp= MpTCi + N^h^p 4- JVgftgp . . . + Nphpp 
sämmtlich unendlich klein werden, so ist man gezwungen, jene 
Zählen M, N sämmtlich =0 0u machen. 

§6. 
Naohträglioher Beweis der vier letzten Sfttse. 
Es erscheint zweckmässig, dem Beweise dieser Sätze die Ab- 
leitung zweier Hülfssätze, die auch weiterhin vielfach von Nutzen sein 
werden, voranzuschicken. 

Erster Hülfssatz. — Denkt man sich auf der gegebenen Fläche St 
irgend eine Ftmction F atis gebreitet, die in den Curven o^, 6^ mit con~ 
stanten Differenzen -4^*\ JB^*^ behaftet ist, so gelten die Formeln: 

f dF^S^''\ 



(«.) 



die Integrationen stromabwärts hinerstreckt gedadU längs a^, respec- 
tive längs b^. Dabei ist es gleichartig ^ ob man diese Integrationen am 
linken oder am rechten Ufer jener Curven fortlaufen lässt. 

Beweis, — Integrirt man das Differen- 
tial dF stromabwärts längs des linken Ufers 
von a^, also [vgl. die Figur] von a bis ^, 
so erhält man: 



/ dF = F(ß) - F(«). 



Führt man andererseits die Integration aus ^ '' "*"*'™^ ^-» a» 

über das rechte Ufer von a,^, also von d bis 
y, so ergiebt sich: 

/ dF - F(v) - Fi9). 

Nun ist aber die constante Differenz von F längs der andern Carve b^ 
mit B^''^ bezeichnet y folglich: 
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F(ß) - F{a) - F(y) - F{d) =- B<*\ 
DemgemäsB sieht man also, dass jenes Integral 

f dF 

stets >= B(») ist, einerlei, ob die Integration über das linke oder rechte 
Ufer von a^ fortlauft. 

Hiermit ist die erste der Formeln («.) constatirt. In analoger Weise 
ergiebt sich der Beweis der zweiten. 

Zweiter Hülfssatz. — Denkt man sich auf der Fläche 91 zwei Func- 
tionen F und ausgehreitet, von denen die erstere in den Curven a^, b^ 
wiederum die constanten Differenzen A^''\ B^'^^ besitzt, während die letz- 
tere ganz beliebig sein darf, so gilt die Formel: 

(ß) L odF « ^''l/ [^ w - ^(^)] ^^' + h [^w - ^<^>] ^Ä' 

Dabei ist das Integral linker Hand positiv erstreckt über den Rand der- 
jenigen Fläche ^^, in welche ffi durch Ausführung der 2 p Schnitte a^, b^ 
übergeht. Andererseits sind die Integrale rechter Hand stromabwärts er- 
streckt zu denken über die Curven a^ und 6^ . Und zwar ist in jedem sol- 
chem Integral unter [0(i) — <l>(^)] die Differenz derjenigen Werthe zu ver- 
stehen, welche am linken und rechten Ufer der Integrationscurve besitzt. 
Setzt man insbesondere vorava^ dass nicht nur F, sondern ebenso auch <P 
in den Curven a^, b^ constante Differenzen hat, und bezeichnet man diese 
Differenzen für F, wie schon festgesetzt wurde, mit aS^\ BS*\ andererseits 
für iwt* A^'^ B^*^ so nimmt die Formet (ß.) die Gestcdt an: 

(y.) / 0dF =. ^ (A^^) B^''^ - B^'') ^<*>). 

Beweis. — Will man den Rand der Fläche fH^ positiv durchwandern, 
80 hat man dabei die linken Ufer der Schnitte a^^, b^ stromabwärts, die 
redUen stromaufwärts zu durchlaufen. Will man also z. B. diejenigen 
Theile des Randintegrals 

L ^dF ^ax 

haben, welche den beiden Ufern von a^ entsprechen, so hat man [vgl. die 
Figur] das Integral 

f<t>{X)dF(X) stromabwärts, 
und andererseits das Integral 



/• 



f (rt d F{q) stromaufwärts 

zu bilden. Statt dessen kann man beide Integrale stromo^toärto nehmen, 
falls man nur dabei dem letztern den Factor (— 1) zufügt. Demgemäss 
lautet also der den beiden Ufern von a^ entsprechende Theil des vorge- 
legten Integrals folgendermassen: 
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/^[<t)(l)dF(l)-<l>(p)dF(e)]. 

Nach unaerer Yoraussetzang ist aber läng« a^: 

F(,l) - Fin) = ^<'", 
mithin: 

dF(X) - dF{Q) = 0, d. i. dF{l) = dF{q). 

Bezeichnet man jetzt den gemeinschaftlichen Werth von dF{l) nnd dF{Q) 
kurzweg mit dF^ so geht der in Bede stehende Integraltheil über in: 

X 

Analoges gilt für den den beiden Ufern von b^ entsprechenden Integral- 
theil. Man gelangt also in dieser Weise zur Formel (ß.). 

Dass schliesslich ans dem Satze {ß,) sofort auch der speciellere Satz 
(y.) folgt, bedarf, falls man nur die Formeln (a.) beachtet, keiner weite- 
ren Erlänterong. 

Zufolge des Hülfssatzes (y.) ergiebt sich für die beiden Func- 
tionen Wi und Wg die Formel: 

Kb x=l 

wo die a, h die in (19.) genannten Bedeutungen haben, und wo 
also a]| = 022 = xif alle übrigen a aber = sind. Somit folgt: 

/„ w,rfw2 = 3ri62i - Ä*&12- 

Das Integral linker Hand ist aber = [Satz (4.) pg. 196]. So- 
mit folgt &21 =^12) ^^^ ebenso allgemein: 
(28.) 6,x = fex,. 

Somit ist also die Formel (23.) constatirL 

Um femer den Satz (25.) zu beweisen, bilde man unter Zuhülfe- 
nahme willkürlicher reeller Constanten n^, ttg, . . . Hp das Aggregat 

W^ n^Wi + W2W2 . . . + WpWp, 
und bezeichne die constanten Differenzen dieser. Function W in 
den Curven ax, 6x mit A^*^ B^*^ Ueberdies bezeichne man die 
Werthe W, A^*^, B^*), wie sie bei Sonderung des Reellen und Ima- 
ginären sich gestalten, in folgender Weise: 

W=U-\- iVy A^'^) = A^*^) + tM^'), B(*) = PW + iZO. 
Alsdann ist nach (19.): 

W = U + iF = n^Wi + «2W2 . . . + tipWp, 
A(*) = A^'') + iM<*^ = n^ttix + ngasx . . . + npüp^, 
B'^) = P«) + il,i-) = n,bu + fi2 62X . . . + »j,6^, 
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also mit abermaliger Rücksicht auf (19.) 

A^'') = und M<''> = nxJr, 
ferner mit Rücksicht auf (23.), (24.): 
P^*^=»i?ix+n2 92x . .. + npQp^j und Z^''^=^ni6ijc+n^62x .. . -f ^p^p^^ 

Bringt man jetzt den Hülfssatz (y.) auf die Functionen F= U 
und = F in Anwendung, so erhält man: 

f UdV = JV^(A(''> Z^'') - M^'^) P(')), 

oder, falls man die. soeben für die A, M, P, Z gefundenen Werthe 
substituirt: 

(29.) J JJdY = — 3t JV' «X (n^ Pix + W2p2x . . . + »pppx). 

Das Integral linker Hand ist [Satz (D.) pg. 233] stets > 0, nie- 
mals = 0; es sei denn, dass die Function W = ü -{- /Feine Con- 
stante wäre. Ein solches Constantsein des Ausdrucks 
]F= «iWj + W2W2 . . . + npyfp 

kann aber [zufolge (21)] nur dann eintreten, wenn die n^,n^, . .tip 
sämmtlich ==' sind. 

Abstrahirt man also von diesem singulären Fall, dass die n^, 
n^,...np sämmtlich verschwinden, so wird das Integral in (29.) 
stets > 0, mithin der in (29.) befindliche Ausdruck 

x==;i 

^ Wx(nipix + »g^Äx . . • + f^pQpx) 

X=s 1 

stets < sein. Hiermit eiber ist der ScUa (25.) bewiesen. 

Um ferner den Satz (26.) zu begründen, bilden wir von Neuem 
den Ausdruck 

(30.) fF= n^Wj + »ijWg . . . + tipWp, 

und bezeichnen wiederum die constanten Differenzen dieser Function 
TT in den Curven a^,,b^ mit A^''), B^^). Die reeUen Theäe A^''), P<*> 
dieser Constanten A^*), B^''^ haben, wie vorhin gefunden wurde, die 
Werthe: 

A<^) = 0, 

^ *^ P^*^ = «i9ix + n^QüH . . . + npQpx. 

Wäre nun die Determinante der ^^x gleich 0, so könnte man in den 
Gleichungen (31.) die reellen Constanten n^, n^, . . . tip der Art wäh- 
len, dass die A^*) und P<*) sämmtlich verschwinden. Das diesen spe- 
ciellen Wj, n^, ... fip zugehörige W (30.) würde alsdann in den 
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Cur Yen a^, hx lauter rein itnaginäre constante Differenzen haben, also 
[nach Satz (3.)] eine Constante sein. Hierdurch würde die Formel 
(30.) sich verwandeln in eine lineare Relation mit constanten Coef- 
ficienten zwischen w^, w^, . . . Wj,. Eine derartige Relation aber ist 
nach (21.) unmöglich. 

Demgemäss kann die Determinante der Qix niemals =» sein; 
so dass also der Beweis des Satzes (26.) geführt ist. 

Will man übrigens diesen Satz (26.) mit voller Strenge beweisen, so 
hat man wieder analoge Betrachtungen anzustellen, wie früher in der Be> 
merkang pg. 244. 
Was schliesslich den Beweis des Satzes (27.) betrifft, so ist 

(32.) Z, = M^7ti+N,bu + N^b2^... + Nplj,^, x = l,2,...p. 

Bezeichnet man also den Werth dieses Ausdruckes Z«, wie er bei 
Sonderung des Reellen und Imaginären sich gestaltet, mit 

(33.) Z. = Ex + iHyy 

so erhält man mit Rücksicht auf (24.): 

(34.) Ex = N^Qix + N^Q2y, • . . + NpQpxf x= l,2,,..p, 

und andererseits: 
(35.) Hx = JfxÄ + JVj^Jix + N^tS2x ... + Npöpxy X = 1, 2, . , .p. 

Aus diesen Gleichungen (34.), (35.) lassen sich die 3f, N be- 
rechnen, falls die Z, E, H gegeben sind. Denkt man sich nun die 
gegebenen Werthe der Z, mithin auch die der E und H unendlich 
klein, so erhält man aus (34.) für die N ebenfalls lauter unendlich 
Meine Werthe; denn es ist zu beachten, dass die Determinante der 
Qtx von verschieden ist [zufolge (26.)]. Substituirt man diese 
Werthe der N in (35.), so ergeben sich für die M wiederum teit- 
endlich kleine Werthe. 

Sollen also die Z unendlich kleine Werthe erhalten, so hat man 
sämmtlichen Grössen M^ N ebenfalls unendlich kleine Werthe bei- 
zulegen. Letzteres aber kann, weil die M, N ganze Zahlen sein 
sollen, nur dadurch geschehen, dass man die M, N sämmtlich = O 
macht. Hiermit ist der Satis (27.) bewiesen. 

§7. 
Ueber die den Kormalintegralen erster Gattung zugehörige 
Determinante D. 
Setzt man zur Abkürzung 

(1.) wa'(0) für ^^, c=l,2,...p, 
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so sind offenbar [ygL die Definitionen pg. 198] diese Wa\is) lauter 
auf 9fi reguläre Functionen, also Functionen, die auf 31 nur einzelne 
Pole, und ebenso auch nur einzelne Nullpunkte haben. Markirt man 
nun auf 9i im Ganzen p Punkte z^, z^, . . . Zp, und bildet man die 
Determinante: 



(2.) D{z,,z^,,.,Zp) = 



so fragt es sich, ob diese Determinante yielleicht identisch yer- 
schwinden könne, d.h. ob sie verschwinden könne für jedwede Lage 
der p Punkte z^j z^, . , . Zp. Diese Frage ist mit Nein! zu beant- 
worten. Es gilt nämlich folgender, leicht zu beweisender Satz: 

Versteht man unter @ einen beliebig gegebenen Flächentheü 
(3.) von 31 (z. B. einen belidng Meinen Flächentheü von 9i), so werden 
auf © stets p Punkte z^, z^j . . , Zp existirefi, für welche D(Zi, z^^ ..,Zp) 
nicht verschtoindet. 

Erläntenmg. — Um den Satz zu beweisen, werden wir einen apa- 
gogischen Weg einschlagen, nämlich zuvörderst annehmen, die Determi- 
(a.) nante D(z^, z^^ . . . z ) verschwände stets, welche Lage die Punkte ir, , z^, 

. ' . z^ auf der Fläche S auch abnehmen mögen; 

und sodann zeigen, dass diese Annahme zu absurden Resultaten hin- 
leitet, mithin unzulässig ist. 

Ordnet man die Determinante nach den Elementen der ersten Ver- 
tikalreihe, so erhält man: 

wo die K'^ nur noch von z%y z^, , , , z abhängen. Nimmt man nun fQr 
j?j einen auf @ variablen Punkt, und för z^, s^, . . , z irgend welche auf 
S festliegende Punkte, so folgt aus der Annahme (a.), dass für jedwede 
Lage des auf @ yariirenden Punktes Zi die Formel stattfindet: 

O^K, w/(£r,) + Ä, w,'(z,) . . . + K^w;(z,), 
dass mithin die von z^ abhängende Function 

K,w,{z,) + K,y^,{z,) ... + K^^^iz,) 

constomt ist, so lange z^ innerhalb @ bleibt. 

Diese Function ist aber, ebenso wie w, ^Er,), Wj(jef,), . . . w («,), auf 
der Fläche fÜ^j^ eindeutig und stetig. Aus ihrer Gonstanz auf @ folgt 
daher [mittelst des Satzes (1.) pg. 101] sofort, dass sie auf der ganzen 
Fläche 91^^, mithin auch auf ffi selber constant ist. Dies aber ist unmög- 
lich. Denn zwischen Wi(2rj), w^ (f^i), . . . w (;?j) kann keine lineare Glei- 
chung mit Constanten Coefficienten stattfinden [Satz (21.) pg. 247]. 

Die Annahme (a.) föhrt also zu einem absurden Resultat; — es sei 
denn, dass jene constanten Coefßcienten K sämmtlich «» wären. Mit 
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andern Worten: Ans jener Annahme (a.) folgt mit Nothwendigkeit, dass die 
K's sätnmüich = 9ind; wohei von Neuem daran zn erinnern ist, dass 
diese Constanten K lediglich dependiren von der Lage der festen Punkte 
^2, 2^3, ... e . Diese letztem aber waren innerhalb @ willkürlich ge- 
wählt. Aus der Annahme (a.) folgt daher ^ dass die ICs stets »> sind^ 

(ß.) welche Lage man den Punkten e^, e^y . . , e innerlialb @ auch euerthei- 
len mag. 

Die £'s repräsentiren die der ersten Vertikalreihe entsprechenden Par- 
tialdeterminanten. Zu genau demselben Resultat wird man gelangen mit 
Bezug auf diejenigen Partialdeterminanten, welche der zweiten Yertikal- 
reihe entsprechen, u. s. f. Bezeichnet man also die Determinante D selber 
[weil sie von der p*®" Ordnung ist] mit D , und jedwede Subdeterminante 
jter Ordnung mit D,, so kann man dem Satz (ß.) folgende allgemeinere 
Fassung geben: Aus der Annahme (a.), dass D oder D für sämmiUche 

(y.) Punkte z^^ e^y s^, , . , z^ der Fläche @ verschwindet^ folgt mit Nothwendig- 

keit, dass alle Determinanten D i die nämliche Eigenschaß besitzen. 

Hieraus aber folgt nun in analoger Weise, dass dieselbe Eigenschaft 
auch den A,_2 anhaftet, sodann, dass sie auch den XL^g zukommt, u. s. f. 
Man gelangt so schliesslich zu den Dj, d. i. zu den Functionen w^'(£.). 
Aus der Annahme (oc.) folgt daher, dass diese w^' {z^ für sämmüiche Punkte 
z^y z^y , . . Zp der Fläche © verschwinden, oder (einfacher ausgedruckt), 
dass die Functionen 

w^W, « = l,2,...jp 

auf der Fläche @ allenthalben » sind , und dass mithin die Functionen 
w^W, <r = l, 2, . . . jp 

auf 6 allenthalben constant sind. Diese Functionen w^(;?) sind aber auf 
9)^^ eindeutig und stetig. Aus ihrer Constanz auf @ folgt daher [Satz (1.) 
pg. 101], dass sie auf der ganzen Fläche 9^^^, mithin auch auf 91 con- 
stant sind. Die Annahme (a.) führt aJso schliesslich zu dem ResttUat, dass 
(d.) die Functionen Wi(£r), w,(£r), . . . w (jj) lauter Constanten sind; — was ab- 

surd ist. 

Folglich ist jene Annahme unzulässig, also die Riehtigkeit des Satzes 
(8.) constatirt. Q. e, d. 

Um den Satz (3.) unsern spätem Zwecken dienstbar zu machen, 
denken wir uns auf 9i irgend einen Flächentheil @ abgegrenzt, wel- 
cher frei ist von den Polen der regulären Functionen 

und femer frei ist von den Windungspunkten der Fläche JR, sowie 
auch von den daselbst an der Stelle = <x> übereinander liegenden 
Punkten. Alsdann ist wJQs) im Bereich eines jedweden innerhalb 
@ gelegenen Punktes c entwickelbar in eine B.eihe von der Form: 

(4.) Wj{0) = y^a(c) + Ba{lS - C) + TaC^ - c)* + • • • , [vgl. Pg. 112], 

wo Bay fa, ' ' ' constante Coefficienten vorstellen. Markirt man also 
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innerhalb @ irgend welche Punkte c,, Cg, . . . Cp, beschreibt um die- 
selben (als Centra) auf der Fläche @ kleine Kreise und bezeichnet 
irgend welche innerhalb dieser p Kreise beliebig variirende Punkte 
respectiye mit g^^ 0^, . . . sSpy so werden die Elemente y^a\cj) und 
Wa'(0j) der beiden Determinanten 

(5.) C = D(Ci, c^,...Cp)y und Z= D{z^, ^2? • • • h) 

mit einander verbunden sein durch die in (4.) angedeuteten Rela- 
tionen: 

(G.) Wa\z;) - Wa'(Cj) = Ba^K^i " Cj) + r,(»(i?^ ^ Cj)' + . . . 

Man kann daher^ wie aus diesen Relationen folgt^ die genannten 
Kreise so klein machen, dass die Elemente der einen Determinante 
von denen der andern beliebig wenig abweichen, und dass mithin 
auch die Werthe der Determinanten selber beliebig wenig von ein- 
ander differiren. 

Denkt man sich also'z. B., was zufolge des Satzes (3!) stets 
ausführbar ist, die festen Punkte c^, c^, . . . Cp auf dem Flächentheil 
© in solcher Weise markirt, dass die Determinante C von ver- 
schieden ist, so wird mau jene Kreise so klein machen können, dass 
die Determinante Z ebenfalls von verschieden bleibt, welche Be- 
wegung man den Punkten z^j z^y . . . Zp innerhalb jener Kreise auch 
zuertheilen mag. Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat: 

Es sei ^ irgend ein Tlieil der gegd)enen Fläche SR, und zwar sei 
dieser Theil @ frei von den Folen der regtdären Functionen 

femer sei © frei von den Windungspunkten der Fläche 9t, sowie auch 
von den bei z = 00 liegenden Punkten, 

Denkt man sich alsdann [was zufolge des vorhergehenden Satzes 
(3.) stets möglich ist] auf © p Punkte c^^ c^^ . . . Cp markirt, ßr 
welche 
(7.) 2)(c„C2,...Cp) 

von verschieden ist, so las^ sich um diese Punkte c^yC^y,.,Cp 
(als Centra) Kreise von solcher Kleinheit beschreiben, dass die Deter- 
minante 

(8.) D{z,,z,,..,Zp) 

beständig von verschieden bleibt, welche Bewegung man den Punk- 
ten z^, z^, ... Zp innerhalb jener p Kreise auch zuerOicilen mag. 
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§8. 

Die der gegebenen Fläche 9i zugehörigen Integrale sweiter 
Gktttnng. Definition der betreffenden Normal-Integrale. 

Denkt man sich auf der Fläche 91 ausser den Riemann^schen 
Curven a«, b^ noch irgend einen Punkt c markirt^ so wird nach dem 
Riemann'schen Theorem (6.) pg. 239 stets eine Function f(0) exi- 
stiren, die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f(e) soll auf 8i, bis auf den Punkt c und die Linien ax, K, 
eindeutig und stetig sein. 

II. f{z) soll im Bereich U(c, ;er) oder ?l(y, 5) des Punktes c in 
solcher Weise unstetig sein, dass die Differenz 

«•) - r^, 

daselbst stetig bleibt. Femer soll f(0) in den Linien Ox, hg con- 
stante Differenzen besitzen, deren reelle Theile beliebig vorgeschriebene 
Werthe haben. 

Auch ist die Function f{z) durch die Bedingungen T., II. vollstän- 
dig bestimmty bis auf eine additive Constante. Denn existirten gtcei 
diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(/) und ^(0)^ so 
würde ihre Differenz 

auf 9i, abgesehen von den Curven a«, bx, eindeutig und stetig, in 
diesen Curven aber mit rein imaginären constanten Differenzen be- 
haftet, also [Satz (3.) pg. 236] eine Constante sein. Q, e, d. 

Diese durch die Bedingungen L, II. charakterisirte Function 
f(0) ist aber nach (42.) pg. 220 nichts Anderes als ein elementares 
Integral zweiter Gattung*): Tc(js)] so dass man also sagen kann: 

Für die g€gd>€ne Fläche 9i existirt stets ein, und, abgesehen 
von einer additiven Constanten, nur ein einziges elementares Integral 
(1.) zweiter Gattung Tc{z), dessen Unendlichkeitspunkt c eine vorgeschrie- 
bene Lage, und dessen constante Differenzen in den Curven a^, b^ 
vorgeschriebene reelle Theile besitzen. 

Ist nun Te{z) ein solches elementares Integral zweiter Gattung, 
so wird offenbar 
(2.) Uz) + K,w,(z) + K,w,(z) . . . K^w^iz) 

wiederum ein elementares Integral ztoeiter Gattung sein ; vorausgesetzt, 



*) Vgl. die Note pg. 241. 
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dass man unter den K's Constanten^ andererseits unter den w{z) 
die Normalintegrale erster Gattung yersteht. Man kann aber die 
K so einrichten, dass die Function (2.) in den Curven a^ gar keine 
Differenzen hat. Sind nämlich A^*), B^''^ die Constanten Differenzen 
von Tc{is) in den Curven a^, 6x, so braucht man zu diesem Zweck 
den K*s nur die Werthe beizulegen: 

IT _ A<^) ^ _ aW ^ _ A(^) 

[vgl. (19.) pg. 246]. Also der Satz: 

Es giebt unendlich viele elementare Integrale zweiter Gattung mit 
ein und demselben UnstetigkeitspunJct c. Unter diesen existirt eines, 
ivelches in den Curven a^ gar Jceine Differenzen hat, welches also auf 
9t, abgesehen vom Punkte c und den Curven bx, überall eindetUig und 
stetig ist. Dieses besondere Integral mag mit 

(3.) U0) 

bejseichnet und das Normalintegral zweiter Gattung genannt werden. 
(4.) Dieses Normalintegral tc{z) ist durch Angabe seines Unstetigkeits- 

Punktes c vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante, Exi- 
stirten nämlich zwei -solche Integrale tc(z) und ^/(^)> so würde ihre 
Differenz 

auf 91, abgesehen von den Curven bx, überall eindeutig und stetig, 
in diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet, also 
[Satz (2.) pg. 236] eine Constante sein. Q. e. d. 

Bepräsentirt Tc{z) ein beliebiges elementares Integral zweiter 
Gattung, ferner tc{d) das demselben Unstetigkeitspunkt c entsprechende 
Normalintegral, so wird die Function 

Tc{z)-tc{z) 

auf 9i, abgesehen von den Curven a^, 6x, eiudeutig und stetig-, in 
diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet sein. Dem- 
gemäss ist diese Function [Satz (8.) pg. 241] nichts Anderes als 
ein Integral erster Gattung W{z), Also: 

T,{z) - tc{z) = W(z). 
Also der Satz: 

Jedwedes elementare Integral zweiter Gattung Tc{z) ist darstell- 
bar in der Form: 
(5.) Ziz) = %(g)+Wiz), 

WO W(z) irgend ein Integral erster Gattung vorstellt, 

N e Q m a n n , Abel'sche Integrale. 2. Aafl. 1 7 
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Diesen Satz kann man übrigens [mit Rücksicht auf (22.) pg. 247] 
auch so aussprechen: Jedwedes elementare Integral ssweüer Gattung 
Tc{z) ist darstellbar in der Form: 
(6.) T,(z) = tc(z) + Zo + ^iw, W + K,w,(0) . . . + K,w,{^), 

wo die w(£f) die Normalifdegrale erster Gattung^ und die Ks constante 
Coeffidenten vorstellen, 

§9.*) 
Darstellung der auf 91 regulären Functionen mittelst der Integrale 

zweiter Gsttung. 

Es sei f = f(/) irgend eine auf ?R reguläre Function g**" Ord- 
nung, deren elementare Pole c^^ c^, . . . Cg vereinzelt liegen, so dass 
also niemals zwei oder mehrere derselben mit einander zusammen- 
fallen. Bezeichnet man irgend einen dieser elementaren Pole kurz- 
weg mit Cj so ist f{z) im Bereich U(c, z) oder ?((y, g) desselben 
darstellbar durch ^^^^ _ ^^ _ y^-ij^-^g). 

Und diese Formel kann, falls man E(t) in eine Taylor'sche Reihe 
entwickelt, auch so geschrieben werden: 

m = f^ + ^' + ^"it-r) + K"'it - y)* + . . . 
oder auch so: 
(7.) f{d) = r^ + (eind. stet. Funct. von g), 

wo K eine von verschiedene Constante vorstellt. 

Bildet man nun das diesem Punkte c entsprechende Normal- 
integral zweiter Gattung fe(jer), so wird dasselbe [ebenso wie das all- 
gemeinere Integral Tc(jg), *vgl. pg. 256] im Bereich Vi(cjZ) oder 
?l(y, g) des Punktes c darstellbar sein durch: 

(8.) tc{z) = + (eind. stet. Funci von g). 

Aus (7.) und (8.) folgt nun sofort, dass die Function 
(9.) m - Ktcie) 

im Bereich des Punktes e eindeutig und stetig ist. 

In solcher Weise kann also die gegebene Function f(z) ihrer 
polaren Unstetigkeit im Punkte c beraubt werden durch Subtraction 
eines Ausdrucks von der Form Ktc(/)- Dieses Verfahren kann nun 
successiv auf sämmtliche Pole Cj, Cg, . . . c^ in Anwendung gebracht 
werden. Und demgemäss wird also das Aggregat 

*) Die in § 9 und § 10 aufgeatellten Sätze sind nnr beiläufiger Natur. 
Wenigstens wird in den weiter folgenden Paragraphen und Capiteln dieses 
Werks von jenen Sätzen kein Gebrauch gemacht werden. 
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(10.) 



(11.) 



f{e) - [KM'i) + KM") • • • + ^^W], 
bei passender Bestimmung der K^b, eine Function repräsentiren, die 
auf %t, abgesehen von den Curven b^y überall eindeutig und stetig, 
in diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet ist. Eine 
derartige Function ist aber [Satz (2.) pg. 236] eine Constante, Also 
der Satz: 

Bezeichnet f{z) irgend eine auf 8i reguläre Function g*®' Ordnung 
mit den Polen c^, c^, . . , Cq, so wird dieselbe stets in der Form dar- 
stellbar sein: 

m - ir+ KM") + KM") + . . . + K,t.,{"), 

wo die K's Constanten sinä. Hieraus ergibt sich von seiher, dass 
diese K's folgenden Gleichungen Genüge leisten werden: 
=» iSTi B/i) + K^ BjW . . . + Ä, Bj<»). 



(12.) 



113.) 



= Z,B,<«) + 2r,Bj(*', 






= K,B,^i>^+K,B,(^K.. + KqBq(p), , 
wo Bi^'^, Bj^'^ . . . B^^**) die constanten Differenzen der Functionen 
tcX^)f te^{z), . . . tc^(z) in den Curven b^ vorstellen. 

Dieser Satz lässt sich umkehren. In der That übersieht man 
sofort, dass jedwedes Aggregat von der Form: 

K + KM") + KM") • . . + K,t,^{") 
eine auf 9i reguläre Function g**^' Ordnung sein tvird^ falls nur die 
Constanten K den Bedingungen (11.) Genüge leisten. 

Für den Specialfall: g «=2? + 1 führt der Satz (10.), (U.), (12.), 
falls man die aus (11.) für die K sich ergebenden Werthe in (10.) 
substituirt, zu folgendem besonders einfachen Resultat: 

Bezeichnet f(z) irgend eine auf SR reguläre Function (p + 1)*®' 
Ordnung mit den Polen Cj, Cg, ... Cp+i, so unrd dieselbe stets in fol- 
gender Form darstellbar sein: 

k{") 

Bi<») 
Bi«») 



az) = K-\-H 



ki") 

B,w , 



UiW 



B,(«) 



od) 

p(i) 



B,ü" 



B,W 



aiP) 



reo K und H Constanten sind. Zur Äbküreung mag übrigens diese 
Formel (13.) so gesdirieben werden: 
(13a.) /•(;.) = 2r+H0c..,...c,+, (4 



17* 
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ÜDd umgekehrt: Denkt man sich auf 91 irgend welche Funkte 
Cj, C2, . . . Cp^i ganz ad libitum markirt, so unrd jede Fwiction von 
der Gestalt (13.) oder (13 a.) eine auf SU reguläre Function (p + 1)**' 
Ordnung sein. 

Wir haben in (3.) nachgewiesen, dass für jedwede Lage des 
Punktes c eine zugehörige Function tc(/) existirt. Nehmen wir an, 
wir hätten irgend welche Mittel in Händen, um für jede Lage von 
c diese Function tc{z) nebst den ihr zugehörigen Constanten B^*^ wirk- 
lich zu bilden, so werden wir auch für jedwede Lage der Punkte 
Cj, C2, . . . Cpj^i die zugehörige Function 

^c,c...c^+l(^) 

zu bilden im Stande sein. Und jedwede reguläre Function (p+l)*"' 
Ordnung mit den Polen c^, Cg, . . . Cp^i wird alsdann, nach (13.) 
respective (13a.), darstellbar sein durch: 

WO H und K tvillkiirliche Constqnten sind. 

Die (p + 1) Nullpunkte ^1, ^2, . • . ^p-fi dieser Function bestim- 
men sich durch die Gleichung 

= Z + ff(t)..e....c^lW, 

und können also lediglich abhängen von c,, Cg, . . . Cp^i und von 

TT 

dem Werth des Quotienten ^; was angedeutet sein mag durch die 
Formeln: 



Xi 
X2 



(Cj, Cg, . . . Cp-f-i, ^ j, 



s 
Denkt man sich aber ^ aus diesen (jp + 1) Formeln eliminirt, so 

erhält man p Relationen, in denen nur noch q, Cj, ... Cp-^i und 
01, Z2 ... Zp^i enthalten sind. Also der Satz: 

Sollen {2p + 2) auf der gegebenen Fläche 9i willkürlich markirte 
Punkte Ci, Cg, ... Cp^i und z^, z^, ... Vfi ^^ ^^^ ^^^ Nullpunkte 
(14.) irgend einer auf SR regulären Function (p + 1)**' Ordnung darzustellen 
im Stande sein, so müssen diese Punkte gewissen p Relationen ent- 
sprechen, deren Beschaffenheit lediglich abhängt von der Gestalt der 
gegebenen Fläche SR. Näher sind wir diese p Relationen vorläufig 
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noch nicht anzugeben im Stande. Doch werden -wir später (im fol- 
genden Capitel) sehen^ dass dieselben in einfacher Weise ausdrück- 
bar sind mittelst der der Fläche 91 zugehörigen Normalintegrale 
erster Gattung w^Qi), yr^ip)^' ^ - ^p(^)- 

Sollen also Cj, Cj, . . . Cp^t und ßu z^, ... Vhi ^^^ ^^^ ***^^ 

Ntdlpunlcte einer auf Sl regulären Function (|) + 1)**^ Ordnung sein^ 

(15.) so darf tnan nur (p + 2) dieser Punkte willkürlich wählen. Die 

übrigen p ergeben sich alsdann von selber auf Grund jener p Eela- 

tionen. 

Ist f(z) eine auf 31 reguläre Function (p + 1)**" Ordnung, so 
gilt Gleiches, falls man unter C, D irgend zwei Constauten versteht, 
auch von 

Und zwar werden die Pole und Nullpunkte von F{£!) zwei Niveau- 
Punktsysteme von f(ß), nämlich Punkte vorstellen, in denen f(js) 
respective == C und = D wird. Demgemäss kann man den Sätzen 
(14.), (15.) folgende allgemeinere Fassung geben: 

Sollen {2p + 2) auf 91 markirte Ptmkte c^, Cg, . . . Cp+i und 0^, 
z^, ... Vhi ^^^* Niveaupunktsysteme irgend einer auf^ regulären 
(16.) Function {p + Ij*^' Ordnung darzustellen im Stande sein, so müssen 
diese Punkte gewissen p Relationen Genüge leisten, deren Beschaffen- 
heit lediglicJi dbhängt von der Gestalt der gegebenen Fläche SR. 

Sind also (p + 2) von jenen Punkten markirt, so ergeben sich 
die übrigen p bereits von selber auf Grund dieser p Belationen. 

Weitere Ausdehnung der gefundenen Sätze. — Die soeben au- 
gestellten Betrachtungen sind durchweg ausdehnbar auf reguläre 
Functionen g*®' Ordnung, falls nur q > p ist. Das dabei einzu- 
schlagende Verfahren ist dem vorhin eingeschlagenen in solchem 
Grade ähnlich, dass darüber nur wenige Andeutungen erforderlich 
sind. So gelangt man z. B., ähnlich wie zum Satze (10.), (11.), (12.), 
auch zu folgendem allgemeineren Satz: 

Bezeichnet f(z) irgend eine auf 91 reguläre Function q^ Ordnung 
mit den Polen c^, Cg, . . . Cj, und ist q>p, so wird dieselbe stets in 
folgender Form darstellbar sein: 

(17.) f(z) = K -Öfl,<t>c,cc.....,c^, (^). 

Dabei repräsentirt dieselbe Function tvie in (13 a.); während K, fl^, 
JJj, . . . Hq-^ Constanten sind, • 
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Umgekehrt tmrdy bei mlJMrlicher Wahl von c,, Cg, ... Cq und 
Ky H^, U^, . . , Hq-py jedwede Function von der Form (17.) eine auf 
9t reguläre Function g**" Ordnung sein. 

Bemerkung, -y^s > p gedacht, ist also eine auf 91 reguläre Function 
3^' Ordnung, im Ganzen mit 

(2 g — jp + 1) toülkiirlichen Constanten 
behaftet, nämlich mit den q willkürlich zu wählenden Polen Ci, c^^ . , ,c 
und überdies mit den (q — p -{• 1) willkürlich zu wählenden constanten 
Coefficienten Ä", H^^B^^ ... B^^_p . 

Die Nullpunkte z^jZ^j . , . Zq der Function (17.) bestimmen sich 
durch die Gleichung: 

= -B:+J'^A.c<....c,c^,(^), 



und hängen 


also 


lediglich ab von 
yC^,...Cq und 






"TV 
. . . ^ 




Denkt man sich 
gestellt, und aus 


diese q Formeln für 
denselben die letzten 


^1, 
(ff- 


z^y ... Zq wirklich 
-p) Argumente 


hin- 








K 






K 






eliminirt, so 
noch q, Cg, 


erhält man 
. . . Cq und 




^2; •• 




== p Relationen, in denen 
enthalten sind. 


nur 



Die Pole und Nullpunkte einer regulären Function g*®' Ordnung 
sind also stets durch p Relationen mit einander verknüpft. Und dieses 
Resultat ist nun wiederum [vgl. den Uebergang von (14.), (15.) zu 
(16.)] leicht übertragbar ' auf zwei beliebige Niveaupunktsystetne] so 
dass man zu folgendem Satz gelangt: 

Es sei q>p. Sollen alsdann 2q auf SR markirte Punkte c,, Cg, 

. . . Cg und Ziy Z2f . . . Zq zwei Niveaupunktsysteme irgend einer auf 

(18.) 91 regulären Function q^ Ordnung darzustellen im Stande sein, so 

müssen diese Punkte gewissen p Relationen Genüge leisteny deren 

Beschaffenheit lediglidi abhängt von der Gestalt der gegebenen Fläche % 

§ 10. 

Fortsetzimg. 

Es sei jetzt q ^p- Indem wir auf diesen Fall wiederum den 
allgemein gültigen Satz (10.), (IL); (12.) anwenden, wollen wir die 
daselbst auftretenden Constanten K^y K^y . . , Kq zu eliminiren suchen. 
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Die Anzahl der Gleichungen (11.) ist =i?, d. i. 

= (2-l) + (p-3+l). 
Substituirt man nun die aus den ersten {q — 1) Gleichungen für 
K^y K^, . . . Kq sich ergebenden Werthe in den (j> — ff + 1) fol- 
genden Gleichungen, und ebenso in den Formeln (10.), (12.), so ge- 
winnt der in Rede stehende Satz folgende Gestalt: 

Ist f{z) eine auf SR reguläre Function q^ Ordnung mit den Polen 
Ci, C2, . . . Cg und q ^p, so wird diese Function f(/) stets in der 
Form darstellbar sein: 



(19.) 



m=^K+u 



B,(«) 






B,(" 
B,(«> 



B,(»-»). 



Bj(9-i) Bg(«-»' 

wo K, H Constanten sind. Dabei werden zwischen jenen Polen Cj, c^, 
. . . Cj stets folgende (jp — q-\- l) Belationen stattfinden: 

Bjü) 
B/i) 



(20.) 



B/«) 



B,(i) 



B,w 
B,<») 

B/) 



B,(J-») 



0, 



Bj'»-" Bji(»-i> .. 

«w i = 2, (3 + 1), (? + 2), , . . j). 

Umgekehrt mrd jeder Avsdrudc von der Form (19.), faüs man 

unter K, H beliebige Constanten, und unter c,, c^, . . . c, (g < p) 

(21.) irgend welche den (p — 2 + 1) Relationen (20.) entsprecfiende Funitc 

versteht, eine auf SR regtUäre Function q*" Ordnung mit den Polen c^, 

Cf, . .. c, vorsteiUen. 

Bemerkung. — Die Zahl q'^p gedacht, ist also eine anf 9t reguläre 
Function ^ Ordnung im Ganzen mit 

(22 — p -}- 1) viUbärlichen Conetanten 
behaftet. Denn jene Pole ei,c^, . . .c , zwischen denen (p — g + 1) Re- 
lationen stattfinden, repräsentiren [? — (p — 4 + 1)] = (22 —p — 1) will- 
kflrliche Constanten, und hierzu kommen noch zwei weitere Constanten, 
nämlich K und H. — Q. e. d. 

Da die q Pole (p — 9+1) Relationen zu entsprechen haben, so ist 



(«■) 



noth wendiger Weise: 
oder, was dasselbe: 



>p-g + l, 



2 
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SämmÜiche auf M reguläre Functionen besitzen also Ordnungen, die ^ ^^- 

sind. Dieser Satz kann noch weiter verschärft werden mittelst folgender 
Betrachtung: 

Ist f{z) eine auf 9i reguläre Function q^^ Ordnung, so gilt Gleiches 
auch Ton 

falle C7, D Constanten sind. Von den q Polen dieser letztern Function 
aher kann einer, durch geeignete Wahl von (7, in eine vorgeschriebene 
Lage Zq hineingedrängt werden. Der cHlgemeine Ausdruck einer auf 3t 
regulären Function g*®' Ordnung xoird dalier stets der Art beschaffen sein, 
dass einer ihrer q Pole, seiner Lage nachf vollkommen willkürlich bleibt. 
Da nun (q <^p gedacht) zwischen diesen q Polen (p — 3 + 1) B*- 
lationen stattfinden müssen, einer derselben aber eine willkürliche Lage be- 
halten mnss, so folgt hieraus, dass q niemals ==(p — <74~1)» sondern 
stets > (|J — 2+1) ßeiö wird. Die Formel (er.) ist daher durch folgende 
zu ersetzen: 
(y.) 2>1> — 2 + 1; 

und hieraus ergiebt sich: 

Also der Satz: Mepräsentirt 91 eine 2p' fach zusammenhängende Bie- 
manh'scJie Kugel fläche, so wird die Ordnung q jedweder auf 91 regulären 
Function der Formel entsprechen: 

oder (was dasselbe ist) der Formel entsprechefi: 

es sei denn, dass die Beschaffenheit jener Fläche irgetid welcliefi besondern 
Zufälligkeiten unterliegt, [Vgl. Riemann's Ges. Werke, pg. 101.] 
Ist ff <i?, und sollen 2g auf 9t beliebig markirte Punkte Ci, Co, 
. . , Cq und z^y z^j . , . Zq die Pole und Nullpunkte irgend einer auf 
91 regulären Function g*®' Ordnung darzustellen im Stande sein, so 
müssen zuvörderst c^, c^, - . . Cq den in (20.) angegebenen 
(22.) (l' — ff + 1) Relationen 

entsprechen. Diese Relationen erfüllt gedacht, wird alsdann jed- 
wede mit den Polen Cj, Cg, ... Cq behaftete reguläre Function 2**' 
Ordnung f{z) die Gestalt (19.) haben: 

wo Kj H willkürliche Constanten sind, während V als Abbreviatur 
dient für die in (19.) stehende Determinante. Die Nullpunkte ^j, 
^2, . . . Zq von f{z) bestimmen sich mittelst der Formel: 
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•0=2r+ifM'e.e,....,(^), 

und hängen also ab von 

Cj, c^y . . . Cq und j^- 

Denkt man sich diese q Formeln für Zi, g^, . . . Zq wirklich hinge- 

M 

stellt^ und aus denselben das -^ eliminirt, so erhält man 
(23.) (ä — 1) Relationen, 

in denen nur noch z^^ z%y * - ^ Zq und c^y c^, . . . Cq enthalten sind. 

Die Relationen (22.) und (23.) zusammengenommen, erhält man 
im Garnen p Belationen, also den Satz: Ist q<p, so sind die Pole 
und Nullpunkte einer auf 91 regulären Function (?**' Ordnung stets 
durch p Belationen mit einander verlcnüpfL Dieses Resultat ist nun 
wieder [vgl. den Uebergang von (14.), (15.) zu (16.)] leicht über- 
tragbar auf zwei beliebige Niveaupunktsysteme] so dass man zu fol- 
gendem Satze gelangt: 

Es sei q<ip. Sollen alsdann 2p auf JR marJcirte Punkte q, c^, 

. . . Cq und ^1, jEfj, . . . 0q zwei Niveaupunktsysteme irgend einer 

(24.) auf 91 regulären Function q^^ Ordnung darzustellen im Stande sein, 

so müssen diese Punkte gewissen p Relationen Genüge leisten, deren 

Beschaffenheit lediglich abhängt von der Gestalt der Fläche 91. 

Wir sind also hier im Falle g < /) zu genau demselben Resul- 
tat gelangt, wie früher in (18.) für den Fall q> p. Die in Rede 
stehenden p Relationen lassen sich leicht ausdrücken mittelst der 
Integrale erster Gattung; wie weiterhin (im folgenden Capitel) ge- 
zeigt werden soll. 

§ 11. 

Die der gegebenen Fläche 91 zugehörigen elementaren Integrale 
dritter Gattung. Definition der betreffenden Normal-Integrale. 

Man markire auf der gegebenen Fläche 91 irgend zwei Punkte 
c^ und c^, construire femer die Riemann'schen Curven a^, 6x (^ == 1; 
2, . . . p), und zwar in solcher Weise, dass c^ und Cg nicht hart 
au einer dieser Curven gelegen sind. Endlich ziehe man auf 91 
von Ci nach c^ eine beliebige, aber die Curven a^, hx vermeidende 
Linie L 

Die Function TcX^) ist auf 9laft regulär und daselbst nur mit 
einem einzigen, und zwar elementaren Pol c^ behaftet-, sie kann also 
auf 9iaö nur einzelne Nullpunkte haben, von denen möglicher Weise 
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einige gerade auf l liegen. Genau dasselbe gilt^ falls man unter 
Kl eine Constante versteht, auch von der Function 

Doch wird man, was in der That geschehen mag, die Constante K| 
so wählen können, dass von den Nullpunkten dieser neuen Function 
01 (;8?) keiner auf l liegt. 

In analoger Weise kann man jetzt eine zweite Function 
<t>,(^) = T^iz) - K, 
bilden, welche in c^ einen elementaren Pol, und wiederum längs l 
keinen Nullpunkt hat. 

Erläntenmg. — Man beseichne den Werth der Fonction T^i^) fOr 
den Augenblick mit £ -f t'H oder Z: 

Läset man nun den Punkt z auf der gegebenen Fläche ffi längs der Curve 
l von C| nach c, fortschreiten, so wird gleichzeitig das Z auf der Z-Ebene 
eine correspondirende Curve A beschreiben, die von einem endlichen Punkte 
fj aus in stetig zusammenhängender Weise nach einem unendlich fernen 
« Punkt r, hinläuft Denn die Function T^ {z) ist längs Z, mit alleiniger 
Ausnahme des Punktes c^ stetig; und hieraus folgt, dass die neue Curve 
A ebenfalls, mit alleiniger Ausnahme ihres Endpunktes f,, eine stetige ist. 
Markirt man nun auf der Z-Ebene irgend einen Punkt K, atisserhälb der 
Curve A, so ist man sicher, dass T {z) längs l niemals => K, wird, dass 
mithin die Function 

r^W-K, d.i. 0,(z) 

längs l keinen Nullpunkt besitzt. Analoges gilt för 0i(z). 
Man construire jetzt das Bereich ß der Linie l. Da sämmtliche 
Nullpunkte von <t>i(is) und 02 (^) ausserhalb l liegen, so werden die- 
selben, falls man das Bereich £ hinreichend klein macht, auch ausseiv 
halb £ sich befinden. Demgemäss wird also der Quotient 






eine auf S reguläre Function sein, welche daselbst nur einen Pol, 
nämlich 0^ und nur einen Nullpunkt, nämlich O2, hat Und zwar 
ist sowohl der Pol wie auch der Nullpunkt von elementarer Natur, 
d. i. erster Ordnung. 

Demgemäss wird [vgl. den Satz (F.) pg. 231] das Integral 



•o-f 






bei passender Einschränkung seiner Integrationscurve, eine Function 
von IS vorstellen, die folgende Eigenschaften hat: 
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f*(0) ist auf S, abgesehen von der Linie l selber, eindeutig 
und stetig, und besitzt längs l die constante Differenz 2jei. Ferner 
hesitzif*(e) in den Bereichen U(q, 0), U(Cg, 0) oder Ä(yi, g), Ä(y2> 5) 
der Punkte Cj, Cj respective die Werthe: 
(a.) /•*(^) = — log {i — y,) + (eind. stet Funct. von f), 

(ß.) f*{z) = + log (f — y,) + (eind. stet. Funct. von g). 

Bemerkung. — Dieses etwas complicirte Verfahren zur Bildung von 
/*(«) kann darch ein einfacheres ersetzt werden, falls die Punkte c^, c^ 
weder Windnngspunkte noch auch unendlich ferne Punkte sind, und falls 
Gleiches auch gilt von jedwedem Punkt der von Cj nach c, laufenden 
Linie L Alsdann nämlich kann man für <t>i , 02 * ^ ^^^ Functionen nehmen 

0,=.-^-, 0,=- ^— , v = -^_--5«. 

' Z — Ci * Z — C, Z — Cj 

Denn diese Function M^ wird in der That eine auf 2 reguläre Function sein, 
und daselbst nur den einen Pol c^ und nur den einen Nullpunkt c^ haben. 
Auch wird jeder derselben elementarer Natur sein. Demgemäss kann man 
also in dem genannten speciellen Fall für f*{z) das Integral nehmen: 

falls man nur wiederum die Beweglichkeit der Integrationscurve in ge- 
eigneter Weise beschränkt. 

Diese Function f*{0) bildet die Grundlage, von welcher aus wir 
jetzt das Riemann'sche Theorem [pg. 239] in Anwendung bringen. 
Zufolge dieses Theorems muss nämlich eine Function f{si) existiren, 
die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f{is) soll auf SR, abgesehen von den Curven { und a^, b^, 
eindeutig und stetig sein. 

II. f(z) soll in l in solcher Weise unstetig sein, dass die Dif- 
ferenz f(js) — f*{si) im Bereich S stetig bleibt. Ferner soll f{z) in 
den Curven a^, K constante DiflFerenzen haben, deren reelle Theile 
wrgesckriä)€ne Werthe besitzen. 

Man kann nun den Bedingungen IL, durch Rücksichtnahme auf 
die Beschaffenheit der Function f*{z) [vgl. («.), ()5.)], eine etwas 
andere Form geben, und demgemäss sich so ausdrücken: 

Es exisürt stets eine Function f{/), die folgenden Bedingungen 
entspricM: 

I. f{z) soll auf SR, abgesehen von den Curven Z, a^, 6x, eindeutig 
und stetig sein, 

IL f(/) soll in den Bereichen U(ci,;sf), Vi (0^,0) oder 81 (^i, 5), 
^(72 7 £) ^ Punkte c^, c^ respective die Werthe besitzen: 



Digitized by 



Google 



268 Zehntes Capitel. 

f(js^ = — log (f — yj + (eind. stet Funot von J;), 
f{z) = + log (g — y^ + (eind. stet. Punct. von g). 

Femer soll f{z) in der von c^ nach c^ laufenden Linie l die Differenz 
2ni haben. Und schliesslich soll f{z) in den Curven a^, 6« constante 
Differenzen haben ^ deren reelle Theile vorgeschriebene Werlhe besitzen. 
Zusatz. — Auch ist die Function f{z) durch die Bedingungen L, 
II. vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Denn exi- 
stirten zwei diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(z) und 
f'(z)y so würde 

auf Ül, abgesehen von den Curven ax, bx, eindeutig und stetig, in 
diesen Curven aber mit rein imaginären constanten Differenzen be- 
haftet, also [nach Satz (3.) pg. 236] eine Constante sein. — Q, e d. 

Diese durch die Bedingungen L, IT. charakterisirte Function 
f{z) ist aber nach (65.) p. 227 nichts Anderes als ein elementares 
Integral dritter Gattung*) T\c,c^{z)'^ so dass man also sagen kann: 

Für die gegebene Fläche 91 existirt stets ein, und, abgesehen von 
einer additiven Constanten, nur ein einziges elementares Integral 
(1-) dritter Gattung T\c^c^{z)y dessen Unstetigheitspunhte q und Cg vorge- 
schriebene Lagen, und dessen constante Differenzen in den Curven 
ax, bx vorgeschriebene reelle Theile besitzen. 

Von hier aus kann man nun Schritt für Schritt dieselben 
üeberlegungen anstellen, wie früher [pg. 256] bei den Integralen 
zweiter Gattung, also z. B. bemerken^ dass das Aggregat 

(2-) T\c,o^{ß) + K,i^,{z) + K,v,,{z) . . . + K,w^p{z), 

ebenso wie T\e,c^{z) selber, ein .elementares Integral dritter Gattung 
repräsentirt. Man gelangt in solcher Weise zu folgenden Sätzen: 

Unter den unendlich vielen mit denselben Unstetigkeitspunkten 
Ci, c^ behafteten elementaren Integralen dritter Gattung existirt eines ^ 
welches in den Curven ax gar keine Differenzen hat, welches also auf 
JR, abgesefien von den Curven l und bx, überall eindeutig und stetig ist. 
Dieses besondere Integral mag mit 

(3.) ^c^c^i^) 

bezeichnet und das Normalintegral dritter Gattung genxmnt werden, 
/'4.) Dieses Normalintegral '^c,c^{z) ist durch Angabe seiner UnsteUg- 

keitspiinkte c^, c^ vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante, 



*) Vergl. die Note pg. 241. 
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Jedtvedes elementare Integral dritter Gattung TTccW ^^^ i^ ^i^ 
Form versetzt werden: 
(5.) nc.cW = sy,.,,(^)+TF(^), 

WO W{i) ein Integral erster Gattung vorstellt, oder auch in folgende 
Form: 

(6.) a.e.W = ffccW + iEo + ^ly^ii^) ••■ + J^W,(;^), 

WO die Yr{z) die Normalintegrale erster Gattung und die K's constante 
Coeffidenten vorstellen. 

§ 12. 

Heber die den elementaren Integralen dritter Gattung zugehörigen 
Constanten Differenzen« 

Wir wollen die constanten Differenzen A^**^, B^*>, mit denen das 
Integral 

(7.) n = n(«) = n....(«) 

in den Curven a^, by, (x = 1, 2, . . . jp) behaftet ist, näher unter- 
snchen, indem wir uns dabei der Normalintegrale erster Gattung 
Wa(j?), (tf = 1, 2, . . .jp), als eines zweckmässigen Instrumentes be- 
dienen. 

Bezeichnet man das Bereich der von c^ nach c^ laufenden Linie 
l mit 2, und das nach Absonderung dieses Bereichs noch übrig 
bleibende Stück der Fläche 9la6 mit ©: 

80 sind n(js) und Wa(^) auf © überall eindeutig und stetig. Hieraus 
folgt [Satz (4.) pg. 196]: 
(8.) /^ndw, = 0, 

die Integration positiv erstreckt über den Band von @. Will man 
aber © positiv umlaufen, so hat man erstens den Rand von 9?« 6 
positiv, und sodann den Rand von S negativ zu durchwandern. 
Demgemäss kann die Formel (8.) auch so geschrieben werden: 

(9.) /^^nrfw„-/^ndw„ = o, 

wo die Indices Sfta» und S die den betreffenden Flächen entsprechen- 
den positiven Randintegrationen andeuten. Diese Formel (9.), welche, 
weil TTdWo = d(TTw<,) — WorfTT ist, auch so geschrieben werden kann: 



\, 



(10.) f^mWa+fwadU^O, 
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wird gültig bleiben bei beliebiger VerJdeinerung des Bereiches S. Man 
kann also z. 6. S zusammenschrumpfen lassen auf die Bereiche U^, 
Uj der Punkte c^ , c^ und das zwischen U^ und U^ liegende Segment 
der Curve l. Hat man aber S in dieser Weise reducirt, so nimmt 
das zweite Integral der Formel (10.) die Gestalt^ an : 

wie solches sich unmittelbar ergiebt^ falls man nur beachtet^ dass 
TT längs l eine constante Differenz (= 2jci) hat, dass mithin das 
Differential dTT zu beiden Ufern von l einerlei Werthe besitzt Nun 
ist aber Wa auf ^ab, mithin z. B. auch in der Linie { stetig, also 
Wcr(A) — Wa(p) = 0. Demgemäss folgt: 

/^w.dn = /^ w.dn + /^w.dfn; 

so dass also die Formel (10.) übergeht in: 

(11.) J'm,!^^''' +/u^^'''^" +/^w„dn = 0. 

Bezeichnet man jetzt irgend einen« der beiden Punkte q, c^ mit 
Cjy und sein Bereich mit Vij(cj,is) oder %(yjyt), so ist innerhalb 
dieses Bereiches: 

n = (-iyioga-y,) + oa), 

wo 0(S) eine eindeutige und stetige Function vorstellt Hieraus folgt: 

dT\ = ^-=^^ + dOa), 

also, falls man mit Wa multiplicirt^ und über den Rand von IXj 
oder %j integrirt: 

Nach bekannten Sätzen [(16.) pg. 23 und (10.) pg. 21] ist aber das 
letjste Integral = 0, und das vorletzte = 2«* w^Cyy], d. i. = 2«» Wa(c/), 
falls man nämlich unter Wa[yy] oder Wa(c/) den Werth der Function 
Wc in Yj respective in Cj versteht Somit folgt: 

(f.) / Wff dn = (— ly . 2 Ät y^a{Cj) , wo j = 1 , 2. 

Dies in (11.) substituirt, erhält man: 
( 1 2.) /^ n d^o == 2 sr i [wa (ci) — Wa 0^] . 



\b 
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Das Integral linker Hand hat aber [zufolge des Hülfssatzes (y,)- 
pg. 249] den Werth: 

WO A^*), B^*^ und aaxy ^ax die constanten DifiFerenzen von TT und w^ 
in den Curven a«, bx vorstellen. Substituirt man diesen Werth in 
(12.), und berücksichtigt man dabei zugleich die eigenthümlichen 
Werthe [(19.) pg. 246] der Constanten aax, so erhält man: 

(13.) C^\^''^bax) - B(<')«i = 2lti[^a{c,) - Wa(c,)], 

WO 6 eine der Zahlen 1, 2, 3, . . .p vorstellt. Demgemäss gelangt 
man zu folgendem Satz: 
Bezeichnet 

(14.) ne.c(^) 

ein beliebiges elementares Integral dritter Gattung mit den Unend- 
lichkeitspunkten c^ und c^y so werden die constanten D-ifferenzen fiS^\ 
B^*), mit denen dieses Integral in den Curven ax, 6x (x = 1, 2, . . .p) 
behaßet ist, jedereeit folgenden Relationen entsprechen: 

(15.) A<i)6ia + AWftac . . . + A(^)6pa - B^^^^i =- 2iti[wa{c,) — Wa{c,)\, 

<y = l,2,...i>. 
Dabei bezeichnen die b's die den Normalintegralen erster Gattung Wj, 
Wg, . . . Wp mgehörigen Constanten [(19. pg. 246)]. 

Nimmt man insbesondere statt des Integrals (14.) das betref- 
fende JVbrmaHntegral ^c,c^(ji), so sind die A's sämmtlich = [vgl. 
pg. 268]; so dass die Relationen alsdann übergehen in: 

- B(-) = 2[wa(c0 - w.(0], 6 = 1,2, ...p. 
Vertauscht man hier den Buchstaben 6 mit x, so gelangt man zu 
folgendem Zusatz: 

Das den Unendlichkeitspunhten c^, c^ entsprecJiende Normal- 
integral dritter Gattung 
(16.) ®^c,c(^) 

besitzt in den Curven ax, bx (x = 1, 2, . . . p) folgende Differenzen: 

^^. längs axi '^o.c^W — ^^e^io) = 0, 

längs bxi ^c,cX^) — ^c.cSo) = 2[^x{(^) — Wx(Ci)]. 

Diese Differenzen drücken sich also in einfacher Weise mittelst der- 
jenigen Werthe aus, welche die Normalintegrale erster Gattung w^, 
Wg, ... Wp in jenen Punkten c^ und c^ besitzen. 
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§ 13. 

Bemerkungen über die Integrale erster Gattung. 

Jedwedes Integral erster Gattung W{z) ist auf der Fläche ^t, 
eindeutig und stetig. Folglich wird 

nicht nur dieselben Eigenschaften haben, sondern überdies auch 
eine Function sein, die auf 91^6 nirgends verschwindet. Denn zum 
Verschwinden von ri{ß) würde ein Unendlich werden von W{b) er- 
forderlich sein; was der Natur von W{z) widerspricht. 

Bezeichnet man ferner irgend zwei am linken und rechten Ufer 
von ax einander gegenüberliegende Punkte mit X und q^ so ist 

^(A) = 6^^^) und i^(<,) = e^(^), 
folglich: 

falls nämlich A^^^ die constante Differenz der Function W{ss) in der 
Curve ax vorstellt. 

Analoges gilt für hx\ so dass man also zu folgendem Satz ge- 
langt: Ist W{z) irgend ein Integral erster Gattung, so wird die Function 

(1.) l,(;?) = eW^(*) 

auf SRaft eindeutig, stetig und nichtver schwindend sein, also den 
Charakter der Functionen E{ß) besitzen, Ueberdies wird ri(g) in den 
Curven a^, bx mit constanten Quotienten behaftet sein, nämlich 
den Formein entsprecheti: 

längs b.:^£^ = eB^'\ 

wo -4^*), JS<*> die constanten Differenzen von W{z) in den Curven 
ax, bx vorstellen. 

Nach (22.) pg. 247 ist jedwedes Integral erster Gattung W{z) 
in der Form darstellbar: 

W{z) = K, + K,^,iz) + K,w,(z) . . . + K,w,izy, 
so dass man also [vgl. (19.) pg. 246] für Ä<^\ JB^*) die Werthe erhält: 

^(x) =s K^aix + £^2^x . . . + S^pdpx = KxJci, 

BW = K, hx + K^hx . . . + K^bpx^ 
Demgemäss kann man den Satz (1.), (2.) auch so aussprechen: 



(2.) 
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Sind Kq, K^, K2, .. . Kp helidnge Constanten, so wird die Function 

(3.) ^(^^)_/o + A>»W + ^,w.(^). . + Jj;w^(2r) 

auf SRoA eindeutig, stetig und nichtver schwindend, überdies eiber 
in den Curven a«, b^ (x= 1,2, , . .p) mit folgenden constanten Quo- 
tienten behaftet sein: 

,.. 71 (X) K^ni 

(4.) ^^^«x:|(^) = e , 

längs K: ^-W _ ,A^.^.+ A',^....+ V... 

§. 14. 

Bemerktingen über die Integrale dritter Gattung. 

Vergegenwärtigt man sich [pg. 226 und 268] die Eigenschaf- 
ten des Integrals dritter Gattung Tlc^c^z), so erkennt man sofort^ 
dass die Function 

auf der Fläche ^ab^ mit Ausnahme der Punkte c^y c^, eindeutig, ste- 
tig und nichtverschunndend ist. Im Bereich Vi{cjyg) oder Ä(yy, 5) des 
Punktes c^ ist: 

Hcc W = (- \y log (S - y,) + OjiX), 
WO Oj(X) eine eindeutige und stetige Function vorstellt. Hieraus folgt 
mit Bezug auf dasselbe Bereich: 

wo iy(5) = e ^^ eine Function repräsentirt, die eindeutig, stetig und 
nictitverschwindend ist Setzt man j successive = 1,2, so erhält 
man für c^: 

<i'(^) = (S-y.)-'^,(0, 

und für c«: 

woraus folgt; dass ^{ß) in c^ einen elementaren Pol, andererseits in 
c^ einen elementaren Nullpunkt hat. 

Was die Werthe von ^{z) in den Curven a^, bx betriflft, so 
findet man sofort: 

^^s a,: J|^^ = e^^"\ 

längs b,: ^ = c» , 

wo A<*), B^*) die constanten Differenzen von ITccC^) in diesen Curven 
vorstellen. 

KeumftDn, Aborsche Integrale. 2. Anfl. 18 
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Vertauscht man schliesslich die Function TTc,c.(^) mit der spe- 
cielleren Function O'cc.W; und beachtet^ dass in diesem Fall 

AW = und BW = 2[w,(ct) - Wx(c,)] 
wird [vgl. (17.) pg. 271], so gelangt man, falls man die Buchstaben 
a, ß iiXr Cij Cg substituirt, zu 'folgendem Satz: 
Die Ftmction 
(5.) <p(,) = 6^<'/^> 

ist auf der Fläche 9la6 regulär, und besiM daselbst nur einen Pol 
und nur einen Nullpunkt, Ersterer liegt in a, letzterer in ß] und 
beide sind elementarer Natur d. i, erster Ordnung. Fenwr ist die 
Function in den Curven öx, 6x mit folgenden constanten Quotien- 
ten behaftet: 

^ngs a,: 0j^) = l, 

längs b.:l<^^e'^-^^^^--^^^^\ 

Sind mithin a^^ a^, , . . ag und ß^y ß'i, - • • ßq beliebig gegebene 
Punkte, so wird die Function 

ebenfalls auf SRaA regulär sein, und daselbst im Ganzen g elementare 
Pole: a^f a2y . . . ccq und ebenso viele elementare Nullpunkte: ßi, ß^y 
. , . ßq besitzen. Genau dasselbe gilt daher nach (3.) z. B. auch von 
der Function: 

WO die N Constanten sein sollen. Ueberdies ist diese Function ^(jer), 
wie aus (6.) und (4.) sich ergiebt^ in den Curven a^, 6x mit folgen- 
den Quotienten behaftet: 

längs a^: y^ = e '^ , 

die Summation im Exponenten ausgedehnt über j = 1, 2, ... (j'- 

Demgemäss wird ^{z) nicht nur auf SRa^, sondern auch «w/* SR 
selber regulär sein, sobald man die Exponenten der beiden letzten 
Formeln in gerade Vielfache von 7ii verwandelt. Dies aber kann 
dadurch erreicht werden, dass man unter den Ny, ganze Zahlen ver- 
steht und überdies den letzten Exponent ^=^2My,ni setzt, wo die 
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Mx ebenfalls ganze Zahlen sein sollen. Man gelangt daher zu fol- 
gendem Satz: 

Sind auf der Fläche 9t irgend zwei von einander verschiedene 
PunJctsysteme a^y a^, , . . a^ und ßi^ß^, - » - ßq niarkirt, die den p Be- 
dingungen Genüge leisten: 

0) if K(A) ~ wx(«i)] = M,ni + Nih, + N.h, . . . + iV^fc^x, 

x= 1,2,...;}, 

ti'o die My N heliehige ganze Zahlen vorstellen; — so eocistirt stets eine 
auf^ reguläre Function q^^ Ordnung Y(^), deren Pole in a^, a^, . . . a^, 
und deren Nullpunkte 4n ß^, ß^y . . , ßg gelegen sind. Und zwar lässt 
sich diese Function V(/) folgendermassen darstellen: 

WO unter den N AendieseTben Zahlen y une in (7.), zu verstellen sind. 
Sind A und B beliebig gegebene Gonstanten, und setzt man: 

so wird offenbar Q(z)y ebenso wie ^{z)j eine reguläre Function 
q^ Ordnung sein. Diese neue Function Q(z) hat in «j, a^, . . . «,, 
wo V(z) == oo ist, den Werth A, und in jS^ , jS^, . . . ßqy wo V(z) = 
ist, den Werth B. Somit ergiebt sich folgender Zusatz: 

Sind auf JR irgend zivei von einander verschiedene Punkt- 
systeme «j, «2, . . . cfg und ßiy ß2y • - ' ßq mürkirty die den Bedingungen 
entsprechen: 

W 2;'K(ft.) - W,(«^)] = MrTti + 2s\h,r + N,b2r. +... + Nph,, . 

x = l,2, ...j), 

wo die My N heliehige ganze Zahlen vorstellen, und sind überdies irgend 
zwei Constanten A, B gegeben, so existirt stets eine auf 9? reguläre 
Function g*®' Ordnung, welche in a^, cl^, . . . Uq den vorgeschriebenen 
Werth A, andererseits in ß^, ß^y . . . ßq den vorgeschriebenen Werth B 
annimmt. 

§ 15. 

Darstellung der auf 9i regulären Functionen mittelst der 
Integrale dritter Gattung. Abel'sches Theorem. 

Es sei f{z) irgend eine auf SR reguläre Function $**' Ordnung 
mit den Polen a^, a^, , . . Uq und den Nullpunkten /3,, ß^, ... ßq. 
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Femer mögen innerhalb 91^6 Q einander nicht schneidende Linien 
hf h* ' ' ' h gezogen sein, der Art, dass Ij von «/ nach ßj geht. Als- 
dann ist [Satz pg. 230] die durch die Formel 

definirte Function F{0), bei geeigneter Einschränkung der Integra- 
tionscurve, auf 91 eindeutig und stetig^ mit Ausnahme der Linien Ij 
und «x, hx. Zugleich besitzt diese Function F(fi) im Bereich eines 
jeden der Punkte o,-, ßj Werthe von der Form 
(2.) F{z) = + log (g — y) + (eind. stet JFunct. von S), 

wo von den beiden Zeichen + das obere oder untere gilt, jenach- 
dem der Punkt zu den o,- oder ßj gehört. Ferner besitzt dieselbe 
in den Curven Z/, «x, 6x folgende Differenzen: 
(3.) längs Iji F(X) - F(q) = + 2m, 

(4.) längs a«: F{a) - F(q) 2jfiN,, 

(5.) längs K: F(X) ~ F{q) = + 2«iM„ 

wo die M, N (nicht näher bekannte) ganze Zahlen vorstellen. 

Ganz analoge Eigenschaften besitzt aber, wie man leicht über- 
sieht, auch die Function: 

(la.) <t>W ='n^^.(^) - 2[i^,w,(^) + N,w,(0) . . . + N,w,(z)y, 

wo die N^s die in (4) angegebenen ganzen Zahlen vorstellen sollen. 
In der That ist <t>(/), ebenso wie F^^), auf der Fläche 9i„ft, mit 
Ausnahme der Curven Ij, «x, 6x; eindeutig und stetig. Auch ent- 
spricht 0(;ßf) den Formeln (2.), (3.), (4.), während an Stelle von 
(5.) die Formel eintritt: 

(5a.) längs 6x: <t)(A) - Hq) = 2 V[wx(ft) - Wx(«;)] 

- 2 [N,h, + N,hx . . . + i\;vi ; 

wie solches sich leicht ergiebt m}t Rücksicht auf (17.) pg. 271. 
Demgemäss ist also die Function 

F(0)-(i>(z) 
auf 9i, abgesehen von den Curven 6x, allenthalben eindeutig und ste- 
tig, und in diesen Curven mit constanten Differenzen behaftet. Hier- 
aus folgt [Satz (2.) pg. 236], dass diese Function eine Constante 
ist, mithin ihre Differenzen in den Curven hy. gleich Null sind. Man 
erhält also die Formeln: 
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(6.) F{z) — <i>(z) = Const. 

und: 

(7.) 2y[w,(ßj) - w,(a,.)J - 2 [N,h, + N^h. . . . + -AT^ W - 23I,jci = 0, 

X == 1, 2, . . .jp. 
Die Formel (6.) kanu man mit Rücksicht auf (1.) auch so schreiben: 

log M_0(^) = Const, 
oder auch so: 
(8.) az)=^Ke'^^'\ 

wo K eine Constante vorstellt. 

Die Formeln (7.) und (8.) führen nun, falls man für 0(j?) seine 
eigentliche Bedeutung (la.) substituirt^ zu folgendem Resultat: 

Ist f{z) eilte auf 81 reguläre Function g*®' Ordnung, so werden 
die Pole «1, Og, . . . a^ und Nullpunkte j3j, ft, . . . /Jg derselben stets fol- 
genden Formeln entsprechen: 

(9.) ^[wx(/3/) — Wx(a>)] = itfxÄ* + -2^1 6ix + Nih^ • . . + iV^ft^^ , 

x = 1,2, ...2), 
fi7o rf/c Mf N ganze Zahlen vorstellen. 

Auch wird diese Function f(0) stets darstellbar sein in folgender Form: 

(UX) f^^^^Ke^''^u^^^'^+°^^^'^^^^^ 

wo die N dieselben ZaMen sind wie in (9.), UKihrend K eineti constan- 
ten Factor vorstellt 

Der Satz (9.) kann noch ein wenig verallgemeinert werden. 
Sind nämlich a^y a^j . . . a, und /)^, ß^, ... ß^ irgend zwei Niveau- 
Punktsysteme einer auf 91 regulären Function g*** Ordnung F(z), so 
kann [vgl. pg. 261] sofort eine andere auf 91 reguläre Function f(0) 
gebildet werden, für welche a^, a^, ... «^ die Pole, und ft, ft, . . . /3, 
die Nullpunkte sind. Demgemäss werden wir also jenen Satz (9.) 
auch so aussprechen können: 

Theorem. — Versteht man unter a^, a^? • • • «« w*^d A; A? • • • Ä 
irgend zwei Niveaupunktsysteme einer auf 91 regulären Function 5*" 
Ordnung^ so finden zwischen a^^ «2? • • - ^9 ^^^ ßi7 /^2' • * • ßq ^^^ 
folgende p Bdationen statt: 

< ^^0 ^r^^x(A) - yfx{€Cj)] = Myxi + Nibu + iYaftjx . . . + Npbp^, 

x = 1,2, ...p, 
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ivo die M, N {nicht nälier bekannte) ganze ZaJilen rorstelkn, während 
die Vs die früher (19.) pg. 246 definirten Constantefi vorstellen. 

Und umgekehrt: — Denkt man sich auf^ irgend zwei voji ein- 
ander verschiedene Punktsysteme a^, a^, ... «^ und ^i, ft, . . . /J^ 
markirt, die in Verbindung mit irgend welchen ganzen Zahlen 3f, N 
(B.) den p Relationen (A.) entsprechen, so wird stets eine auf 91 reguläre 
Function q^' Ordnung existiren, für welche a^, a^, , , , a^ und ß^yß^y-ßq 
zwei Systeme von Niveaupunkten sind. Dieses umgekehrte Theorem 
ist nämlich bereits früher bewiesen worden, vgl. (9.) pg. 275, 

Uebrigens repräseutirt die Formel (A.) das AbePscJie TJu^oretn, 
so weit dasselbe die Integrale erster Gattung, nämlich die w(jef), 
betrifft. Wir werden im folgenden Capitel dieses Abersche Theorem 
auf anderefn Wege begründen und zugleich in allgemeinerer Gestalt 
darlegen. 

§ 16. 

Ueber die den Normalintegralen erster Gattung zugehörige 
Determinante A. 

Versteht man unter f(z) eine auf 91 reguläre Function jp^®' Ord- 
nung, und setzt man 

so ergeben sich auf 9i für jedwedes iS im Ganzen |> dieser Gleichung 
entsprechende Punkte j^^, je?,, . . • Zpj welche zu bezeichnen sind als 
die p elementaren Wurzeln der Gleichung f{z) = S, oder einfacher 
als ein Niveaupunktsystem der gegebenen Function f{z). Sind nun 
^1 + ^^1? ^2 + ^^2> . . • ^/i + ^^p diejenigen Lagen, welche diese 
Niveaupunkte annehmen , sobald man S in S + dS übergehen lässt, 
so finden zufolge des vorhergehenden Theorems die Formeln statt: 
j^p 
^[yfaißij + dZj) — yfoißj)] = Moni + Nibia + iVstacr... + Npbpoy 

(^ = 1,2, ...i). 

Da die linken Seiten dieser Formeln unendlich klein sind, so werden 
die rechts stehenden ganzen Zahlen Jf, N [zufolge des Satzes IV. 
pg. 248] sämmtlich = sein. Demgemäss erhält man: 

^\yfaiZj + dz,) — wa(^/)] = 0, <y = 1, 2, . . . i>, 

oder, was dasselbe ist: 

j=p dw„{z.) 

2 -iT-'^'J = ^> (^=1,2,...;. 
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Aus dieseu p linearen Gleichungen folgt aber sofort; dass die zu- 
gehörige Determinante*) 



Det. 



dZj 



= ist. Man gelangt in solcher Weise also zu dem Satz^ dass 
diese Determinante für jedwedes Niveauptmktsystem fs^, z^^ , , . ^p einer 
auf SR regulären Function p*^ Ordnung verschwindet. 

Die Art und Weise, wie wir hier zu diesem Satz gelangt sind, 
ist indessen wenig stringent, und der Satz selber auch nicht einmal 
richtig. In der That kann man leicht Fälle angeben, in denen die 
Determinante für ein solches Niveaupunktsystem einen unendlichen 
oder wenigstens unbestimmten Werth annimmt. Ist z. 6. einer von 
jenen Niveaupunkten ein Windungspunkt der Fläche 91, so werden- 
die diesem Punkt entsprechenden p Elemente der Determinante im 
Allgemeinen unendlich gross sein. 

Trotzdem enthält die angestellte Betrachtung einen gewissen 
Kern von Wahrheit. Und es handelt sich darum, diesen Kern in 
deutlicher und strenger Form zu Tage zu fördern; wozu allerdings 
einige Mühe erforderlich ist. 

Markirt man auf 9t irgend einen Punkt c, und bezeichnet das 
Bereich desselben mit U (c, is) oder Ä (y, 5), so ist bekanntlich Wa(0) 
auf U; mithin auch auf ?l eindeutig und stetig; — es sei denn, 
dass c gerade auf einer der Curven «x, ix (x = 1,2, . . .p) gelegen 
ist. In diesem besondern Fall ei leidet nämlich jene Eindeutigkeit 
and Stetigkeit insofern eine Ausnahme, als Wa(^) auf tt, mithin 
auch auf Sl «längs jener Curve mit einer constanten Differenz be- 
haftet ist. Diese constante Dijfferenz verschwindet aber, falls man 
nach z oder g differenzirt. Und demgemäss erkennt man [auf Grund 

dWg{z) 
des Satzes (15.) pg. 23], dass der Differentialquotient — jl - auf 

der Fläche K ausnahmslos eindeutig und stetig ist; was angedeutet 
werden mag durch die Formel: 

(l.) — ,- = (eindeut. stet. Funct. von g) . 

Bezeichnet man also z. B. den Werth dieser Function (1.) im Punkte 
y oder (was dasselbe ist) im Punkte c mit 



*) Unter dem Zeichen : Det. 1 ^-^ I soll die Determinante derjenigen p^ Ele- 
mente verstanden werden, welche aus A^^^ sich ergeben, wenn man jedem der 
beiden Indices <f, j der Keihe nach die Werthe 1, 2, ... p zuertheilt. 
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(2.) w„(c) 

SO wird die so defiuirte Grösse w^ {c) anter allen Umständen eine 

endliche sein. 

Will man diesen Werth w^(c) wirklich bilden, so hat man zu be- 
achten, dass zwischen z und ^ [vgl. pg. 96J entweder die Relation statt- 
findet: 



(«•) 



m 



woraas folgt: i- =- — (z — c)' 
° dz m ^ ' 



oder aber die Relation: 
1 



'-'-(t-i)'— '«'«'■ff-^a-iy 




wo m die Anzahl der im Punkte c mit einander zusammenhängenden 
Blätter der Fläche 9% vorstellt. Demgemäss erhält man im ersten Fall: 

1 






dt dz 

andererseits im zweiten Fall: 



dyrAz) i- 

"^ f/l(-? — c) 






(«.) 



Will man jetzt endlich den Werth w^(c) bilden, so hat man in den Aus- 
drücken (y.) und iß.) das dortige z übergehen zu lassen in c. Dabei mag 
die Formel (y.) für alle endlichen Punkte c benutzt, hingegen die Anwen- 
dung von iß.) auf den Fall c => oo beschränkt werden. Solches festgesetzt, 
wird cUsdann w^(c) für solcJie Punkte c, die weder Windungspunkte sind, 
noch auch bei z ^=^ oo liegen, stets die Bedeutung haben: 



\ 



w^Cc) 



/dw^\ 
\ dz A=c 



Denkt man sich auf 9t irgend welche p Punkte c^ , c, , 



. c„ mar- 



«.) 



kirt, so soll im Folgenden die diesen Punkten zugehörige Determinante 

Vi(Ci) Wi(c,) . . . Wi(cp 

kurzweg mit A (Cj , c, , . . 



w,(Ci) w,(c,) 



^«(^P 



w,(cp 



S) 



bezeichnet werden. 

Dies vorangeschickt; wollen wir uns jetzt, ebenso wie zu An- 
fang dieses Paragraphs, irgend eine auf 91 reguläre Function p^^^ 
Ordnung f{0) gegeben denken. Setzt man 
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(3.) m - s, 

* und betrachtet man dieses 8 als einen Punkt auf der einblättrigen 
S-Kugelflache, so entsprechen jedweder Lage des Punktes S im 
Ganzen p Punkte g^, ;?,, . . . ßp der Fläche 9t Und zwar sind die 
Lagen dieser p Punkte auf der Fläche 9i stetige Functionen derjenigen 
Lage, welche dem Punkte S auf jener einblättrigen iS- Kugelfläche 
zuertheilt wird [vgl. den Satz pg. 138]. 

Wir wollen jetzt dem Punkte S eine beliebige Anfangslage K 
zuertheilen^ und die zugehörigen Anfangslagen der Punkte z^y js^, 
. . . gp mit Ci, c^, . . . Cp bezeichnen; dabei aber voraussetzen y dass 
diese Punkte q, Cg, . . . Cp sämmtlich von einander verschieden seien. 
Alsdann können die Bereiche Uj; Uj, . . .Up der Punkte c^ c^, . . .Cp 
so klein gemacht werden^ dass zwischen ihnen keine Berührung oder 
Vermischung stattfindet. Sodann aber kann, weil die Lagen der 
Punkte Zif js^f . . . Zp stetige Functionen von der Lage des Punktes 
S sind, auf der einblättrigen 5-Kugelfläche um K (als Centrum) eine 
Kreisfläche (Sk von solcher Kleinheit beschrieben werden, dass 0^, 
02, ... ßp respective innerhalb Uj, Ug, . . . Uy bleiben, so lauge S 
innerhalb ®k bleibt Solches ausgeführt, und das Bereich Vij(cjj Zj) 
des Punktes Cj in seinem natürlichen Zustande mit %(yj, &•) bezeich- 
net gedacht, sind alsdann die Grössen ti} ti, - • • tpj so lange S 
innerhalb ®k bleibt, nicht nur stetige, sondern auch eindeutige Func- 
tionen von S. Und Gleiches gilt daher [Satz (15.) pg. 23] auch 
von den nach 8 genommenen Differentialquotienten dieser Functionen. 
Versteht man also unter j eine der Zahlen 1, 2, ... |), so ist 
(4.) ^ = (eindeut. stet. Funct. von 5), innerhalb ©ä^, 

und ebenso auch: 

(5.) ~ = (eindeut. stet. Funct. von 8), innerhalb ®k • 

Nun ist [nach (1.)] der Differentialquotient 

eine eindeutige und stetige Function von ijy während ^ seinerseits 
[zufolge (4.)] eine eindeutige und stetige Function von 8 ist. Somit 

folgt: 

dw (z) 
(6.) — JF^" '^ (eindöut. stet. Funct. von 8), innerhalb @k. 

Solches constatirt, verfolgen wir jetzt von Neuem den zu An- 
fang dieses Paragraphs angegebenen Weg. Giebt man dem Punkte 
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S innerhalb ©^ irgend zwei einander unendlich nahe Lagen S und 
S + dS, uod bezeichnet man die correspondirenden Lagen der Punkte 
^>> ^ *= 1? 2, . . . p) respective mit Zjy ^ und gj + d^j, & + flf&-; 
so ist [zufolge des Theorems pg. 277]: 

aO S^M^j + dzj) - M^j)] = ^<^ ^i + NAa + N.b^a . . . + N^bpay 

(^ = l,2,...p, 

wo die M^ N unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Denkt man sich 
nun die Curven a^, a^, . . . ap, 6^, ft^» • • . 6;i, was stets durch eine 
geringe Deformation derselben erreichbar ist, auf der Fläche 91 in 
solcher Weise verlaufend, dass die kleinen Flächenstücke UijU^,...!!/, 
von denselben frei sind, so wird die Differenz 

Wa(gj + d^j) - y9a{zj), 

weil Sj und 0j + djSj beide innerhalb U; liegen, unendlich klein sein; 
so dass also die linken Seiten der Formeln (7.) ebenfalls unetidlich 
Mein sind. Hieraus aber folgt [wie bereits zu Anfang dieses Para- 
graphs explicirt wurde], dass die Zahlen Jf , N sämmtlich = sind. 
Die in solcher Weise sich ergebenden Formeln: 

(8.) 'Jrw.fe + d0j)-Wam^O, <y - 1 , 2, . . . |), 

kann man aber, auf Grund der für dgj und d^j gegebenen Defini- 
tion, auch so schreiben: 

J=P dvrJz.) dz. 

(9-) :^-dr-äS-^' <r = l,2,...p, 

oder auch so: 

J=^p dwJz,) d^. - - 

(10.) 2^ ;^j«=o, .=i,2,...p. 

Sämmtliche in diesen p linearen Gleichungen (10.) vorhandenen 

Grössen: 

dyr,{zp di. . 

^'dY/- ^"^ di 

sind Functionen von S. Und zwar sind diese Functionen [vgl. (5.), 
(6.)] innerhalb @a eindeutig und stetig, also von solcher Beschaffen- 
heit, dass sie innerhalb ®k nur in einzelnen Punkten verschwinden 
können. Demgemäss folgt aus den Gleichungen (10.), dass die De- 
terminante 
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(11.) Det.ll'^l 

: ^f; 1 

in jedwedem Punkte S der Fläche ©^ verschwindet; — es sei denn^ 

dass ^-ö-, ^ . . • ^o in diesem Punkte sämmtlich = wären, was 

(wie schon bemerkt) nur für vereinzelte Lagen des Punktes S mög- 
lich ist. Vgl. die Erläuterung auf pg. 284. 

Die Determinante (11.) repräsentirt also eine Function von S, 
welche auf der Fläche ©^^ überall verschwindet, mit etwaiger Aus- 
nahme einzelner Punkte. Derartige Ausnahmepunkte sind aber un- 
möglich, weil die Determinante, ebenso wie die Grössen (6.), eine 
stetige Function von S ist. 

Ausnahmslos gilt also für jedweden Punkt S der Fläche ®k 
die Gleichung: 



(12.) Det. 






= 0. 



Es muss daher diese Gleichung z. B. auch dann in Kraft bleiben, 
wenn mau S in das Centnim K der Fläche ®k, mithin die Punkte 
Zjj J[, in die Lagen C;, yj hineinfallen lässt. In solcher Weise .er- 
giebt sich, mit Rücksicht auf die in (L),(2.) eingeführte Bezeichnungs- 
weise, die Formel: 
(13.) Det. |We,(Cy)| = 0, 

eine Formel, die man, unter Anwendung der in (g.) pg. 280 ein- 
geführten Abbreviatur, auch so schreiben kann: 
(13a.) A(6*^, c^, ... Cp)=0. 

Bei diesen Betrachtungen und Formeln (4.) — (13.) ist still- 
schweigend vorausgesetzt, dass K endlich sei. Ist aber K = oo 
[also an der tiefsten Stelle der S^-Kugelfläche gelegen], so kann man 
Schritt für Schritt genau dieselben Formeln und Betrachtungen wieder- 
holen, falls man nur überall ., statt S setzt. Man findet auf diese 

Weise, dass die Formel (13.) oder (13a.) ganz allgemein gilt, für 
jedwede Lage des Punktes jBC, falls nur die zugehörigen Punkte Cj, 
c.^j . . , Cp sämmtlich von einander verschieden sind [vgl. die auf 
pg. 281 gemachte Voraussetzung]. Aber auch diese Restriction ist 
überflüssig. Denn ist z. B. c^ identisch mit c^, so werden zwei 
Parallelreihen der Determinante (13.) unter einander identisch, mit- 
hin ihr Werth wiederum = sein. Man gelangt somit zu folgen- 
dem Resultat: 
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Erster Satz. — Versteht man unter f{z) irgend eine aufSi regu- 
läre Function p^^ Ordnung, so mrd für jedtvedes NiveaupunJctsystefn 
Ci, c^, . , , Cp dieser Function die Formel stattfinden: 
(14.) A(ci, c,, . ..cp) = 0. 

Dabei bezeichnet A(Ci, Cj, . . . Cp) die auf pg. 280 definirte Function. 

Dieser Satz gilt in voller Strenge. So z. B. kann ein Unbestimmt- 
werden der Determinante niemals eintreten, weil ihre einzelnen Ele- 
mente durchweg endlidh sind [vgl. (2.) pg. 280]. Aus diesem Satze 
ergiebt sich nun weiter folgender 

Zweiter Satz. — Denkt man sich auf 91 irgend zwei von ein- 
ander verschiedene Punktsysteme c, , Cjj, . . . Cp und d^, rf^, . . . dp 
marhirty die in Verbindung mit irgend welctien ganzen Zahlef% M, N 
den Formeln entsprechen: 

(15.) ^twafe) — Wa(rf;)J = Ma^i + N,b,o + N^ha . • • + Npbp„, 

6=l,2,...p, 
so werden die Determinanten 

(16.) A(Ci, Cjj, . . . Cp) und Aid^, d^, . . . dp) 

stets = sein. 

Beweis. — Entsprechen c^, c^, , , . Cp und d^, d^, ... dp den 
hier gemachten Voraussetzungen^ so existirt [zufolge des Theorems 
(B.) pg. 278] eine auf 91 reguläre Function p'®' Ordnung, für. welche 
Cj, Cg, . , . Cp imd rfi, (^, . . . dp zwei Systeme von Niveaupunkten 
sind. Demgemäss wird aber [zufolge (14.)] z. B. A(Ci, c^, . . . c^,) = 
sein. — Q, e. d. 

Nacliträgliohe Erlänterung. — Die in (11.) über die dortige Deter- 
minante angestellten Betrachtmigen stützen sich auf folgenden evidenten 
Satz: 

Sind p Gleichungen gegeben von der Form: 

A/^^Bi + A,<^) B, . . . + A/)B^, = 0, «= 1. 2, ... 1,, 

und ist überdies bekanhty dass sämmtliche A, B endliche Werihe Aaöai, 
80 wird die Determinante der A stets verschwiv^den; — es sei denn, dass 
die B's sämmtlich » wären. 
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Das Abel'sche Theorem. 

Speciell für die Integrale erster Gattung haben wir das AbeFsche 
Theorem bereits im vorhergehenden Capitel [pg. 278] kennen gelernt. 
Im gegenwärtigen Capitel soll eine andere Methode eingeschlagen 
werden, welche dieses Theorem nicht blos für die Integrale der 
ersten, sondern auch für die der zweiten und dritten Gattung auf- 
zustellen gestattet. 

§ 1. 

Das Abersohe Theorem für die Integrale erster Gattung. 

Es sei W = W{z) ein beliebiges Integral erster Gattung, also 
eine Function, die auf 9iab eindeutig und stetig , in den Curven a^, 
6^ (x = 1, 2, . . . jj) aber mit constanten Differenzen -4^*), B^''-^ be- 
haftet ist Ferner sei f=f{z) eine auf SU regtdäre Function, deren 
Pole und Nullpunkte promiscue mit Cj, c^, . . . c^, und deren zuge- 
hörige Ordnungszahlen mit ftj, ftg, ... ft^ bezeichnet sein mögen. 
Ueberdies mögen die Curven a^, 6x (x = 1, 2, . . . jj), was durch eine 
geringe Deformation derselben stets erreichbar ist, der Art gedacht 
werden, dass Iceiner der Punkte e^, c^, . . . Cg hart am Rande von 
SRflft liegt. Gleichzeitig mögen die Bereiche U^, U«, . . . Uj, so klein 
gedacht werden, dass dieselben vollständig innerhalb ^ab liegen. 

Bezeichnet man also das nach Absonderung dieser Bereiche 
Uj, Uj, . . . Uy noch übrig bleibende Stück der' Fläche 9iah mit ©: 



SO sind 



1 W 

Wy f und j , mithin auch -y 



auf © eindeutig und stetig. Hieraus folgt [Satz (4.) pg. 196] die 
Formel: 

f^fdf=o, d.i. /^innog/-=o, 
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die Integration positiv erstreckt über den Rand von ©. Will man 
aber diese Fläche © positiv umlaufen, so hat man den Rand von 
SRaft positiv, und hierauf die Ränder von Ui, Ug, . . . U^ negcUiv zn 
durchwandern. Demgemäss kann die vorstehende Formel auch so 
geschrieben werden: 

/ Wdlosf-''2f,Wdlogf=0, 

WO durch die Indices %u und Ux (wie gewöhnlich) die positiven 
Randintegrationen der betreffenden Flächen angedeutet sein sollen. 

Diese Formel (1.) enthält bereits das AheVsclie Theorem für ein 
Integral erster Grattung W{d), Es handelt sich nur noch um die 
weitere Entwicklung der Formel. 

Es sei c irgend einer der Punkte Cy^ Cg? • • • ^9* ^^ Bereich 
Vi{CyZ) oder ?l(y, 5) dieses Punktes c ist alsdann die gegebene, auf 
9t reguläre Function f darstellbar durch die Formel: 

wo {n die Ordnungszahl von f in c oder y vorstellt, während E eine 
eindeutige, stetige und nichtverschwindende Function bezeichnet 
Hieraus folgt sofort: 

dlogf^f^^^ + EdE, 

WO E == ,, die nämlichen Eigenschaften besitzt wie E selber. Somit 
ergiebt sich, falls man mit W multipiicirt und sodann über den 
Rand von U oder 31 integrirt: 

(«.) f^Wd]ogf^f^Wdlogf:=t.f^^^+f^WEdE. 

Da nun E und E, ebenso wie W, auf S eindeutig und stetig sind, 
so sind die Werthe der beiden letzten Integrale sofort angebbar. 
In der That wird nach bekannten Cauchy'schen Theoremen [pg. 21 
und 23] das leti3te Integral == und das vorletäe = 2niW\y\ 
=^ 2niW(c) sein, falls man nämlich unter W[y] und W{c) die- 
jenigen (einander gleichen) Wei-the versteht, welche W in den Punk- 
ten y und c besitzt. Man erhält daher: 

(^•) f^Wd\ogf=2xi.ttW(cy, 

so dass also die Formel (1.) die Gestalt annimmt: 
(2.) / Wd log f = 2«i [ii, W{c,) + II, W(c,) ... + (i, W(c,)]. 
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Das Integral linker Hand kann übrigens [vgl. die Betrachtungen 
auf pg. 248, 249] auch so geschrieben werden: 

(3.) 2^(^W f dlogf+ Bi'^^r d log f) , 

WO die A^*^j J?<*^ die constanteu Differenzen der Function TT in den 
Curven a», 6x vorstellen. Auch übersieht man leicht, dass die in 
diesem Ausdruck (3.) vorhandenen Integrale Werthe von folgender 
Form besitzen: 

(4.) / d\o^f=2it%W-\ f d\ogf=2xiN^'^\ 

wo die M^''\ N^''^ ganee Zahlen vorstellen. 
Srlänternng. — Es ist offenbar: 

(a.) / d\ogf=^\ogr -\ogf\ 

wo /" und f" die Werthe von f im Anfan^punkt und im Endpunkt der 
Carve a^ bezeichnen. In der Tbat unterliegt diese Formel (a.) keinem Be< 
denken. Denn die Pole und Nullpunkte q , c, , . . . c liegen nach imse- 

rer Voraussetzung nicht hart am Rande von 9t^^, so dass also f und -^ , 

mithin auch log f längs der Gurve a^ stetig sind. 

Nun liegen aber der Anfangs und Endpunkt der Curve a^ beide 

[vgl. die Figur pg. 248] an ein und derselben Stelle, nämlich beide im 

Knotenpunkt (a^, b^). Folglich ist /"" = /", und also log/"' — log /" 

a= 2niM^''\ wo M^*^^ eine unbekannte ganze Zahl voratellt. — ü. s. w. 

Auf Grund der Formeln (2.), (3.), (4.) gelangt man also zu 

folgendem Satz: 

Versteht man tmter f(js) eine auf^ reguläre Function^ und be- 
zeicfmet man die Pole und Nullpunkte derselben promiscue mit Cj, c^, 
. . . Cg, ferner ihre zugehörigen Ordnungszahlen mit if'u i^iy - - - ^g, so 
findet für jedwedes Integral erster Gattung W{z) die Formel statt: 

(5.) »». ^^M + Ih W(c,) ... + (i. Wie,) == "JlMC^ ^w + NC) BM], 

X=sl 

«70 die A^''\ B^*^^ die constanten Differenzen von W in den Curven 
€ty., &x (x = 1, 2, . . . j?) bezeichnen^ tvährend die MS''\ N^^-^ ganze Zah- 
len vorstellen. Und zwar sind die Werthe dieser ganzen Zahlen aus- 
druckbar durch die Formeln: 

die IntegraHonen stromabwärts hinerstreckt gedacht längs der Curven 
üx und bx^ 
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Bei der Ableitung dieses Sat^ses ist vorausgesetzt, die Curven a«, 
(7.) bx (x = 1, 2, . . .p) seien, was durch eine Meine Deformation derselben 
stets erreichbar ist, der Art beschaffen, dass keiner der Punkte c^, c^, 
. ..Cg hart am Bände von SRa^ liegt. 

Nimmt man an, die Fonction f{0) sei eine reguläre Function 
q^^ Ordnung, und bezeichnet man ihre elementaren Nullpunkte und 

GD OD 00 

Pole respeetive mit jet^, g^, , . . Zq und z^, z^, , . . Zq, so kann man 
offenbar die linke Seite der Formel (5.) auch so schreiben: 

2\w{zj)^ w{%)i 

Dabei ist noch Folgendes zu bemerken: Ist f{z) eine auf ?R regu- 
läre Function g^ Ordnung^ so ^It Gleiches auch von 

m - K, 

falls man nämlich unter K irgend welche Constante versteht. Dem- 
gemäss kann man den für f selber abgeleiteten Satz (5.), (6.), (7.) 
ebenso gut auch auf die Function f — K in Anwendung bringen. 
Alsdann aber gelangt man zu folgendem allgemeinem Satz: 

Es sei K eine willkürliche Constante. Femer sei f{z), mithin 
auch f{z) — K, eine auf%t reguläre Function g*®' Ordnung. Uetm-- 

OO 00 00 

dies seien z^, z^, ... Zq und z^, z^, ... Zq die elementaren Nullpunkte 
und Pole der Function f(z) — K. Alsdann gilt ßr jedwedes Integral 
erster Gattung W(z) die Formel: 

(8.) ^ [W(zj) — W(zj)] = ^ [M-U(-y + m^>B^% 

wo die A^'^^ B^''-^ die constanten Differenzen von W in den Ctirven 
öx, bx vorstellen; während die M^''^ N^''^ ganze Zahlen sind, die den 
Formeln entsprecJwn: 

(10.) Dabei sind die Curven a^, b^ der Art zu denken, dass keiner der 

CO 

Punkte Zj, Zj {j —1,2,...^) hart am Bande von ^ab liegt. 

Dieser Satz ist anwendbar auf jedweden Werth der Constan- 
ten K. Variirt man aber das K, so werden sich dabei von allen 
in (8.), (9.) enthaltenen Grossen nur die Punkte Zj und die Zahlen 
jjf(x)^ jf{x) ändern können. Denn die Zj sind die Pole von f{z)—K, 
also identisch mit den Polen von f{z) selber, und bleiben daher 
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völlig ungeändert, welche Werthe man der Constanten K auch zu- 
ertheilen mag. 

Van allen in (8.), (9.) enthaltenen Grössen können sich also, hei 
einer Variation von K, nur die Punkte iSj und die Zahlen M'^^ N^"^^ 
ändern. Und zwar wird die bei einer solchen Variation von K ein- 
tretende Verschiebung der Punkte Zj [d. i. der Nullpunkte von 
f(js) — K] eine stetige sein, zufolge des Satzes (8.) pg. 138; während 
andererseits die gleichzeitige Aenderung der Zahlen M^'*^ N^'^^ [weil 
dieselben gan^se Zahlen sind] immer nur eine sprungweise d. i. un- 
stetige sein kann. 

Nun sind aber [vgl. (10.)] die Curven a^, hx der Art beschaffen, 

OD 

dass keiner der Punkte Zj, Zj hart am Rande von 9ta& liegt. Dem- 
gemäss kann man dem K einen ^Zuwachs ^K von solcher Klein- 
heit geben, dass die daraus entspringenden Verschiebungen ^Zj der 
Nullpunkte Zj vollständig innerhalb 5Ra6 bleiben, während gleichzeitig 

OD 

die Pole Zj (als festliegende Punkte) ebenfalls innerhalb 9ta6 verharren. 
Bei Ausführung dieser Operation bleiben also die ünstetigkeitspunkte 

Zj und Zj der beiden Functionen 

m-K und jj^^ 

von den Curven öx, 6x stets durch irgend welche Zwischenräume ge- 
trennt. Demgemäss können sich die Werthe der Integrale (9.) während 
der genannten Operation nur in stetiger Weise ändern. Hieraus aber 
folgt, dass die durch diese Integrale dargestellten ganzen Zahlen 
jjf(x)^ 2f{n) iifigeändert bleiben. 

Um die Hauptsache zusammenzufassen: Gieht man der Constante 
K einen Zuwachs AK von hinreichender Kleinheit, so werden die 

Zj Meine Verschiebungen AZj erhalten, hingegen die Zj und die M^^\ 
N^^) ungeändert bleiben. Bildet man also die Formel (8.) einmal 
für K selber, das andere Mal für JST + AiC, und subtrahirt die 
beiden so entstehenden Gleichungen von einander, so erhält man: 

(11.) '2\w{Zj + AZj) - W{Zj)\ = 0. 

Die hier auftretenden Punkte Zj und Zj + A;?^ können kurzweg als 
zwei Niveauptinktsysteme der gegebenen Function f(z) bezeichnet 
werden. Setzt man also schliesslich d statt A, so gelangt man zu 
folgendem einfachen Satz: 

Neumann, AbeVfche Integrale. 2. Anfl. 19 
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Versteht man unter f{z) eine auf JR reguläre Function g*®' Ord- 
nung, und bezeichnet man irgend zwei einander unendlich nahe Niveau- 
pnnktsysteme dieser Function mit ^i, ^2, . . . ^^ und z^ + dz^, z^ + <^^s> 
. . . ^ry + dZqy so gilt für jedwedes Integral erster Gattung W{z)die Formel: 

(12.) ^'l W(zj + dzj) — W{zj)] = ; 

oder, einfacher geschrieben, die Formel: 

(13.) ^'dW(zj) = 0. 

Man hat sicfi hier die Grössen dZj geom^etrisch als kleine Ver- 
schiebungen, d. i. als kleine Wegelemente auf der Flädie 91 vor- 
zustellen. Und bei Ableitung des Satzes ist vorausgesetzt, dass all 
(14.) diese kleinen Wegelemente dzj innerhalb der Fläche SRa6 liegen, dass 
also keins derselben von einer der Curven «x, 6x (« = 1 , 2, . . . p) durdi- 
scJmitten werde, — eine Voraussetzung, deren Bealisirung jederzeit er- 
reichbar ist durch eine kleine Deformdtum jener Curven. 

Im Vorhergehenden ist unter W irgend ein der Fläche 91 zu- 
gehöriges AbeFsches Integral erster Gattung 

W = f<Pdz 

zu verstehen; so dass also (p = <p(z) eine auf 9i reguläre Function 
vorstellt. Insbesondere ist ferner unter W(z) die durch die Formel 

W(z) = f^dz [IStaö] 
'0 
definirte Function zu verstehen*), also eine Function, die auf 9lö6 
eindeutig und stetig, in den Curven a«, bx aber mit constanten Dif- 
ferenzen A^*^\ JB^^^ behaftet ist 

Denkt man sich nun auf SR irgend zwei einander unendUch 
nahe liegende Punkte z und z -i- dz markirt, so wird unter dW(/) 
derjenige Zuwachs zu verstehen sein, welchen W(z) erfahrt beim 
Uebergange vom ersten zum zweiten Punkte. Das so definirte dW{s) 
ist völlig bestimmt, ausser wenn die beiden Punkte durch eine der 
Curven a^, &x (x== 1, 2, ...jp) von einander getrennt sind. 

Liegt z. B. z auf dem rechten und z '\- dz auf dem linken Ufer 
der Curve a^, so kann man das zugehörige dW(z) in doppelter 
Weise bilden: Entweder geradezu, ohne die Curve «x zu ändern: 



*) Der UnterBchied zwischen W und W{z) ist derselbe wie früher zwischen 
F nnd F{z). Vgl. die Schlussbemerkung pg. 231. 
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.z + dz 



->öx 



alsdann wird dieses dW(/) etidlich, nämlich nahezu = Ä^"^ sein. 

Oder aber der Art, dass man die Curve a^ zuvörderst einer 
kleinen Deformation unterwirft^ nämlich dieselbe auf einem kleinen 
Umwege um die Punkte z und z -\- dz herumleitet: 

• z-{'dz 



und hierauf erst das dW(z) bildet; alsdann wird dieses dW(z) un- 
endlich klein, nämlich nahezu = sein. 

Im Folgenden soll nun dW{z) stets in der letztem Bedeutung, 
also stets als eine unendlich kleine Grosse aufgefasst werden. Sol- 
ches festgesetzt, wird alsdann die Restriction (14.) des vorhergehen- 
den Satzes überflüssig; so dass man denselben einfacher so aus- 
sprechen kann: 
\^AV>ey Theorem. — Versteht man unter f{z) eine auf 91 reguläre 
Function ^ Ordnung, und bezeichnet man irgend zwei einander unend- 
lich nahe Niveaupunktsysteme dieser Function mit z^, z^, . , . Zq und 
Zi + dz^, ^2 + ^^2) • . . ^j + dZq, so gilt für jedwedes Integral erster 
Gattung W(z) die Formel: 

(15.) 2'dWizj) = 0, 

wo die dW(zj) die den Verschiebungen dzj entsprechenden unendlich 
kleinen Zuwüchse vorstellen. 

Demgemäss gilt z. B. [wie aus (15.) durch Integration folgt] 
auch folgende Formel: 

(16.) 2V^W) = o, 

die Integrationen hinerstreckt gedacht über irgend welche simultane 
Bahnen («i . . . ßi), («a . . . ß2)y . . . («<? . . . /J?) der in Bede stehenden 
Niveaupunkte z^y z^^ ... z^. 

Die Niveaupunkte z^y z^y . . .Zq der Function f(z) sind nämlich 
nichts Anderes als die elementaren Nullpunkte der Function f{z) — K, 
wo K eine willkürliche Constante vorstelli Lässt man nun dieses 
K in irgend welcher stetigen Weise sich ändern, etwa vom Werthe 
K=A aus, bis zum Werthe K=By so werden gleichzeitig die 

19* 
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Punkte je?!, z^, ... Zq auf der Fläche SR irgend welche stetige Cur- 
ven beschreiben [Satz (8.) pg. 138]. Und diese Curven sind es, 
welche wir kurzweg als ein System simultaner Bahnen der Punkte 
Ziy z.^, . . . Zg bezeichnen. 

Betrachtet man ausser W(z) noch irgend ein anderes Integral 
erster Gattung Wi{z), so erhält man für W(z) die Formel (16.): 

ßWiz,} + ßWig,) ...+ ßwig,) = 0, 
oder kürzer geschrieben: 

(F.) fd W(0) + fd W{z) .,.+ fdW(z) = 0, 

und ebenso für Wi(z) die analoge Formel: 

(Fl.) fiW.ig) -i-fdWM . . . +SdW,iz) = 0. 

«I «1 Oq 

Dabei mögen die Integrale in (F.) wie in (Fj.) hinerstreckt ge- 
dacht werden über ein und dieselben simultanen Bahnen (ci^i . • . ßi)» 
(«2 . . . ft)? . • • («y ' ' ' ßq) <lßr in Rede stehenden Niveaupunkte. 

Betrachtet man irgend eine dieser Bahnen^ etwa die Bahn 
{aj . , . ßj), so werden die betreflPenden Integrale die Werthe haben: 

(J.) fdW(z)=W(ßJ)^ W{aj), 

^^ 
(J,.) SdW,{z)=WM-W,(aj), 

vorausgesetzt, dass die Curven «x, 6« (x = 1, 2, . . . j?) von jener Bahn 
(ccj . .. ßj) nirgends überschritten, mithin W(z) und Wi{z) längs 
jener Bahn stetig sind. Haben hingegen derartige üeberschreitungen 
stattgefunden, so hat man, um die Werthe der Integrale (J.), (J,.) 
zu finden, dieselben zuerst für die einzelnen Stücke zu berechnen, 
in welche jene Bahn (ccj , . . ßj) durch die Curven oder Schnitte a«, h 
zerlegt wird, und die so sich ergebenden Partial-Integrale zusammen- 
zuaddiren. Man findet alsdann statt der Werthe (J.), (Jj.) folgende: 

(Y.) JdW{z) = W{ß>i — W{aj) + 2^ [mj^^A^'^ + n/^^JS«")], 

<tj X = 1 
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(V,.) fdW.id) = W,{ßj) - W,iaj) + JW'^^i^'^ + «/■'»5.<-')], 

WO die m/''), w/*) in beiden Formeln ein und dieselben ganzen Zahlen 
vorstellen, während die A^^\ 2?^') und A^^''^ B^*^ die constanten Dif- 
ferenzen der Integrale W{is) und W^{ß) in den Schnitten «x, hx be- 
zeichnen. Die Werthe der Zahlen m}^\ n/"^^ sind übrigens noch 
genauer angebbar. Es ist nämlich: 

(Z.) w/^) = Z/*) — r/*) und w/*) = X/^) — ft^^'^). [Vgl. pg, 1Ü4.J 

Dabei bezeichnet Z/*> die Zahl, welche angiebt, wie oft jene Inte- 
grationscurve (uj . . . /J/) den Schnitt a^ vom linken zum rechten Ufer, 
und r/*) die Zahl, welche angiebt, wie oft jene Integrationscurve 
den Schnitt a^ vom rechten zum linken Ufer überschritten hat; wäh- 
rend A/*^^ und q/^^ die analogen Bedeutungen besitzen mit Bezug 
auf den Schnitt 6x. Man gelangt durch diese Betrachtungen zu fol- 
gendem Resultat: 

Andere Form des Theorems. — Es seien W{e) und W^ {z) irgend 
ztvei Integrale erster Gattung, femer sei f{si) eine auf 91 reguläre 
Function 3*®' Ordnung, Versteht man alsdann unter («^ . . . /SJ, {a., . . . ß^, 
. . . (ccq . , , ßq) irgend welche simultane Bahnen der q Niveaupunkte von 
f(z), so werden, falls diese Bahnen die Ourven ay,, bx nirgends über- 
schreiten, die Formeln gelten: 



(17.) 



2\w{ßj)^W{a,)]^0', 



;i8.) 



Finden hingegen derartige Ueberschreitutyen wirklich statt, an he- 
utigen Stellen und in beliebiger Anzahl, so gelten, statt der Formeln 
(17.), folgende: 

2\.W{ß,) — IF(a^)] = 2 [M^'^A^'^^ + m^^B^^)-], 

; = 1 X=l 

WO die M^^\ N^*^^ in beiden Formein ein und dieselben ganzen Zah- 
len vorstellen, während die A^"^, B^^^ und A^^'^^ B^"^^ die constanten 
Differenzen der Integrale W{z) und W^{z) in den Curven a^, by, be- 
zeichnen. 
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Erste Bemerkung. — Man kann dleaen Satz z. B. in Anwendung 
bringen auf die p Normälintegrale erster Gattung: Wj (r), w,(ä), . . . w^{z), 
und gelangt alsdann zu folgendem Resultat: 

Versteht man unter Zi, z^» • * * ^q ^^ Niveaupumkte einer aufffi regu- 
lären Function f(z) g^r Ordnung, und versteht man femer unter (ai...ft)^ 
(«»■•• ft)» •••(%•• • ßq) irgend welche simultane Bahnen dieser Niveau- 
punkte , so finden stets die Formeln statt: 

Si^i (ft) - ^i(«i)] - ^i«» + ^i ^1 + ^«^1 • • • + ^phi> 

(A.) 5^2 %) - w, («p] = M, ni + N, b,, + N, 6„ . . . + N^h^, , 

^\^p(Pj) - ^^(«>)] = ^p«» + ^ihp + ^2hp "+ ^p^pp, 

wo die My N ganze Zdfüen vorstellen, wahrend die b's die in (19.) pg. 246 
festgesetzten Bedeutungen besitzen. 

Insbesondere werden die Zahlen M^ N sämmüich -= sein, falls jene 
simültafien Bahnen a^, 6^ (x = 1, 2, . . .p) die Curven nirgends überschreüen. 

Zweite Bemerkung. — Im Satze (18.) werden, wie aus der Ableitang 
dieses Satzes folgt, die Zahlen N s&mmtlich =» o sein, falls die simultanen 
Bahnen («i . . . ft), (a^ . . . p,), . . . («^ . . . ß^) wohl die Curven a^, nicht 
aber die Curven b^ überschritten haben. Analoges gilt von den aas (18.) 
abgeleiteten Formeln (A.). Demgem9.8s ergiebt sich folgender Satz, von 
dem später Grebrauch zu machen ist: 

Sind die in (A.) genannten simultanen Bahnen («^i . . . ^i), (a, . . . ß^), 
(B.) ' ' ' i% ' ' ' ß^ ^ -^rt, dass sie allerdings die Curven a^, nicht aber die 

Curven b^ überschreiten^ so werden die in den Formeln (A.) enihaitenen ganzen 
Zahlen Ni, N^^ . , . N^ sämmtlich =» sein. 

Dritte Bemerkung. — Es seien beliebig viele auf di reguläre Func- 
tionen gegeben: fi{z), ftiz)^ ... f^{z). Femer sei: 

(«.) 9W =- KJ,{z) + K,f,{z) . . . + K/^{z), 

wo die jBT's beliebige, jedoch von Null verschiedene Constanten sein sollen. 
Bezeichnet man alsdann die elementaren Pole aller Functionen f^{z)^ fjj)^ 

• ' * fg{z) zusammengenommen mit Zi, z^, - • ' z , so werden offenbar die 

elementaren Pole von (p{z) eben&lls durch z^, z^, . . , z dargestellt sein; 
mithin wird tp{z) eine auf fH reguläre Function q*»r Ordnung sein. 

Vor allen Dingen sehen wir aus dieser Betrachtung, dass die ele- 
mentaren Pole Zi, z^t . , . z^ der Function 9 (z) ungeändert ein und die- 
selben bleiben, welche Werthe man den Constanten K auch beilegen mag, 
falls man dieselben nur vom Nullwerden abhält. Andererseits aber wer- 
den die elementaren NuUputJcte z^, z^, . . , z der Function tp{z) wesent- 
lich von den K'b abhängen, was angedeutet sein mag durch die Formeln: 
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z^ = F^ {K^,K^, ... K^ . 

Wir wollen nun die Verschiebungen dZj unterBuchen, welche diese Null- 
punkte Zj erleiden, sobald man den Kb irgend welche Zuwüchse dK zu- 
crtheilt. 

Zwischen den Polen und Nullpunkten der Function (p(z) d. i. zwi- 
schen Zij z^, ..,z^ und Ziy z^, ,,, z^ finden [nach (A.)] die Formeln statt: 

iß ) ^Va(^; - ^a (^3 - ^a«' + ^1 ^lo + ^2^0"- ^p^po . 

0-1,2,...!), 

wo die Mf N unbekannte ganze Zahlen Torstellen. 

Analoge Formeln gelten aber auch offenbar für die Pole z^, ::^, .. . z^ 
und die Nullpunkte {z^ •+• dZi)y {e^ + dz^), ... (z + dz") der vartirteu 
Function: 

ipiz) - (K, + dK,)f,(z)+{K,+dK,)f,(z) . . . + (Ä^ + dKJ)f^{z). 

Man erhält also: t 

O'O 5V<r^ + ^) - ^oiln - K^i + ^il>ia+^^ha • • ■ + ^; V' 

tf = 1,2, . . .p, 
und sodann durch Subtraction der beiderlei Formeln (ß.) und (y.): 

(^.) ^ [-^a i^j + ^^y) — ^^(^3 =" *"tr«* + ^iK + ^hK • • • + w^ V» 

<F« 1,2,. . .p, 
wo die m =» itf ' — 3f und die w = JV" — ^ ganze Zahlen sind. 

Diese Formeln (ß.) , (y.) , (^.) ergeben sich offenbar auch dann, wenn 
die Curven a^, 6^ (x = 1, 2, . . . p) vor Bildung der Formeln in solcher 
Weise deformirt gedacht werden, dass die kleinen Verschiebungen oder 
Wegelemente dZj (J ^= 1^ 2^ . . , p) sämmtlich innerhalb 91^^ liegen. Dies 
vorausgesetzt ist aber die Differenz 

w^(;8^. + dj5p — w^Czp 

nichts Anderes als die mit dw^iz.) zu bezeichnende unendlich kleine Grösse; 

80 dass man erhält: j 

.f.) 2^ äw^izj) = m^Tti 4- n^b^^ + n^b^„ . . . + n^b^„ , 

<F= 1,2,.. .2^. , 

Da nun in diesen Formeln (e.) die linken Seiten unendlich klein sind, so i 

mössen [Satz IV. pg. 248] die rechts stehenden Zahlen m, n sämmtlich 
«« sein, so dass sich also folgender Satz ergiebi 



Digitized by 



Google 



296 Eilftes Capitel. 

Setzt man 

wo die f(z) gegebene auf ^ reguläre Functionen, und die K's willkür- 
liche y von Null verschiedene Constanten vorstellen sollen, so werden die 
elementaren Nüllpuv^Ue z^, z^, ... z der Function qp (je) wesentlich von den 
Werthen der K's abhängen , und in Bewegu/ng gerochen, sobald man die K's 
sich ändern lässt. 

In welcher Weise man aber auch die ICs^ ohne sie zu NM zu machen^ 
sich ändern lässt ^ stets werden für jedes Zeitelement der eintretenden Be- 
ivegung die p Gleichungen geUen: 

in) d^aM + <*^(r(^*) • • • ^^a(V "* ^» <F = 1, 2, . . . p. 

Dabei repräsentiren dz^^ dz^, . , . dz die walirend des betrachteten Zeit- 
elementes eintretenden Verschiebungen jener Nullpunkte^ und dw^{Zi), dw^(z^), 
. . . dw^{z^ die diesen Verschiebungen entsprechenden unendlich kleinen Zu- 
wüdise der Werthe w^(«i), w^{z^), . . . w^(i;^). 

§ 2. 

Das Abel'sohe Theorem für die elementaren Integrale 
« dritter Gattung. 

Das irgend welchen festen Punkten s^ und e^ zugehörige ele~ 
mentare Integral dritter Gattung: 

(1.) n = nw = n.,.,('e') 

ist auf JRaft eindeutig und stetig, abgesehen von den Punkten £,,£j 
und einer von €^ nach £2 gehenden Linie tj. In dieser Linie ist 
dasselbe mit der constanten Differenz 27ci behaftet; wie solches an- 
gedeutet sein mag durch die Formel: 
(2.) längs fj: TT(A) — U(q) = 2jti. 

Ausserdem hat dasselbe in den Curven a^y K ebopfalls constante 
Differenzen. [Vgl. pg. 227.] 

Es sei nun femer f = f{z) irgend eine auf 91 reguläre Func- 
tion, deren Pole und Nullpunkte promiscue mit c^, Cg, . . . Cg, und 
deren zugehörige Ordnungszahlen mit f^i, ft^; . . . fi^ bezeichnet sein 
mögen. Wir denken uns eine von c^ über Cg, c^ etc. bis Cg fort- 
laufende Linie l gezogen , benennen die einzelnen Segmente dieser 
Linie mit Z^g; hzyhij* " ^g—Ug} und setzen die Werthe des Integrals 

(3.) F^F{s>)^ß-f=^fdloef 

[durch geeignete Beschränkung der Integrationscurve, vgl. pg. 229] 
in solcher Weise fest, dass dasselbe auf fSiab eindeutig und stetig 
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ist, mit alleiniger Ausnahme der Linie l. Dasselbe hat alsdann 
längs der einzelnen Strecken Z^g? ^^s; ^4; • * • dieser Linie [nach pg. 229] 
folgende constante Differenzen: 

L|2 = — 2yti • ftj, # 

(4.) L,, 2Äi.(,ti+fi,), 

etc. etc. etc. 

Und ebenso wird dasselbe cofistante Differenzen haben in den Cur- 
ven ax, hx. 

Wir setzen bei den folgenden Betrachtungen voraus^ dass keiner 
der Punkte Cf, Cg, . . . Cg mit einem der Punkte Si, €^ zusammen- 
fällt. Was femer die Curven «x; 6x (x = 1, 2, . . . p) und die Linien 
ly 71 betrifft^ so sind diese im Grunde genommen nur Hülfslinien, 
über welche innerhalb gewisser Grenzen nach Belieben, respective 
nach Zweckmässigkeitsrücksichten verfügt werden darf. Sobald jene 
(^ + 2) Punkte c, , Cg, ... Cg, e^, f^ in bestimmter Weise markirt 
worden sind, mögen zuvörderst die Curven ax, 6x (» = 1, 2, , . . p), 
(5.) was durch eine gfringe Deformation derselben leicht zu erreichen ist, 
so eingerichtet werden, dass jene (g + 2) Punkte sämmtlich inner- 
halb der Fläche 9la6 [nicht etwa hart am Bande derselben] liegen. 
Sodann aber mag die Linie l von c^ aus, über ^2? ^; • • • ^y-i ^^^ 
Cg in solcher Weise gezogen werden, dass sie ebenfalls vollständig 
innerhalb SRat verläuft. Und hierauf endlich mag die von s^ nach e^ 
gehende Linie ri in solcher Weise construirt werden, dass sie eben- 
falls vollständig innerhalb St« 6 bleibt, und zugleich der Linie l nir- 
gends begegnet 

Solches ausgeführt, repräsentiren also die Linien l und r^ ge- 
wissermassen zwei von einander getrennte, langgestreckte Inseln in- 
mitten der Fläche ^ab- Gleichzeitig repräsentirt alsdann TT = TT (je;) 
eine Function, deren Stetigkeit auf der Fläche ?Ra6 nur in 1^, nicht 
aber in l eine Unterbrechung erleidet. Und umgekehrt repräsentirt 
alsdann F = F(js) eine Function, deren Stetigkeit auf Sla* nur in 
ly nicht aber in r^ unterbrochen ist. 

Denkt man sich die Bereiche 2 und ® der Linien l und r^ von 
9^06 abgesondert, und die alsdann noch übrig bleibende Fläche mit 
@ bezeichnet: 

so werden also F und TT auf @ allenthalben eindeutig und stetig sein. 
Folglich ist [Satz (4.) pg. 196J: 
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(6.) f^T]dF==0, 

oder, was dasselbe ist: 
(7.) . f TJdF- f T]dF— f T]dF=0, 

wo die Indices , wie gewöhnlich, die positiven Randintegratiouen für 
die betreflFenden Flächen andeuten. Es ist aber T]dF=d(nF)—FdTf. 
Dies angewandt auf das letzte der Integrale (7.), erhält man: 

(8.) f nrfF= f ndJP- f FdJ]. 

Air diese Formeln bleiben gültig bei beliebiger VerJcleifierung 
der Bereiche S und (S. Man kann daher z. B. das Bereich @ zu- 
sammenschrumpfen lassen auf die Bereiche ©^ und ©g der beiden 
Punkte £i und €2 und auf das zwischen @i und @2 befindliche Seg- 
ment der Linie rj. Denkt man sich diese Zusammenschrumpfung 
oder Reduction von (S wirklich eingetreten, so nimmt das letzte In- . 
tegral der Formel (8.) die Gestalt an: 

(«.) /^ FdJ] = /^^ FdT] + /^ [FW - F(q)] dJ] + /^ FdT^ 5 

wie solches sofort sich ergiebt, falls man nur beachtet^ dass TT längs 
rj eine constante Differenz (=» 27ci) hat, dass also das Differential 
rfTT zu beiden Ufern der Linie r^ einerlei Werthe besitzt. Nun ist 
aber die Stetigkeit von F in rj nicht unterbrochen, mithin längs rj: 
F{1) «= F(q). Demgemäss verschwindet in (a.) das mittlere Inte- 
gral der rechten Seite; so dass man erhält: 

(ß.) f FdJ] = f FdT] + f FdTJ. 

Einer analogen Behandlung ist offenbar auch das vorletzte Integral 
der Formel (8.) fähig. Man erhält: 

WO Uj, U2, . . . U^ die Bereiche der auf l gelegenen Punkte c,, c^, 
, , ,Cg vorstellen. Mit Rücksicht auf diese Ergebnisse (/J.), (y.) ge- 
winnt nun die Formel (8.) die Gestalt: 

(9.) 4 ndF=^7 nc^F-57 i^dn. 

Die Integrale rechter Hand sind einfacher ausdrückbar. Das 
über den Rand von Uf erstreckte Integral kann nämlich, nach (3.), 
auch so geschrieben werden: 
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woraus mit Rücksicht auf frühere Betrachtungen [(«.)? (/*•) Pß- ^^^3 
sich ergiebt: 

Andererseits besitzt das über den Rand von ®j erstreckte Integral 
[vgl. (f.) pg. 270, wo übrigens statt der gegenwärtigen Buchstaben 
s, ® respective c, U stehen] den Werth: 

(r.) fFdT\ = {-iy.2«iF{ej). 

Durch SubstitutioQ der Werthe (tf.), (t.) gewinnt die Formel 
(0.) die Gestalt: 

m f^ UdF - 2m ((2>>TTfe)) + F(b,) - J'(0 j , 

oder, falls man beachtet, dass, nach (3.), dF = d log f und 
F(si) — F^e^) = log /■(«,) — log /•(fj) ist, folgende Gestalt: 

(11.) /^^ndlog/-=2«ijlog^5+ 2>/TT(c,)}- 

Das Integral linker Hand hat aber [nach (ß.) pg. 249] den Werth : 

(12.) '2 (^"^f ^ log /■ + B^"' A ^ ^^'B h> 

WO die A(*\ B^*^ die constanten Differenzen von TT in den Curven 
o>xy hx vorstellen. Auch übersieht man leicht [vgl. die Erläuterung 
auf pg. 287], dass die in diesem Ausdruck (12.) enthaltenen Inte- 
grale Werthe von folgender Form besitzen: 

(13.) / d\ogf=27tiM^^\ f d\ogf^2itiN^^), 

*x ^x 

wo die Jlf<*>, N^""^ ganze Zahlen sind. — Auf Grund dieser Formeln 
(11.), (12.), (13.) gelangt man daher zu folgendem Resultat: 

Bepräsentirt f{z) eine auf 91 reguläre Function, und bemdimt 
tnan die Pole und Nullpunkte derselben promiscue mit c^^ c^, . . . Cg, 
ferner ihre mgehörigen Ordnungszahlen mit f^i; f^s) • • • f^^z; so gilt für 
das elefnentare Integral dritter Gattung; 

n = n.,..(^) 

die Formel: 

(14.) vV,n.^.,(c,) = log ^\^ + vVw A(^) + m^) BC')). 
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Jlier bezeichnen die A^*), B^*^ die constanien Differenzen voti TT in den 
Curven a«, K] tvährend -Sf ^*>, N^*'^ ganze Zahlen vorstellen, deren Werihe 
sich bestimmen mittelst der Formeln: 

^ 2niJaJ\z)' 2niJt^f{z) 

Dabei ist vorausgesetzt, dass keiner der Punkte c^y c^, , , . Cg mit 
einem der Punkte e^ , e^ coincidirt, und femer vorausgesetzt^ die Curven 
flTx, &x (jc = 1, 2, . . . j?) seien [was durch eine kleine Deformation 
derselben stets zu bewerkstelligen ist] so eingerichtet, dass alV jene 
iß + 2) Punkte c,, c^, . . . Cg, t^, e^ innerhalb "Siab liegen. 

Hiermit sind in der That alle in (5.) gemachten Voraussetzungen, 
so weit sie für den vorstehenden Satz wesentlich sind, recapituliri 
Denn die Linie l spielt in diesem Satz keine Uolle mehr, so dass 
also die betreflfs derselben gemachten Voraussetzungen zu wieder- 
holen überflüssig sein würde. 

Vom vorstehenden Satze aus gelangt man nun, indem man 
f(z) — K statt f(z) setzt [vgl. die analogen Betrachtungen auf 
pg. 288 J, zu folgendem etwas allgemeinern Satze: 

Es sei K eine beliebig gegebene Constante. Femer sei f(z), mit- 
hin auch f(z) — K eine auf Sft reguläre Function q^' Ordnung. 

OO 00 CO 

Ueberdies seien z^, z^, . . . Zq und ^1,^2,... ^q die elementaren Null- 
punkte und Pole der Function f(z) — K. Alsdann gut für das ele- 
mentare Integral dritter Gattung: 

die Formel: 

(15.) 2 [n., j^,) - n..,. {zj)\ = log y^^^ + 2^ (Ji^'^^Aw + iv(x)B(^)). 

liier bezeichnen A^*), B<*) die constanten Differenzen von TT in den Cur- 
ven ax,bx\ während die M^'^\ N^'^^ ganze Zahlen vorstellen^ deren Werthe 
sich durch die Formeln bestimmen: 

Dabei ist vorausgesetzt, dass keiner der Punkte JSj, Zj (j ^= 1 , 2, ... 2) 
mit einem der Punkte s^, €^ coincidirt, und ferner vorausgesetzt, die 
Curven a«, 6x (x = 1 , 2, . . . p) seien so eingerichtet, dass all' jene Punkte 

QO 

«j, fj und Zj, Zj (j == 1, 2, . . . g) innerhalb SR«* liegeti. üebrigens 

kann von diesen Voraussetzungen die erste fallen gelassen werden. 

00 
Denn sollte einer der Punkte Zj, Zj einem der beiden Punkte £,, e. 
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bis zur Coincidenz sich nähern, so würden, wie man sofort über- 
sieht, beide Seiten der Formel (15.) unendlich werden, die Formel 
also gültig bleiben. 

Giebt man jetzt der Constante K einen unendlich kleinen Zu- 
i^achs dK, so werden die Punkte 0j unendlich kleine Verschiebungen 

00 

dgj erfahren, während die Punkte 0j und ebenso auch die ganzen 
Zahlen M^'^^ N^'^^ ungeändert bleiben [vgl. die analogen Betrach- 
tungen auf. pg. 289, 290]. Man gelangt daher zu folgendem Satz: 
(/^^a«-{) Theorem. — Versteht man unter f{g) eine auf^ reguläre Func- 
tion q^' Ordnung, bezeichnet man femer irgend zwei einander unend- 
lich nahe Niveaupimhtsysteme derselben mit z^^z^^.^.Zq und z^ + ^^ij 
;?2 + ^^2> • • • ^3 + d^q^ ^^^ bezcichnct man endlich die Werthe von 
f{z) in diesen beiden Niveaupunktsystemen mit K und K + dK, so 
gilt fiir das elementare Integral dritter Gattung: 

die Formet: 
(16.) 'SdJ\.,.M) -d\^i t(^% 

wo das vorgesetzte d die unendlich Meinen Aenderungen bezeichnet, welche 
die betreffenden Grössen durch Vertauschung von z^, z^, . . . z,j, K mit 
Zi + dzi, z^ + dz^j . . . ^5 + dZq, K + dK erfahren. 
Aus (16.) ergiebt sich nun weiter die Formel: 

die Integrationen hinerstreckt gedacht Ober irgend welche simultane 
Bahnen («i . . . A), («2 • • • ft)> •• •(«?... ft) der in Bede stehenden 
Niveaupunkte z^, z^, . . . Zq, Dabei sind unter A und B diejenigen 
beiden Werthe zu verstehen, welche f(z) einerseits in a^, «2; • • • ^q> 
andererseits in ß^, ßt, - - - ßq besitzt. 

Soll die Bahn («> .^ . ßj) keine der Curven a«, 6x (x = 1, 2, 
. . . |>), noch auch die von s^ nach s^ gehende Unstetigkeitslinie rj 
des Integrals TT überschreiten dürfen, so ist offenbar: 

(J.) fd n,,., (zj) = n..„(Ä) - n..,,(«,). 

Gestattet man hingegen jener Bahn, die Curven a^, b^ und i^ belie- 
big oft zu überschreiten, so erhält man die fmifc (Y.) pg. 292J ana- 
loge Formel: 
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(Y.) /in..., (z) = n...,(A)- n,..,(a,)+ y[m/'')AW+«/')B<''>] + ftr 2«i, 

, wo die m, n, fi ganze Zahlen vorstellen. Und zwar geht aus der 
Bedeutung dieser Zahlen [vgl. (Z.) p. 293] deutlich hervor, dass die 
Zahlen m sämmtlich = sind, falls die in Bede stehende Bahn 
(ccj . , . ßj) keine der Curven a^ überschritten hat, dass femer die n 
sämmtlich = sind, falls jene Bahn keine der Curven &x über- 
schritten hat, und dass endlich die Zahl ft (d. i. fij) den Werth 
besitzt, falls jene Bahn die Curve ti nicht überschritten hat Sub- 
stituirt man den Werth (Y.) in (17.), so kann man dabei die Zah- 
len fij unterdrücken, weil die in (17.) vorhandenen Logarithmen au 
und für sich bereits mit Unbestimmtheiten von der Form M-2ffi 
behaftet sind. Man gelangt daher durch diese Substitution zu fol- 
gendem Resultat: 

Andere Form des Theorems. — Es sei f{z) eine auf 81 reguläre 
Function q^ Ordnung. Versteht man alsdann unter (ai.-.ft), (a2..-/S2), 
. . ,(aq . . . ßq) irgend welche simultane Bahnen der q Niveaupunkte 
von f{z)f so gut die Formel: 



(18.) 



jk.(Ä) - n,..(«,)] = log f{^ - log f^^ + 



Ddbei sind unter A und B die Werthe der Function f{z) in den Niveau- 
punktsystemen «i, «2» • • • «7 **^ /^i > Ä? • • • A ^^ verstehen. Anderer- 
seits sind unter A<*>, B^*"^ die constanten Differenzen von T[^^t^{z) in 
den Curven a^, Ix, endlich unter M^''^, N^""^ ganze Zählen zu verstdien. 

Ueberschreiten jene simultane Bahnen («i . . . i^i), (og . . . /S^), 
(19.) ' ' ' (aq . . . ßq) keine der Ourven a«, so sind die M^^^ sämmtlich = 0. 
Und sollte andererseits der Fall vorliegen, dass jene Bahnen keine der 
Curven ix überschreiten, so werden die N^'^' sämmtlich = sein. 

Beispiel. — Betrachtet man insbesondere das ^ormoZ-Integral c? 
(an Stelle von TT), so sind bekanntlich [vgl. pg. 268] die DiflFeren- 
zen A^*) sämmtlich = 0. Demgemäss ergiebt sich aus (18.) und 
mit Rücksicht auf (19.) der Satz: 

Es sei f{z) eine auf 91 reguläre Function g*®' Ordnung. Ver- 
steht man alsdann unter («i . . . ft), (ag . . . ß^, ... («^ ... /S,) irgend 
welche simultane Bahixen der q Niveaupunkte von f{z), und setzt man 
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voraus, dass diese Bahnen allerdings die Gurven a^, nicht aber die 
Curven hx überschreiten, so gilt die Formel: 

(20.) 2'[sr,,(Ä) - sy..,(a,)] = log ^2 l ~ log ^'^^ 

Dabei repräsentiren A und B die Werthe von f{z) in den Niveau- 
punktsystemen «1, «2, . . . «2 und ßi, ß^y . . , ß,j. 

§3. 

XTeber die Vertanschnng der Argumente und Parameter in den 
elementaren Integralen dritter Gattung. 

Wir betrachten irgend zwei elementare Integrale dritter Gat- 
tung^ die wir zur Abkürzung mit <l> und <!>' bezeichnen: 
(1.) <t> = n.,..(;2^) und (D' = n'v,,'(^). 

Sind rj und ri' die ünstetigkeitslinien von <l> und <!>', ferner ® und 
®' die Bereiche dieser Linien ; und setzt man 
© = Jft,, _ @ - ®', 

so sind und <i>' auf der Fläche © eindeutig und stetig. Folglich 
ist [nach (4.) pg. 19G]: 
(2.) /^(|>d(|>' = 0. 

Diese Formel kann man auch so schreiben: 

oder, weil <l>d<l>' = d((t)(|>') — O'dO ist, auch so: 

oder, falls man die beiden letzten Integrale nach Maassgabe der Be- 
trachtungen («.), iß) p. 298 umgestaltet, auch so: 

(5.) 4„/'^*'+j{4/'^<'>-/,,<j>^^<i>'| =0. 

Nach (f.) pg. 270, oder wenigstens anal^j zur dortigen Formel, 
ist aber: 

/^0'rf0 = (-iy2;r^*'(f,). 
Desgleichen wird offenbar: 
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so dass also die Formel (5.) die Gestalt erhält: 
(6.) / <J) d<D' - 2«i [<!)'(«.) - <P'ie,)] + 2«i[<l> W) - <l>(OJ = 0. 

Dividirt man diese Formel durch 2 st, und beachtet man den Satz 
(y.) pg. 249, 80 folgt:' 

(^•) ili !2V'''B'<''>-A'WB"'))-[*'(«x)-<D'(«2)] + [<J>(O-*(O]=0, 

X = l 

wo die A^*^ B^*> und A'^*^ B'^*) die eonstanten Diflferenzen der Func- 
tionen <t> und 4)' in den Curven ax, bx bezeichnen. 

Einfacher gestaltet sich die Formel (7.), wenn man für und 
<t>' zwei ^orwaZ-Integrale dritter Gattung nimmt; denn alsdann sind 
die A^'') und A'^'^) NnlL Man gelangt so zu folgendem Satze: 

Bildet man das Normal-Integral dritter Gattung W successive für 
ein PiinJctpaar f^, s^ und fwr irgend ein anderes Punktpcuir t/, f/, 
so wird für diese Functionen 

(8.) S)r.^..W wnrf s^./..'(^) 

jeder geit folgende Bdation stattfinden: 

(9.) [a^...,wö=[Er..•..•w]:I^ 

Man kann diese Formel mich so schreiben: 

(10.) pa^.,^W=/^s^.;^'W, 

vorausgesetzt, dass man die Integrationscurve links auf die Fläche %tbr,, 
und diejenige rechts auf die Fläche %thtj' einschränkt. Dabei soüen 
unter r^ und rf die ünstetigkeitslinien s^e^ und a/cj' der beiden Func- 
tionen (8.) verstanden sein. 
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Zwölftes Oapitel. 
EinfAhrnng der Thetafbnctionen. 

§ 1. 

Die von einem einzigen Argument abhängende Thetafonotion. 

Bekanntlich ist die ins Unendliche fortlaufende Reihe: 

1 + 2e' + 2/* + 2e'* + 2c'«* + 2c'" + . . . 
oder: 

bestandig convergent, falls h eine reelle Grösse von negativem Werthe 
ist. Versteht man unter h keine reelle, sondern eine beliebig ge- 
gebene imaginäre Grösse von der Form (9 + ia), so gilt genau 
dasselbe, falls nur q negativ ist. 

Genau dasselbe gilt aber auch dann noch^ wenn man als Ex- 
ponenten nicht n^i, sondern einen Ausdruck von der Form n^h + nc 
nimmt, wo c irgend welchen reellen oder imaginären Werth be- 
sitzen darf. Bildet man nämlich die Reihe: 

so wird dieselbe — völlig gleichgültig, welches der Werth von c 
ist — jederzeit convergent sein, sobald nur der reelle TJieil von b 
wiederum einen negativen Werth hat. 

Wii* gelangen demnach, wenn wir uns unter b irgend welche 
Constante denken, und wenn wir an Stelle von c irgend welche 
variable Grösse 2(a;-f- iy) oder 20 nehmen, zu folgendem 

Satz. — Die unendliche Beihe 

«= — 00 
besitzt, falls der reelle TJwil der Constanten b negativ istj und so lange 

Ncnmann, Abcrscho Integrale. 2. Aiifl, 20 



Digitized by 



Google 



306 Zwölftes Capitel. 

die Variable nicht unendlich gross wirdy jederzeit einen völlig be- 
stimmten, endlichen Werth, 

Dieser Werth kann als eine Function angesehen werden, welche 
von der Variablen z abhängt, und welche ausserdem mit einem con- 
stanten Parameter b behaftet ist; er mag, um solches anzudeuten, in 

Zukunft mit 
(2.) »{g,b) 

bezeichnet werden. 

Wir wollen nun gegenwärtig diese Function ^ {z,b) näher unter- 
suchen, und mehrere wichtige Eigenschaften derselben zu Tage 
treten lassen. 

Da sich in unserer Formel 

(3.) »{z,b)=^^^e^^'+^'^ 

n= — flo 

die Summation über alle ganzen Zahlen n von — cx> bis + 00 hin- 
erstreckt, so können wir offenbar — ohne dadurch in der Formel 
irgend welche Veränderungen hervorzubringen — das darin enthal- 
tene n mit ( — n) vertauschen, die Function &(z, b) also auch so dar- 
stellen: 



(4.) ^{^^b) = 2 



+ 00 

V J)n^—2zn 



e 



Andererseits erhalten wir nun aber, wenn wir den Werth der Func- 
tion für ein anderes Argument, nämlich für das Argument (— z) 
haben wollen, zufolge (3.) die Formel: 

(5.) fr(-«,6)="3"^**'-^**'; 

und nunmehr erkennen wir aus (4.) und (5.), dass die Werthe von 
d'{z, b) und von d-{ — z, b) unter einander identisch sind. Wir seihen 
demnach — und solcJies würde als erste Eigenschaft unserer Func- 
(6.) tion d" hervorzuheben sein — , dass der Werth von d-(z,b) ungeändert 
bleibt, wenn man z mit (— z) vertauscht 

Ferner überzeugt man sich leicht davon, dass die Function 
^(z,b) in ihrem Werthe ungeändert bleibt, sobald man d&s Argu- 
ment z um ein beliebiges Vielfaches von yci vermehrt. Betrachtet 
man nämlich in der als Definition dieser Function angegebenen un- 
endlichen Reihe (3.) irgend ein einzelnes Glied 

so wird dieses, falls man z um ein Vielfaches von ici, z. B. uro 
liiti zunehmen lässt, übergehen in: 
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also übergehen in: 

Nun ist aber e ^ =1; mithin auch er ' ** s« 1. Wir sehen dem- 
nach, dass das betrachtete Glied unserer Reihe bei der Vermehrung 
von g um pTci völlig ungeändert geblieben ist Gleiches wird natür- 
lich auch von jedwedem andern Gliede der Reihe, Gleiches also auch 
von der Reihe selber gelten. Versteht man also unter p irgend tvelche 
gange Zahl, so wird — und dies würde als gweite Eigenschaft 
unserer Function anzuführen sein — jederzeit 
(7.) d'(z+p7ci,h)^d'(g,h) 

sein. Die Function d^ (g, b) ist demnach eine periodische, und der Index 
ihrer Periode gleich ni. Denkt man sich die Werthe des variablen 
Argumentes z oder {x + iy) durch die Punkte der Horizontalebene 
dargestellt, und denkt man sich sodann diese Ebene durch Linien, 
welche der a;- Achse parallel laufen, und im Abstände it auf ein- 
ander folgen, in lauter einzelne Flächenstreifen zerlegt, so werden 
sich die Werthe, welche -9- (g, h) innerhalb eines solchen Plächen- 
streifens besitzt, von Neuem, und in genau derselben Vertheilung, in 
jedem andern Streifen wiederholen. 

Wir wollen nun ferner untersuchen, in welcher Weise der Werth 
von d'(gyb) sich ändert, wenn man das Argument g nicht um ein 
Vielfaches von jci, sondern um ein Vielfaches der gegebenen Con- 
stanten h vermehrt. Da sich die als Definition von ^ (j?, h) ange- 
gebene Reihe (3.) von n = — <x> bis n= + cx> hinerstreckt, so 
wird ihr Werth, falls man n mit w + 1, oder mit n + 2, oder mit 
n + 3, U.S.W, vertauscht, offenbar völlig ungeändert bleiben. Es 
wird daher z. B. völlig gleichgültig sein, ob wir als Definition der 
Function d' (jef, 6) jene ursprüngliche Reihe 

(8.) , ^(x?,6)=^V^'+2^« 



nehmen, oder ob wir statt dieser als Definition jener Function die 
Reihe «=4-00 

aufstellen. Die letztere Reihe lässt sich auch so darstellen: 
^{g,b)^^2^e^'''+^('+^)''+(f'+^'\ 



20* 
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oder auch so: 
(0.) »{z, b) = e^+^' ."^ V«'+2(*+6)«. 



Nun ergiebt sich aber andererseits ^ falls man in (8.) an Stelle des 
ursprünglichen Argumentes z das Argument (z + h) einsetzt, för 
den Werth, welchen die Function -Ö* fQr dieses neue Argument an- 
nimmt; folgender Ausdruck: 

(10.) ^{0 + h,h) J^;^^^^'+nz+b)n 

Und nunmehr ergiebt sich durch Vergleichung von (9.) und (10.) 
sofort; dass 
(U.) »{g + b,b) = e-^^+'''^-»(g,b) 

ist. Die Formel lässt sich leicht verallgemeinern. Da nämlich z 
eine ganz beliebige Variable ist; so können wir für z beliebige, und 
nach einander verschiedene Werthe nehmen. Setzen wir für z der 
Reihe nach die Werthe: 

jer, jer + 6, z + 2b, ...Ä + (gr-l)&, 

wo q eine beliebige ganze Zahl sein soll, so erhalten wir aus unserer 
Formel (11.) der Reihe nach folgende Gleichungen: 

»{0 + b,b) ^e-^^+^'^ -»(si.h), 

»(e + 3b,b) = e~^^''+^'^ ■»(g + 2b,b), 

und sodann durch Multiplication all dieser q Gleichungen: 

»{g + qb,b)^e-^'^+^'^'^-»(e,b). ' 
Hier ist 

s= 1 + 3 + 5 + ... + (23-1), . . 

also 

S — 2 ^ ' 

Somit können tmr als dritte Eigenschaft unserer Function ^ Fol- 
gendes hinstellen: Versteht man unter q irgend weldie ganze Zahl, so 
wird jederzeit 
(12.) »(z + qb, b) = c-(«**+24*) . e.(^, j) 

sein. 
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Zufolge der vorhiu gefundenen zweiten Eigenschaft bleibt der 
Werth der Function d" ungeändert, wenn man das in ihr enthaltene 
Argument um ein Vielfaches von jri, z. B. um piti vermehrt. Dem- 
nach wird die linke Seite der zuletzt erhaltenen Formel in ihrem 
Werthe keinerlei Aenderung erleiden, wenn man das daselbst vor- 
handene Argument (is -)- qh) mit dem Argument (js? + 2^ 4" P^i) 
vertauscht. Thut man solches, so verwandelt sich jene Formel in: 

(13.) ^{ss + piti + qb, h) = ^-(«"^+2«^) . ^(^, b). 

Und diese Formel kann als der gleichzeitige Ausdruck der zweiten umi 
dritten Eigenschaft angeselien werden. Setzt man nämlich g* = 0, so 
repräsentirt sie die zweite, und setzt fnan jj = 0, so repräsentirt sie 
die dritte Eigenschaft 

Wir wollen schliesslich noch untersuchen, für welche Werthe 
von z die Function %'{z, V) verschwindet. Die Reihe (3.): 

(14.) ^(;?,6)="3V«' + 2^", 

«SS 00 

durch welche wir die Function definirt haben, wird in ihrem Werthe 
völlig ungeändert bleiben, wenn wir darin n mit (— w), oder auch, 
wenn wir darin n mit ( — n — v) vertauschen, vorausgesetzt, dass 
wir unter v irgend welche ganze Zahl verstehen. Somit können wir 
statt (14.) auch schreiben: 

(15.) d(;.,6)J^V(«+'')'^2.(n+,)^ 

ns=B — 00 

oder, wie sich durch Addition von (14.) und (15.) ergiebt, auch 
schreiben: 
( IG.) *(^, h) = i'3" fe6n«+2.n + g6(„+,)»-2^(n+,.)j 

11 = — 00 

Da nun e*^ = — 1 ist, so wird ein Aggregat von der Form 

A , B 

e + e 

jederzeit Null sein, sobald die Exponenten A und B um iic, oder 
auch um ein ungerades Vielfaches von iit von einander verschieden 
sind. Demnach wird das in (16.) unter dem Summenzeichen stehende 
Aggregat Null sein, sobald die darin auftretenden Exponenten 
ihn^ + 2zny und 
(*"•) \h{n+vy — 2z{n + v) 

um ein ungerades Vielfaches von ni diflferiren. Findet solches nicht 
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nur statt für ein bestimmtes w, sondern für jeden beliebigen Werth 
der Zahl n, so werden sämnUliche Glieder der Reihe (16.) Null wer- 
den, jene Reihe selber also ebenfalls. D. h. bestimmt man die Variable 
e der Art, dass die beiden Atisdrücke (a.) für jeden beliebigen Werth 
der ZaM n um ein ungerades Vielfacfies von ni verschieden sind, so 
wird für diesen Werth der Variablen die Function ^{s,b) verschwin- 
den. Die Differenz der beiden Ausdrücke (a.) ist gleich 

2^(2n + v)-6(2nr + i/*), 
d. i. gleich: 

(2z — vb) (2n + v). 

Macht man daher, was den gesuchten Werth der Variablen z 
anbelangt, folgenden Ausatz: 

iß.) ^ = ^«*±JL*, 

SO verwandelt sich jene Differenz in: -v 

(y.) Äi.f*(2n + i/); 

sie wird demnach ein ungerades Vielfaches von ni werden, sobald 
man die ganzen Zahlen ft und v der Art wählt, dass das Prodact 

ft (2n + v) 
ungerade ausfällt Solches aber kann offenbar nur dadurch erreicht 
werden, dass man für fi eine ungerade Zahl, und gleichzeitig fQr v 
ebenfalls eine ungerade Zahl nimmt. Thut man aber dies, so wird 
die in Rede stehende Differenz (y.) in der That — und «war gleich- 
gültig, welchen Werth die darin enthaltene Zahl n auch immer be- 
sitzen mag — jederzeit ein ungerades Vielfaches von «i werden. 
Wir gelangen demnach zu folgendem Ergebniss: Sind ^i, und v irgend 
welche ungerade ganze Zahlen, so wird die Function d {z, b) für 

das Argument 

p,ni -\- vh 

Z — 2 

jederzeit verschwinden. Oder, was dasselbe ist: Versteht man unter 
p und q zu>ei völlig beliebige ganze Zahlen^ so tvird ^ (z, b) jederzeit 
Null werden t sobald man 

(17.) ^ = {p + i)^i+{Q+l)^ ^ 

setzt. 

Denken wir uns die Werthe der Variablen z oder {x -{- iy) 
nach der Gati^'schen Methode dargestellt durch die Punkte der Hori- 
zontalebene, so lassen sich die den Formeln 



Digitized by 



Google 



Einfuhr ang der Thetafunctioneu. 311 

(^) z = pTti + qb 

und 

entsprechendeu Punkte leicht construiren. 

Es sei h derjenige Punkt, durch welchen die gegebene Gonstante 
b dargestellt wird, ferner iä derjenige, durch welchen die Gonstante 
tjt repräsentirt wird, und endlich der Anfangspunkt*). Man con- 
struire nun ein Parallelogramm, dessen Ecken durch die vier Punkte 

0, b, iyCj b -f: i^ 
dargestellt sind^ und zerlege die ganze unendliche ;s?-Ebene in lauter 
einander congruente Parallelogramme, der Art^ dass eines derselben 
mit dem soeben construirten identisch ist. Die Punkte (A.) sind als- 
dann die Eckpunkte, und die Punkte (ft.) die Mittelpunkte dieser Paral- 
lelogramme. I}ie Function -O* (;Sf, b) wird also [nach (17.)J verschmn- 
den in den Mittelpunkten der Parallelogramme. 

Bezeichnen wir, wie das mit Rücksicht auf unsere späteren 
Untersuchungen zweckmässig erscheint, die in d" vorkommende 
Variable nicht mit 0/ sondern mit U, so können wir die Ergebnisse, 
zu welchen wir hier gelangt sind, etwa in folgender Weise zu- 
sammenfassen: 

Theorem. — Die unendliche ReiJie 

(18.) ^ gbn' + ZUn 

besitzt, falls der reelle Theil der Constanten b negativ ist, und so lange, 
cUs die Variable ü nicht unendlich gross mrd, jederzeit einen völlig 
bestimmtere, endlichen Werth. 

Bezeichnet man diesen Werth mit %'{U,b), setzt man also 

(19.) ^(?7,6)=3*^^**'+^^**^ 

SO gelten jederzeit folgende Formeln: 

^{-U,b)^^{U,b), 
(20.) ^{JJ + niiti + nb, b) = ^-i.^^b+^nV) ^ ^^^ ^^^ 

^((m + 0Äi + (tz + i)6,6)=O, 

wo unter m und n beliebige, positive oder negative, ganze Zahlen zu 
verstehen sind. 



*) Der Punkt h wird, beiläufig bemerkt, weil der reelle Theil der Con- 
stanten h negativ ist^ jederzeit links von der ^- Achse liegen ; während der Punkt 
in auf der t/- Achse liegt. 
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beliebige Variable^ und endlich unter 

Wi, Wg, ns, ...% 
irgend welche ganze Zahlen verstanden werden. Wir bilden nun die 
Exponentialgrösse *) 

und unterwerfen dieselbe in Gedanken einer p-facJien Summation\ 
die erste Summation soll sich auf alle nur möglichen Werthe der 
ganzen Zahl n^ beziehen, sich also von w^ = — cx> bis n^ = + cx) 
hin erstrecken, die zweite soll in gleicher Weise von ng = — 00 bis 
n^ = + 00 u. s. w., endlich die letzte von np= — 00 bis np = + 00 
hinerstreckt sein. Die hierdurch entstehende p-fach unendliche Reüie 
mag kurzweg mit 

^^(Pu<+2b,,n,n, + ... + b^n^') + 2iU,n, + .,,U^n^ 

bezeichnet werden, wo also das vorgesetzte Sigma jene|) auf einander 
folgenden Summationen andeuten soll. — Man gelangt nun, was 
die Convergenz dieser 2> fach unendlichen Reihe anbelangt, zu folgendem 
Satz. — Die p-fach unendliehe Reihe 
(l) J^^(Pii< + ^bu^i^'" + ^pp%') + nU,n, + .,.U^n;) 

besitzty falls der reelle TJieil des Ausdmdces 



*) Ausfuhrlicbcr geschrieben würde der Exponent von e folgenderm aasen 
lauten: 

(6^1 tii + &i2«s . . . + &i^n^)ni + 2 (/^tH 

+ (^i«i + 6,2 «8 • • • + ^2p^^p)^i + 2 U^fH 

+ 

+ (öpiWi + ft^jH, . . . + l>pp%)n^ + 2 U^n^. 
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für sämmÜicJie Werthsysteme der ganzen Zahlen w^, n^, . . . Wp negativ 
ist*), und falls Jceine der Variablen 

unendlich gross toird, jederzeit einen völlig bestimmten, endlichen 
Wcrth. 

Dieser Werth kann als eine mit den Constanten b beltaftete, und 
van den Variablen U abJuingende Function atigese/ien werden, und 
soll demgemäss mit 
(2.) »{U„U„...U,) 

bezeichnet werden. 

Wir wollen nun — ähnlich wie früher bei der von einem einzigen 
Argumente abhängenden Thetafunction — gegenwärtig die Eigen- 
schaften dieser von mehreren Argumenten abhängenden Function in 
Untersuchung zieKenj der grösseren Bequemlichkeit halber wollen 
wir uns dabei aber vorläufig auf den Fall beschränken ^ dass die 
Anzahl jener Argumente 3 ist, also auf den Fall^ dass p = 3 ist. 

Wir haben es alsdann mit folgender Function zu thun: 

(3.) »(U„ U„ £/,)=== ^/+'(^''*' + ^'*''+^»'^\ 

WO unter f oder fin^, n^, Wg) der Ausdruck 
(4.) f=finiy n,, Wj) = \^n^^ + 2bi^nin^ + 2613^1^3 

+ &22V +2623nsjW3 
+ K< 
zu verstehen ist. Da sich in der Formel (3.) die Summation für 

•) Der reelle Theil des Ausdrucks 

ist, falls man die reellen Theile der Constanten &,j, b^.^ ... b^p der Reihe 
nach mit Qu, Qi^y - - • Qpp bezeichnet, folgender: 

Soll nun dieses Aggregat für jedes beliebige Werthsystem der Zahlen ni. 



. n negativ sein, so müssen die Grössen p^, ^i,, 



9.^1 wie hier bei- 



läufig bemerkt werden mag, der Art beschaffen sein, dass die Wurzeln £ der 
Gleichung jp*®» Grades 

9ii— S 9ii • • • 9ip 

9sa— 6 • 



9n 



92p 



^px 



^P^ 



'9pp-l 



sämmUich negativ sind. 
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jede der ganzen Zahlen Wj, n^, n^ von — oo bis + oo hinerstreckt, 
so werden wir, ohne dadurch in jener Formel irgend welche Ver- 
änderung hervorzubringen, die Zahlen n^, n^, % mit — w^, — n^, 
— W3 vertauschen, die von den Argumenten Ui, U^, U^ abhängende 
Function d' also auch so darstellen können: 

(5.) »iü,, U„ fr3)-^/-'(^''*' + ^'*'' + ^''^\ 

WO das im Exponenten enthaltene f mit dem in der Formel (3.) vor- 
handenen f völlig identisch ist. Andererseits ergiebt sich, wenn 
wir die Function d' nicht für die bisher betrachteten Argumente 
Uly U29 C/3, sondern für die Argumente — ü,, — f/g, — U^ haben 
wollen, zufolge (3.) die Formel: 
(6.) »(^-U„-U„-U,) = ^ /-2(t^>«i + f^.". + ü,n.) 

Und nunmehr erkennen wir durch Vergleicimng von (5.) und (6.) so- 
fort, dass 
(7.) »{-U„-U„-U,)=^»iU„U„U,) 

ist, dass also der Werth unserer Function ungeändert bleibt, wenn nian 
gleidizeitig sämmtliche Argumente in ihr Gegenthdl umschlagen lässt. 
Dies würde als erste Eigenschaft umerer Function hervorzuheben sein. 

Ferner ist, weil e =1 ist, zu bemerken, dass die Expo- 

neutialgrösse 

J-\-^{JI,n,-itU,n,+ U,n,) 

ungeändert bleibt, sobald man die Variablen U^, U^^ U^ um irgend 
welche Vielfachen von ni vermehrt; und dass demnach Gleiches auch 
von der Function 

gelten muss. Somit ergiebt sich — was als zweite Eigenschaft 
unserer Function anzuführen sein würde — , dass, falls A, B, f irgend 
welche ganze Zahlen vorstellen, jederzeit 
(8.) ^(f/i + A^i, U^ + Biti, U, + r^t) = &(U„U,,U,) 

sein ioird. Die Function ^(C/i, U^, U^) ist also für jedes der Argu- 
mente Ui, U2, Uq eine periodische, und der Index für jede dieser drei 
Perioden gleich m. 

Da sich die Summation in der Formel 

(9.) 9iU„ U„ ff,) = ^/(«>.«..'»3)+2(f^.«. + ^.«. + ^.«.)^ 

was die Zalil n^ anbelangt, von nj == — 00 bis n^ = + 00 hiner- 
streckt, so wird man, ohne dadurch in dieser Formel irgend welche 
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Veränderung hervorzurufen, »^ mit n^ + 1 , oder mit n^ + 2, oder 
«1 + 3 u. 8. w. vertauschen können. Setzt man nj + 1 an Stelle 
von n^; so gewinnt jene Formel dadurch folgendes Aussehen: 

Das erste im Exponenten von e auftretende Glied 

/(»i + l, n^, Ws) 

hat, wie sich aus (4.) ergiebt, folgende Bedeutung: 

A^i + 1, n^, ng) == f{n„ n^, n^) + 2{bi^n^ + h^^n^ + b,^n^) + b^,. 

Substituirt man diesen Werth in die Formel (10.), so ergiebt 
sich, falls man die von den Zahlen n^, n^y n^ unabhängigen Fac- 
toreu vor das Summenzeichen treten lässt: 

dir» (r,,u,,u,) = 

1 )iese Formel repriisentirt, ebenso wie die ursprüngliche Formel (9.), 
denjenigen Werth, welchen die Function '9' für die Argumente ZJ^, 
U^, U^ annimmt-, sie ist demnach nur als eine gewisse Umgestal- 
tung jener ursprünglichen Formel anzusehen. 

Wir wollen nun andererseits denjenigen Werth aufstellen, wel- 
chen die Function -9* für gewisse andere Argumente, nämlich für die 
Argumente ?7i + 6ii, C/g + 621, Ü3 + 631 annimmt. Dieser Werth 
wird zufolge (9.) dargestellt durch die Formel: 

(12.) ^{U, + 6,1, U, + 5,1, U, + U = 

Und nunmehr ergiebt sich durch Vergleichung von (11.) und (12.) 
augenblicklich die erste Formel des nachfolgenden Systems: 

»{U, + h,„ U, + &„, ü, + 6,.) =''c^*"+'^'^*(ü-„ U„ U,), 

(13.) »{U, + b,„ ü, + 6«, U, + b,,)^-^^"+^^*K»(U„U„U,). 

Die beiden andern Formeln dieses Systems werden sich offenbar in 
ganz analoger Weise ableiten lassen. 

Es ist übrigens nicht schwierig, eine viel allgemeinere Formel 
zu finden, nämlich eine Formel, welche die des soeben aufgestell- 
ten Systems als ganz specielle Fälle in sich fasst. Wir gehen zu 
diesem Zweck wieder von Formel (9.) aus, und setzen in dieser 
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n^ + a, Wa + /*> ^3 + y *^ Stelle von n^, n^, n^, wo a, /J, y ganz 
beliebig gewählte, positive oder negative ganee Zahlen vorstellen 
sollen. Dadurch ergiebt sich 

(14.) ^^/{ni+<^,n, + ß,n,+y) + 2[U,(n,+a)+U,{n, + ß)+U,{n, + Y)]^ 

Zur Abkürzung mag nun gesetzt werden: 

l/*(«, ßy y) = 9>7 
und ferner 

(16.) i^^ « + 622 /* + &23 y = 92» 

^31« + i!»32/' + *38y = 98- 

Multiplicirt man diese drei letzten Gleichungen der Reihe nach mit 
a, ß^ y, so ergiebt sich, wie sogleich bemerkt werden mag: 

hl «* + 2612 «/5 + • • • + *83 y* = Vi « + Va/* + 9>zY7 
d. i. mit Rücksicht auf die in (15.) eingeführte Bezeichnung: 

(17.) V = Vi « + 92 /* + Vs y- 

Nunmehr lässt sich der in unserer Formel (14.) enthaltene Ex» 
ponent von e auch so darstellen: 
f+ 9> + 2(yini + y^ng + g)^n^) + 

+ 2(U,n, + U,n, + U,n,) + 2{U,a + U,ß + ü.y)- 
Substituirt man diesen Werth in (14.), und lässt man zugleich die 
von den Zahlen n^, n^, n^ unabhängigen Factoren vor das Summen- 
zeichen treten, so erhält man: 

Nun ist nach (9.) und mit IlQcksicht auf die in (15.) eingeführte 
Abkürzung 

Wollen wir daher den Werth unserer Function ^ nicht für die 
bisher betrachteten Argumente U^, U^f C^g, sondern für die Argu- 
mente ?7i + Vi 7 ^4 4" 92; ^3 + 93 haben, so erhalten wir folgende 
Formel: 

(19.) HU^ + 9>„ ü, + 9>„ U, + 9») = 
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Und nunmehr ergiebt sich durch Division von (18.) und (19.): 

eine Formel y in welcher U^j U^, U^ völlig helidnge Argumente vor- 
stellen, in welcher ferner a, /3, y irgend welche ganze Zahlen sind, und 
in welcher endlich tpj^, q>^, q>^, (p die aus diesen Zahlen und aus den 
geg^fenen Gonstanten b zusammengesetzten Ausdrücke (16.) und (17.) 
darstellen. 

Man erkennt sofort, dass diese Formel die früher in (13.) auf- 
gestellten Gleichungen als ganz specielle Fälle in sich enthält, dass 
nämlich jene drei Gleichungen aus dieser Formel (20.) sich ergeben, 
sobald man in derselben fQr die Zahlen a, ß, y der Reihe nach 
zuerst das Werthsystem 1, 0, 0, dann das Werthsystem 0, 1, 0, 
endlich das Werthsystem 0, 0, 1 nimmt. 

Es handelt sich nun darum, dieser allgemeinen Formel (20.) 
ein etwas einfacheres Aussehen zu geben, als es bisher der Fall ist. 
Zu diesem Zwecke bezeichnen wir die neuen Argumente ?7j + 9^, 
f'« + 9^2; C^s + 98 ^i* ^1} W^27 W^8; setzen also [vgl. (16.)]: 

W, = U, + ip,^U,+ 6n« + \,ß + b^y, 

(21.) lw,= U, + ip,= U,-i-b,,a + b^ß + 5,3 y, 

W,= U^ + q>,^ü, + b,^a + 632/3 + b^y. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit a, ß, y, und addirt, so 
ergiebt sich: 

F,a + W,ß + W,Y = {U,a + U,ß + V.y) + (9.« + <Piß + 9.?), 
also mit Rücksicht auf (17.): 

W,a + W,fi + W,y = (JJ,a + U,ß + U.y) + <p, 
d. i. 
(22.) - 9 = {U,a + U,ß + ü,y) - (Fl« + W,§ + W,y). 

Mit Rücksicht auf die in (21.) eingeführten Bezeichnungen und mit 
Rücksicht auf den soeben in (22.) für — tp gefundenen Werth ver- 
wandelt sich nunmehr unsere allgemeine Formel (20.) in folgende: 

Sind also — so können wir uns gegenwärtig ausdrücken — die 
Argumente W^, W^, W^ mit den Argumenten Ij\j U^, TJ^ durch Glei- 
chungen von folgende^' Form verbunden 
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(24.) \W,=^U, + b,,a + b,,ß + h,,y, 

^W,= U, + b,,a + h,,ß + h,,y, 

wo a, ßy y beliebige positive oder negative ganze Zahlen vorstellen, 
so wird zwischen ^{W^, TTg, W^ und zwischen ^{ü^j U^j U^) jeder- 
zeit die in (23.) angegebene Belation stattfinden. Wir bezeichnen die 
in diesem Satze enthaltene EigenthümlicJJceit der Funäion d- als die 
dritte Eigenschaft dieser Function. 

Eine ähnliche Relation lässt sich übrigens auch dann leicht auf- 
stellen, wenn wir au Stelle der Argumente W^, TTg, W^ gewisse 
andere Argumente Fi, Fg, F, nehmen, welche mit den ursprüng- 
lichen Argumenten Ui, U^, U^ nicht durch die Gleichungen (24.), 
sondern durch die Gleichungen: 

Fl = üi + A . 3ri + 6ii« 4- b,,ß + &i,y, 
(25.) lr,= U, + B.7ti + b,,a + b,,ß + \,y, 

^8 = ^3 + r . %i + 631« + Kß + Kr 

verbunden sind, wo A, B, f, ebenso wie a, ß, y beliebige positive 
oder negative ganze Zahlen vorstellen sollen. In diesem Falle wer- 
den. Fl — Ajri, Fg — B^i, F, — V^ci zu ü^, U^y U^ in genau der- 
selben Beziehung stehen, in welcher zuvor TFi, TFg, W^ zu ü^, 
üg, f/g standen. Demnach wird zufolge (23.): 

sein. Zufolge (8.) ist aber, weil A, B, f ganze Zahlen sind, 
^(Fi - A^ri, Fg — Bitiy F3 - rn{) = #(Fi, Fg, F«); 

femer sind, weil a, ß, y ebenfalls ganze Zahlen vorstellen, die Ex- 

ponentialgrössen 

kani Bßni ry»% 
e y e ^ y e ' 

jederzeit *= + 1, folglich: 

Demnach können wir die Formel (2G.) auch so schreiben: 

m\ ^(^1^ ^«» ^» ) ^ -[(^i+t^i+A«f>-KF,+tr,+B«op+(F3+rr3+r^)j^], 

Somit ergiebt sich 'also folgender Satz: 

Sind die Argumente Fi, Fg, Fj mit den Argumenten £/,, f/g, U^ 
durch Gleichungen von folgender Form verbunden: 
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V,= U, + (PiTti + ah,, + ßb,, + y63i), 

V,= U, + (ßjci + ab,, + ßb,, + y 6s,), 

n = t^3 + (TTci + «6,3 + /3&28 + YK), 

wo A,B, r, cCfßyy beliebige ganze Zahlen vorstellen, so wird zwischen 

den Werthen von ^(F,, V^, V^) und ^{U^y f/g, U^) jederzät die in 

(27.) angegebene Belation stattfinden. 

Offenbar können wir sämmtliche Ergebnisse, zu welchen wir 
hier gelangt sind, sofort auf den Fall übertragen, dass die betrach- 
tete 'Ö'-Function nicht von drei, sondern von beliebig vielen Argumen- 
ten abhängig ist. Wir kommen alsdann zu folgendem 
Theorem. — Die durch die Formel 

»(U U ...[/^)=^e(^"**»'+^^»**>^--+^Ä»^'')+2(^»**»+-'--+^pV 

definirte Function ^(L\y C/g, . . Up) bleibt in ihrem W^the ungeändert, 
sobald man sämmtliche Argumente U,, U^, . . . Up in ihr Gegentheü 
umschlagen lässt; es ist nämlich jederzeit 

Betrachtet man femer zwei Systeme von Argumenten U,, U^, ... üp, 
und Fj , Fj , ... Vp, welche mit einander verbunden sind durch Glei- 
chungen von folgender Form : 

Vi=U, + {m,jci + n,6H + ^»26^1 + . . . + npbpi), 
F2 = Ij\ + (ma^ri + n^b^^ + n^h^,^ + "- + npbp^, 



(B.) 



Vp= Up+ {mpTti + nibip + »1262p + . . . + nphpp), 

wo die m, n beliänge positive oder negative ganze Zahlen vorstellen; so 
wird zunschen den Werthen, welche die Function & für das eine und 
für das andere System annimmt, jederzeit folgende Relation stattfinden: 

Dabei ist die Summation im Exponenten hinerstreckt zu denken über 
X = 1,2, . . .p. 

Wir wollen der Vollständigkeit willen schliesslich noch die- 
jenigen Werthe der Argumente üi, U^, . . . Up zw ermitteln suchen, 
für welche die Function -& Null wird. Zufolge der Definition ist 

(1.) »{Uu u„ . . . üp) = J" fi^^^""**" -V, 

wo JP(n,, »2, . . . tip) zur Abkürzung steht für folgenden Ausdruck: 
(2.) F (n, , »„ . . . np) = SUKmy n^ + 2 2; U, n„ 
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in welchem die Summationen über x = 1, 2, . . .p und über A = 1, 
2, . . .jp hinerstreckt zu denken sind. 

Die in (1.) angegebene Formel erleidet, wie bereits mehrfach 
bemerkt, keinerlei Aenderung, falls man die darin enthaltenen Zah- 
len ni, W2, ... fip mit — (ni -f i/J, — (w^ + v^), . . . — (wp + Vp) 
vertauscht, vorausgesetzt, dass man unter v^, v^, . , , Vp irgend welche 
beliebig gewählte ganze Zahlen versteht Demnach können wir an 
Stelle von (1.) auch schreiben: 

(3.) ^(tr„J7„...üp) = ^/(-"'-'''>-^-''---'*i'-V, 

oder, wie sich durch Addition von (1.) und (3.) ergiebt, auch schreiben 

^ AB 

Ein Aggregat von der Form e + e verschwindet, sobald die Ex- 
ponenten Ä und B um ein ungerades Vielfaches von 7t i verschie- 
den sind. Demnach mrd die Function ^{U^j U^, . . > Up) verschwin- 
den, sobald die Differeng 

(5.) A = JF(— ni-i/i, — ng — 1/2, ... - n^ — Vp) — 2^(ni, Wg, ...n^) 

für sämmtliche Werthsysteme der Zahlen n immer gleich einem un- 
geraden Vielfachen von %i ist Nun ist mit Rücksicht auf (2.) 

F(n^, . . .) = UUhxn^nx + 22U^n^ 

F(— »1 — i/j, . . .) = UHb^xn^nx + 2Z!(n^Z!b^xvx) + UUhxv^^vx 

— 22;t/xnx-22:t7,v,; 

somit ergiebt sich für jene Differenz A folgender Werth: 

(6.) A = 22:nx(— 2 f/x + ^b^xvx) + 2;2:6x;iVxt'z - 22;f7xVx. 

Wir machen nun, was die hier gesuchten Werthe der Argumente 
U anbelangt, folgenden Ansatz: 

(7.) 2 [/x = |[ix . ^i + ^vxbxx, 

d. i. 

(7 a.) 2 üx = |itx . Äi + vibu + Vibix + • • • + ^p*/« > 

wo f^'t, (h} " ' f^p beliebige ganze Zahlen vorstellen sollen. Alsdann 

verwandelt sich der für A gefundene Werth in: 

(8.) A = — 22;nx . ^x^i + £2JbxxVxVx — ^{^x^i + I^xb^x) f x, 

d. i. in 
(9.) A = — 2xi Snx^x — ^i ^^xVx, 

oder in: 
(10.) £i = -7ti (22:ny,iLr. + 2:iLxVx). 
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Hieraus aber ergiebt sich^ dass die Differenz A — mögen nun 
die Zahlen n beschaffen sein, wie sie wollen — jederzeit ein unge- 
rades Vielfaches von üti sein wird, sobald nur 

eine ungerade Zahl ist. Unsere Function ^ {U^, U^, ... f/p) wird 
daher, falls man für die Argumente U die in (7.) angegebenen 
Werthe nimmt, jederzeit verschwinden, sobald die in jenen Werthen 
enthaltenen Zahlen /it, v der Bedingung 

U^i^Vx = ungerade 
GenQge leisten. Wir gelangen demnach zvl folgendem 

Theorem. — Versteht man unter (i^i, ^i^, >- - (^p tind v^, v^, . . .Vp 
irgend welche positive oder negative ganze Zahlen^ welche der Bedingung 
(D.) fi^Vj^ + (i^v^ + • • • + f^p'^P = ungerade 

Genüge leisten, so wird durch die Formeln 

Ui = i(|iii . 7ci + Viftii + V2621 + . . . + Vpbpi) , 

(E.) ^2 = i(f*2 • ^i + ^1*12 + ^2*2« + • • • 4- Vpbpi), 

üp = -i-O^p- ^* + Vl^lP + ^2^2P + - . . + Vpbpp), 

jederzeit ein Werthsystem der Argumente U^, U^y ... Up dargestellt 
sein, für welches die Function ^(? p f^, . . . U^ verschwindet 
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Anwendung der Thetafanctionen anf die Theorie 
der Aberschen Integrale. 

§ 1. 
Ueber eine von den Normal-Integralen erster Gattung abhängende 

Thetafunotion. 

Nimmt man für die im vorhergehenden Capitel eingeführten 

Constanten ft^, b^^j . , .bpp diejenigen constcmten Differefusen haxj mit 

denen die Normal-Integrale erster Gattung Yra{z) in den Curven 6» 

(x == 1, 2, . . . j)) behaftet sind, so ist der reelle Theil des Ausdrucks 

(1.) 6,1^1* + 2\^n^n^ . . . + 6^«/ 

stets negativ [Satz (IL) pg. 247]. Demgemäss wird die mit diesen 
Constanten hax behaftete Thetareihe: 

convergent sein, so lange die Argumente Ui, U^, . > . üp endlich blei- 
ben [Satz pg. 312]. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, folgende von abhängende 
Function 
(3.) F{z) = ^ (w,(xf) - G,, w,(z) - G„ . . . wp(^) - G,) 

einer nähern Untersuchung zu unterwerfen. Dabei soll die rechte Seite 
in (3.) denjenigen Ausdruck repräsentiren, in welchen ^{U-^yU^j...U^ 
sich verwandelt, sobald man daselbst JJ^, U^, . . . U^ respective mit 
Wi(jer) — 6?!, W2(je?) — (tj, ... Wp(jer) — Gp vertauscht; und zwar sollen 
ö,, Gg, . . .Gp beliebig gegd)ene Cmistanten sein. 

Lässt man den Punkt g innerhalb der Fläche Sfta* [also ohne 
die Curven ttx, 5x zu überschreiten] in beliebiger Weise sich fort- 
bewegen, so werden hierbei die Functionen w,(;si), W2(jsr), ... Wp(jEr) 
in stetiger Weise sich ändern, mithin z. B. auch fortdauernd ersieh 
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bleiben. In jedem Augenblick der in Rede stehenden Bewegung be- 
sitzt daher die in (3.) angegebene Thetareihe einen convergenten, 
d. i. einen bestimmten endlichen Werth. Und dieser Werth wird 
sich, während jener Bewegung, Schritt für Schritt in stetiger Weise 
ändern. Die mit den Constanten G^, 6?,, . . .Gp behaftete Function 
(4.) F{z) = ^(w,(£r) - G„ w,W -G„... w,(^) - Gp) 

ist also innerhalb der Fladie ^ab allenthalben eindeutig und stetig. 
Um die Werthe dieser Function am Bande von Sia* za unter- 
suchen, betrachten wir zuvörderst irgend eine der Curven a^, Og, 
. . .apy etwa die Curve a«. Es mögen 

FW = ^ (w,(A) - G„ w,(A) - G„ . . . Wp{X) - Gp), 
und F(q)=^ ^ (w,(p) - (?„ w,(p) ~ 6„ . . . Wp(Q) - Gp) 

diejenigen Werthe vorstellen, welche F(g) in zwei auf dem linken 
und rechten Ufer von a« einander gegenüberliegenden Punkten l 
und Q besitzt. Alsdann ist bekanntlich [vgl. (19.) pg. 246]: 

( [w,(A) - (?J = [w,(q) - G,] + m,xi, 
[wgW — GJ = [w^Cp) — Gg] + WgÄi , 



(5.) 



längs ax 



[wp(A) - Gp] = [wp(()) — Gp] + mpxi, 

wo tn^, ^2, . . , mp ganze Zahlen vorstellen, die bis auf mx, sämmt- 
lich = sind, während my = 1 ist. Zufolge des Theorems pg. 319 
ist daher der Quotient der beiden Ausdrücke (5.) gleich Eins. Also 

(6.) längs «x: Jj^=l- 

Bezeichnet man femer irgend eine der Curven b^, b^j ., ,bp mit 
hxj und denkt man sich die beiden Ausdrücke (5.) auf diese Curve 
fex bezogen, so ist [vgl. (19.) pg. 246]: 

f KW - G,] = [w,(c) - Gl] + 6,x, ' 
K(A) - 0,1 = [w,(p) - 6?,] + h^, 



längs h^: 



[wp(A) - GJ = [wp(p) - G,] + 6,,. 

Zufolge des Theorems pg. 319 hat daher der Quotient der beiden 
AusdrQcke (5.) den Werth: 

(7.) längs 6,: J^ = e" (t-xW-'?«l+ W*)-^J>. 

Demgemäss kann der Satz (4.) folgendermassen vervollständigt 
werden: 

21* 
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Satz. — Die mit den willkürlichen Canstanten Gi, G^^ ...Gp 
behaftete Functian 
(8.) Fiz) = ^(w, {z) - G„ w,(;^) - (?,,... Wp(jEr) - G^) 

ist auf der Fläche !R, abgesdten von den Curven a«, b», eindeutig 

und stetig, in jenen Curven aber mit folgenden Quotienten behaftet: 

,.. F(l) , 

längs a^: jvTx = 1, 

(9.) 

längs b.: Jjj = «^««"^««-^«('l 

Dieser letzte Quotient ist, wie man sieht, längs b^ inconstani. 

Zusatz. — Denigemäss kann aUo F{z) bezeichnet werden <üs eine 
auf 9ta6 reguläre Function^ welcfie daselbst keine Pole — woJU 
(10.) aber Nullpunkte hat. Denkt man sich die letztem in lauter elemen- 
tare Nullpunkte aufgelöst, so wird die Anzahl dieser elementaren Null- 
punkte [wie sogleich bewiesen werden soll] stets «=j) sein. 

Beweis des Zusatzes. — Nach («.) pg. 248 ist 

J dWa{^) =/ dWa((f) = box, 

also insbesondere für 6 = x: 
(B.) f dw^ci^X) =f rfwx((>) = — axx, d. i. = — jti. 

^x ^x 

Dies vorausgeschickt, bezeichnen wir jetzt die ihrer Anzahl und 
Lage nach noch völlig unbekannten Nullpunkte der Function ■F(^) 
mit CiyC^, . . .Cd, und die zugehörigen Ordnungszahlen der Function 
selber mit ft^, fi^, . . . ft^. Dann ist nach bekanntem Satz [pg. 105]: 

^i + f*2 + --. f*<J = 2^: L d log F(z), 

oder, weil bei einer positiven Umlauf ung von 9ia6 sämmtliche Ufer- 
linien der Ströme a^, 6x, und zwar die linken Ufer stromoftemrfe, 
die rechten stromaufwärts zu durchwandern sind: 

oder, mit Rficksicht auf (9.): 

1 *^^ 



fti 



+ ^...+^, = ^.^(0-/ rf[w,(A) + w«(9)]}, 

x=l l 6^ ' 

Google 
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also nach (B.): 

f*i + f»» • • • + ftrf = äii (^'*»» + 2a,j + . . . + 2app), 
also, weil a^ '^ a^j = . . . = Oj^ "^^ xi ist: 
(11.) fti + (»j... + (tj=l). Q.e.d. 

§2. 

FortsetBimg. Die Ntülpunkte der betraohteten: Thetafanotion. 

Es soll jetzt namentlich die ^Kige dieser unbekannten Nullpunkte 

* c, ,Cj,...C(j näher zu bestimmen versucht werden. Bezeichnet man 

die Bereiche von c^, c^, , . .es respective mit Uj, Ug, . . . Uj, und das 

nach Absonderung dieser Bereiche noch übrig bleibende Stück der 

Fläche SRaft mit ©: 

so sind nicht nur w^, Wg, . . . Wp und F, sondern auch p- auf © ein- 
deutig und stetig. Somit folgt [Satz (4.) pg. 196]: 

oder, was dasselbe ist: 

/^w,dlogF=0, 

oder, weil der Rand von @ theils aus dem Rande von 9ia&y theils 
aus den Rändern von U^, Ug, . . . Ud besteht: 

(13-) /« ^^'^logJ?'— 2 X Wadlog-F-0, wo <y = l,2,...i). 

In genau derselben Weise wie bei froherer Gelegenheit [vgl. 
(a.), (ß) pg. 286] findet man aber: 

J Wa d log F= 2X1. flxWa(Cx)] 
*^x 

80 dass also die Formel (13.) folgende Gestalt erhält: 

(14.) f*iWa(Ci) + ^2^<'(0--- + f*<^W^(<^<^) = 2^/„ w^dlogJ', 

WO (J = 1, 2, 3, . . . p. 
Ueberdies ist zufolge (11.): 

(14a.) f*i + f*8 + • . • + |t*<r =i>; 

so dass also durch die Nullpunkte e^^, Cg, . . . q im Ganzen j) ele- 
mentare Nullpunkte dargestellt sind. Bezeichnet man aber diese p 



Digitized by 



Google 



326 Dreizehntes Capitel. 

elementaren Nullpunkte (ihrer Lage nach) mit i^j, ly^» •••• Vp} ^^ 
gewinnt die Formel (14.) folgende Gestalt: 

(15.) Wa(^,) + Waif}.,) + W„{rip) = 2^ /gj (W« d log F) = Ja, 

wo Ja als Abbreviatur dienen soll für das rechts stehende Integral. 

Um den Werth dieses Integrales Ja zu entwickeln, mögen 

einige Hülfsformeln vorangeschickt werden. Bekanntlich ist [vgl. (9.)] : 

längs axi Wa(A) — Wa(p) = ßal, 'p?T = 1, 

längst.: w.(A)-w.(p) = 6.., ||) == .^^x " w,(Z) - w» ^ 

Hieraus folgt: 

längs ax : d log F{q) = d log F(A), 
^^'^ längs 5x : d log F{^) = d log i^(A) + 2d w. , 

wo dwx für dwx(X), oder, was dasselbe ist, für dwx(p) steht*). 
Bezeichnet man ferner die vier Eckpunkte an der Enotenstelle 
(«x; hx) mit ax, /Sx, yx, *x, so ergiebt sich sofort: 

/„^dlogF(A) = logJ|g, t 



/,^dlogF(A) = logJ|g 



Die Werthe der Logarithmen rechter Hand — — y-| .^ 
sind näher angebbar mittelst der Formeln 
(«.). Man erhält in solcher Weise: 



£» ^* 



1 



/ d log F(A) = 3fx 2«t + 2Gk - Wx(/Jx) — wx(ax), 

(y.) . 

j, dlogi^(A) = i^«2«i, 

^'x 

wo Mx, Nx unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Endlich ist nach 
(B.; pg. 324: 

{d.) /, dWx = — «xx = — Ä«. 



*) Es unterscheiden sich nämlicli die Werte w^(Z) und w^(rt, welche 
w^(;?) zu beiden Ufern des Stromes b^ besitzt, von einander nur durch eine 
Constante; so dass also dw^{l) = dWy(p) ist; vgl. z. B. (I.) pg. 234. 
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Dies vorangeschickt, handelt es sich jetzt um die Berechnung 
des in (15.) auftretenden Integrals: 



^"-T^iS^JodlogF. 



Da bei einer positiven Umlaufung von ^ab sämmtliche üferlinien 
der Strome a«, h und zwar die linken ^iromabioärts , die rechten 
stromaufwärts zu durchwandern sind^ so kann dieses Integral so 
geschrieben werden: 



x=p 



, ._ /^(w„a)dlogi^(A)-w„(9)cflogF(p)) 
"* '=* 1+ /j, (wa (A) d log f'CA) - w<,(p) d log J-Cp)) 






Hieraus folgt^ falls man F{fi) mittelst der Formeln (/3.) eliminirt: 
/ MA)-w„(p)]dlogJ'(A) 

"x 

+A ([w«(A) - w,(9)] d log F(A) - [2 w„((»)] d w,) 

oder, falls man in der letzten Zeile das [2wa(p)] durch 

[w„(A) + w„(p)J - [w„(A) - w„((>)] 
ersetzt, und überdies die Formeln (a.) berücksichtigt: 

/ a„x d log J-CA) 

X 

+L (6« [rflog ^XA)+dwx] - [w„(A) + w„(p)] dwx) 

also mit Rücksicht auf (y.) und (d.): 

x=p( «^x [Mx 2^1 + 2Gx — wx(ßx) - wx(ax)] 
•^^ = 8^,-2 j+ *^x [^x 2^i - Äi] - /^ [w,(A) + w,(p)] dw. 



oder, weil die a^yx^ mit Ausnahme von aaa, sämmtlich «= 0, dieses 
aaa SLber =^7ci ist: 



r L. V 



2 7E» 



X = l 



1 



Äi [Mo 2%i + 2Ga — Wa(/3a) — w„(«a)] j 

" 1 + 57&-X [iV, 2:ri - %i] - / [wa(A) + w^(())] rfwx) J ' 

x=l ^ ^x / 

oder, falls man besser ordnet: 
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Jo = Go- [ ^— + 2^ U + j ,^ ä^Ti ^^'^ jj 

oder; falls man den hier in der eckigen Klammer enthaltenen Aus- 
druck kurzweg [und zwar nach Riemann's Vorgang] mit Kc be- 
zeichnet: 

J„ = Ga — Ka+{Mani+ ^ Ny.b,a). 

Substituirt man schliesslich diesen Werth von Ja in die Formeln 
(15.), so gelangt man zu folgendem Satz: 
Satz. — Die Function 

(16.) F{z) = ^(w,(0)-G,, w,(^)-G„... i7p{z)-G,) 

besitzt auf 9fl im Ganzen p elementare NullpunJcte i?i, i?2> • • • ^p- ^^ 
Nul^inkte sind ihrer Lage nach unbekannt. Jedoch weiss man, dass 
zwischen ihnen und den gegebenen Constanten G^, G29 » - - Gp die Bela- 
Honen stattfinden: 

(17.) y^aini) + M%) . . . + Wa(l?p) ^Ga-Ka+ (Moni +5'^-^**-), 

<y = l,2,...|), 
wo Ka die Bedeutung hat: 

(18.) Ka 2 + j2^ \^ +J^^ 2- dw,) ; 

während die M, N unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 

Die Normalintegrale erster Gattung Wi(;2f), W2(z), ... w^(jj) 
sind früher in bestimmter Weise festgesetzt worden, abgesehen von 
noch unbestimmten additiven Constanteu [vgl. (20.) pg. 246]. Setzt 
man also: 

(A.) Wa(;ef) = Te, + a}a(^), (J= 1,2, ...|>, 

so darf man die Gia{z) als völlig fixirte Functionen ansehen, falls 
man nur gleichzeitig die Va als willkürliche Constanten auffasst. 

Die gegenwärtigen Untersuchungen können nun durch eine 
zweckmässige Wahl dieser Va einigermassen vereinfacht werden. 
Substituirt man nämlich in der Formel (18.) für Wa(z) und Wjt{s) 
die Werthe: 

Wai^) = Ta + a)a(^), 
(B.) w^{z) == T;, + Ox(^), 

dw^^z) = day(z), 
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und nimmt man dabei Rücksicht auf die Formel (S,) pg. 326, so 
erhält man: 

z, = (i-i>)r,,+ 

+ L — i — + j; u + j 6, — -^^i — ^""^n ' 

wo der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck als eine jenen 
fixirten Functionen o zugehörige Constante zu bezeichnen ist. Man 
(20.) kann somit die in (19.) enthaltene willhiirliche Constante Va der 
Art tmhlen, dass Ka verschwindet 

Solches ausgeführt gedacht, reduciren sich die Formeln (17.) auf: 

(21.) W^(l?0 + Wain,) + . . . + Wainp) = Ga+ (MalCi + ^^N, &xa) ; 

so dass also der vorhergehende Satz die einfachere Gestalt gewinnt: 
Einfachere Form des Satzes. -- Die Function 

(22.) F{z) = ^ (w,(;.) - G,, w,(z) -G,, ... w,(,) - G,) 

hesitet auf der Fläche JR im Ganzen p elementare Nullpunkte: i^,, rj^, 
. . .rjp. Diese Nullpunkte sind ihrer Lage nach unbekannt. Jedoch 
weiss man, dass zwischen ihnen und den gegebenen Constanten G^, G^j 
. . .Gp die Relationen stattfinden: 

(23.) Wff (i^i) + wa(%) . . . + Waivp) = Go + yM„ 7t i + ^ N^bxa) , 

tf=l,2, ...p, 
wo die M, N unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 

Dabei ist Vorausgesetzt, über die in yri{z), "w^^z), ... Wp(jef) 
enthaltenen additiven Cotistanten sei in ganz bestimmter Weise ver- 
fügt worden y nämlich in solcJter Weise, dass die Biefnann' sehen K's 
verschwinden; vgl. (20.). 

§3. 
Abgekürzte BezeichntuigsweiBe. 
Erste Abkürzung. — Es mag hinfort 

geschrieben werden. Nach dem Theorem pg. 319 ist alsdann z. B. 

(24.) ^(-üa) = »{Ua). 

Betrachtet man ferner zwei Systeme von Argumenten ?/,, f/g, . . . 
Up und Vi, V^j...Vp, zwischen denen die mit irgend welchen 
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ganzen Zahlen m^, m^^ . . . nip, n^, n,, . . . ftp behafteten Relationen 
stattfinden: 
(25.) Va~Ua + {ma vci + U^nxha), <y = 1 , 2, . . . jp, 

80 ist zufolge jenes Theorems pg. 319: 

(26.) »(Va) = »(üa) e" ^^""^ ^^' +^o + ^a «0^ 

Mit andern Worten*): Sind TJ^y l/g, ... Up beliebig gegebene Crrössen, 
und m^y m^y . . . nip, n^y n^y . , , np beliebig gegebene ganze Zahlen y so 
findet stets die Formel statt: 

(27.) # {Ua + ma ni + i:.n.b.a) = ^{Uo) e-^o^o^^Ua + ^rn^^i + ^n^nKa\ 

Denkt man sich endlich die Formel (27.) successive fQr irgend 
zwei Grosseusysteme C/j, Z/g, . . . f/p und Z//, f V; • • • ^p hingeschrieben, 
und die in solcher Weise sich ergebenden beiden Gleichungen durch 
einander dividirt, so erhält man die Formel: 

Dabei sind in all diesen Formeln (25.)— (28.) die Summationen 
ausgedehnt zu denken über x = 1, 2, . . . jp, respective über 
tf = l,2,...j?. 

Zweite Abkürzung. — Stehen irgend zwei Grössensysteme 
Uly U^y ' . ' Up und V^yV^y . . .Vp in solcher Beziehung zu ein- 
ander^ dass 

^1 = C^i + ^1 ^i + ^Ai + ^hi • • • + Wp&pi, 
(29) ^2 = C^2 + ^2 ni + nyb^^ + n^b^^ . . . + npbp^y 

Vp= Up + mp ni + n, b^p + n^b%p . . . + npbpp 
ist, wo die w, » ganze Zahlen sind, so sollen T^y F^, . . . Vp isu 
U^y C/j; • • • Up congruent genannt werden. Und diese Congruenz 
soll angedeutet werden durch die Formel: 
(30.) Va"^Uay = ly2y.,.p. 

§4. 
Beüäufige Sätze. 

Aendert man die in der Function (22.): 
F(z) = a (wo{0) - G„) 
enthaltenen Constanten G^yG^j . . .Gpy so werden ihre p (unbekann- 
ten) Nullpunkte Vi7V2f'Vp ^™ Allgemeinen ebenfalls irgend welche 

*) Die netie Formel (27.) ergiebt sich nämlich aas (25.) und (26.) durch 
Elimination der F's. 
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Verschiebungen erfahren. Doch giebt es gewisse Abänderungen jener 
Constanten, welche keine solche Verschiebungen veranlassen. So 
z. B. gilt folgender Satz: 

Satz. — Sind irgend zwei Constantensysteme Gy,G^^. . ,Gp und 
Gr/, Gg', . . .Gp unter einander in der Beziehung 

(31.) Ga=Ga\ tf=l,2,...i), 

so findet zwischen den zugehörigen Functionen 

(32.) F{z) = ^{Wa{z)-Ga) und r{z) = » (Waiz) -- Ga) 

die Beziehung statt: 
(33.) r(0)^F{z)E(z), 

WO E{z) eine auf ^tab eindeutige, stetige und nichtversdiunndende 
Function bezeichnet Demgemäss sind also die Nullpunkte der beiden 
Functionen F{z) und F'{z) unter einander identisch. 

Beweis. — Die vorausgesetzte Congruenz (31.) drückt sich ans 
mittelst der Formeln: 

^; - ^a - i^a «» + ^x N.Ka)^ <F == 1, 2, . . . p, 
WO die M^ N irgend welche unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Hieraus 
aber folgt, falls man mit (— 1) multiplicirt, und auf beiden Seiten w^(^) 
zuaddirt: 

tw„(«) - (?;] = [w„(z) - G„] + {M„ ni + S, ^^„)', « - 1, 2. ... p. 
Znfolge dee Satzes (25.), (26.) ist daher: 

V^?^^^J) =. e- ^a Na [2w„(i;) - e„ - G„' + M„ ni\ 
9(w„{z)-0„) > 

die Sammation im Exponenten hinerstreckt gedacht Aber « = 1, 2, . . . p. 
Der hier auf der rechten Seite stehende Ausdruck besitzt also die Form: 

wo die K'i Constanten sind, und repräsentirt also [Satz pg. 273] eine auf 
9t^ eindeutige f stetige und nichtverschwindende Function. Bezeichnet man 
dieselbe mit E{z), so erhält man also: 

* (w («) - G„') = * (w„(z) - (?„). E(^). 
Hiermit aber ist der Satz (33.) bewiesen. 

Ein zweiter Satz, der mit dem vorigen wenigstens äusserlich 
eine gewisse Aehnlichkeit besitzt, und ebenfalls sehr leicht zu be- 
weisen ist, lautet folgendermassen: 

Versteht man unter 2(?i, 2G^, . . . 2G?p und 2G/, 26^/, . . . 20/ 
ztvei unter eina/nder congruente Constantensysteme: 

(34.) 2Ga = 2Ga + (Ma7ti + Nibia + N2b2a... + Npbpo)i (y=l,2,...^, 
so repräsentirt der Äusdnick 
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(36.) «(,)_ (♦_<;j;;^^^.''.-.(.)+^.-.c)-.-+^,V'))' 

eine auf 9i reguläre Function 2p^ Ordnung. 

Bezeichnet man die elementaren Nullpunkte der Functionen 

^ (w^W - Go) und ^ iwa(js) — Ga') 
(36.) respective mit V17V2} - ''Vp **^ %'? Vif • • • Vpj ^^ **^^ ^*6 Ordnungs- 
zahl von <t>{z) in ijj, %> • • • Vp ^^ Werth 2, femer in ly/, i^,', ... 1?/ 
cfen TTertt — 2, «nd m aZfen übrigen Punkten der Fläclte SR den 
Werth /*afen. ÄoWfe zußlligcr Weise einer der Punkte ij^, i^j . . . ifc 
wi^ eenew rfcr Punkte iy/, %', ... ijp' zusammen faUen, so wird die 
Ordnungszahl von <t>{z) in einem solclien Punkt =2 — 2, d.i. =0 sein. 

Beweis. — Daas die Function <t>{z\ (36.), auf der Fläche 51^^ reguttr, 
und daselbst mit den genannten Ordnungszahlen behaftet ist, abersiehi 
man sofort; [vgl. die Sätze (8.) und (22.), sowie auch den frfiheren Satz 
auf pg. 278]. Zu beweisen bleibt daher nur noch, dass sie auch auf der 
tMversehrten Fläche 31 regulär ist. Und zu diesem Behuf muss gezei^ 
werden, dass ihre Werthquotienten in den Schnitten a, b sämmtlich «» 1 sind. 

Sind nun X und q zwei zu beiden Ufern des Schnittes a^ einander 
gegenüberliegende Punkte, so ergiebt sich aus (85.), mittelst des Satzes (8): 

(a.) längs a^: ^pr =^^6*;=« « =1. 

Desgleichen ergiebt sich, falls X und 9 zwei gegenüberliegende Uferpunkte 
des Schnittes b^ vorstellen: 

also, falls man fdr {2G^ — 2GJ) den aus (84.) folgenden Werth sub 
stituirt: 

Diese Formeln (a.) und (ß.) zeigen, dass die in Bede stehenden Werth- 
quotienten in der That => 1 sind. — Q, e. d. 

Ein dritter Satz endlich ergiebt sich aus dem vorhergehenden 
durch Specialisirung. Macht man nämlich in (34.) die Zahlen N 
sämmtlich = 0; setzt man also 

2GJ = 2Ga + Mam, 
d. i. 

SO gelangt man zu folgendem Resultat: 

Sind Gy, G^y . , . Gp beliebig gegebene Constante, und Jfi, 3^, 
. . .Mp beliebig geg^>ene ganze Zahlen, so repräsentirt der Ausdruck 
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(37.) 0W-A, X'-W-«.) Y 

eine auf 9fl reguläre Function 2jp*®' Ordnung. 

Bezeichnet man die elementaren Nullpunkte der Functionen 

^{Wa{z)-Ga) und ^(wa{z)-[Ga + Ma''^'Jj 

respective mit i?i, i?2, ... rip und %', 1^2% . . . i^p', 50 wird die Ordnungs- 
Sfohl von (t>(js) in i^j, %; . • . Vp <^ Werth 2, femer in iy/, iy/, . . ^rjp 
den Werth — 2, wnrf in aUen übrigen Putzten der Fläche 91 den 
Werth ÄoJe». 

Eine auf SR reguläre Function von z ist aber [Satz pg. 122j 
nothwendiger Weise eine algebraische Function von js. Aus dem vor- 
stehenden Satze folgt daher^ dass die Function <t>(0) eine algebraische 
ist. In der That werden wir weiterhin diese zwischen und e vor- 
handene algebraische Abhängigkeit, wenigstens in speciellen Fällen, 
wirklich anzugeben im Stande sein. 

§ 5. 

Das Hauptresnltat der bisherigen Unterauohxingen. 

Die Constanten G^, Gg, , , , Gp können, wie sich später [vgl. 
(23.) pg. 347] zeigen wird, der Art fixirt werden, dass die Function 

iäentisch = wird, also stets verschwindet, welche Werthe man dem 
z auch zuertheilen mag. Eine solche scheinbare Function F{e) sub- 
ordinirt sich offenbar nicht mehr den bisherigen Betrachtungen, 
namentlich z. B. auch nicht den Sätzen (8.) uod (22.). Und dem- 
• gemäss haben wir diese Sätze, falls sie wirklich correct sein sollen, 
mit der nöthigen Reserve auszusprechen. Wir gelangen so (unter An- 
wendung der abgekürzten Bezeichnungsweise) zu folgendem Theorem. 
Theorem. — Benkt man sich p Constanten 6rj, Gg, , , ,Gp der 
Art gewählt^ dass die Function 
(A.) F(z) = HM^) - Ga) 

nicht identisch «» ist, so tvird dieselbe auf der gegebenen Bie- 
mann'schen Kugelfläche 91, abgesehen von den Curven bx, eindeutig 
und stetig, in jenen Curven aber mit folgenden Quotienten behaftet sein: 

länas b • ^'^ = e^^-'-^x^^^-^'^'^ 



Digitized by 



Google 



334 Dreizehntes Gapitel. 

Dabei bezeichnen X und q irgend moei am Unken und rechten Ufer der 
Curve fex einander gegenüberliegende Punkte. 

Ferner wird alsdann diese Function F{0) auf der Fläche 9i im 
Ganzen p elementare Nullpunkte: i^^, ri^j * • -Vp besitgen. Diese NuUr 
punkte sind ihrer Lage nach unbekannt Jedoch weiss man, dass wün- 
schen ihnen und den gegebenen Constanten G^, G^, , . .Gp die Bda- 
tionen stattfinden: 
(C.) Wa(i?i) + yra(%) ... + wa(rjp) ^ G^a, tf = 1, 2, . . .p. 

Man weiss hingegen z, B, nicht, ob diese Nullpunkte durch die vor- 
stehenden Relatiotien (C.) eindeutig bestimmt sind. Möglicher Weise 
existiren also, ausser diesen Nullpunkten j noch irgend welche andere 
Punkte, die ebenfalls den Relationen (C.) Genüge leisten. 

Dabei ist vorausgesetzt, die in ^^(z), Wg(;sr), . . . Wp(z) enthal- 
teilen additiven Constanten seien in solcher Weise fixirt worden, dass die 
[in (18.) pg. 328 angegebenen] Constanten: 

(D.) Ka = "^K)+w^(P.) «Jf (K. ^ .1^ r wj(X)+w>) ^^ \ ^ 

2 ^^j \ 2 niJ 5^ 2 / 

entweder geradezu verschwinden, oder wenigstens den Formeln ent- 
sprechen: 
(E.) Ka--0, 6 = l,2,,..p. 

Das vorstehende Theorem dürfte als das Hauptresnltat der Artikel 
17—22 der berühmteD Riemann'schen Abhandlung zu bezeichnen sein. Die 
genannten Artikel 17—22 (Ges^ Werke pg. 120 — 127) bieten dem Verstand- 
niss keine erhebliche Schwierigkeit dar. Alsdann aber findet beim Ueber- 
gang zu den folgenden Artikeln 23, 24 etc. ein plötzlicher Sprung statt; 
wie Jeder bemerkt haben wird, der dem Studium der Riemann*schen Ab- 
handlung mit gebohrender Sorgfalt sich hingegeben hat. 

Jener plötzliche Sprung würde beseitigt, und eine legitime nnd con- 
tinuirliche Schlnssfolge hergestellt werden, falls es nur gelingen wollte, 
zu zeigen, 

dtus die Nullpunkte rji, rj^, . . > rj der Function F{z) , durch pcw- 
(S.) sende Wahl der Constanten G^, G^, . . . G , in beliebig vorgeschrie- 

bene Lagen hineingedrängt werden können. 

Versucht man aber diesen noch fehlenden Satz (S.) zu beweisen, so 
wird man auf mancherlei Schwierigkeiten stossen. 

So z. B. wird bei dem Beweise, den ich in der ersten Auflage dieses 
Werkes [Leipzig, bei Teubner 1866, pg. 484 — 486] für den Satz (8.) mn 
geben versucht habe^ stillschweigend vorausgesetzt, dass die Nullpunkte 
Vii i?2 , ' ' ' rjp der Function F{e) bei einer Aenderung der Constanten G^ , 
G^y , . , G sich immer nur stetig verschieben können. Solches aber wirk- 
lich darzuthun, dürfte seine Schwierigkeit haben, namentlich in den Fällen, 
wo bei einer Aenderung jener Constanten die Nullpunkte theilweise snr 
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Coincidenz kommen, um sodann später, bei einer weiteren Aenderung jener 
Constanten, sich wieder Ton einander zu trennen. Und derselben Schwie- 
rigkeit begegnet man auch dann, wenn man den Satz (S.) mittelst der- 
jenigen Methoden zn begründen sucht, welche Riemann selber in seiner 
Abhandlung über das Verschwinden der Thetafunctionen ezponirt hat 
[1866. Ges. Werke pg. 198 etc.]. 

Aber selbst hlerron abgesehen , stellen einer einwurfslosen Begründung 
des Satzes (S.) noch andere Schwierigkeiten sich entgegen. Nimmt man 
nämlich an, es sei bereits bewiesen, dass die Nullpunkte, bei einer Aen- 
derung der Constanten O^, G^^ . . . G^, nur in stetiger Weise sich ver- 
schieben*), es seien also die Nullpunkte der Function 
(«0 F(z)^»iw^(z)-G^) 

von denen der Function 
(ß-) F, (z) - *(w„(«) - [G„ + dff J) 

nur unendlich wenig verschieden, und es seien demgemäss die Nullpunkte 
der erstem Function mit i?i, ijj , • - » Vpi ^^^d die der letztem mit ij, +fl5ij, , 
Vi + ^V%> • • • Vp + ^^p bezeichnet, so ergeben sich allerdings, mittelst 
des Theorems (C), die Formeln: 



(y-) 




(*•) 


= l, 2, ...pi 
woraoB doich Sabtraction folgt: 

▼o' {n,)dVi + yfgiV») drh. .. + Wg (Tip)dVp »- äG„ , 


(£■) 


«-l,2,...p, 
fiüls D&mlich cur Abkfirznng 



iv) 



gesetzt wird. Da aber [wie oben hervorgehoben wurde'] in Frage steht, 
ob die Nullpunkte von F{z) durch die Formehi (C.) eindeutig bestimmt 
sind, so überträgt sich dieser Zweifel offenbar auch auf die Formeln (y.), 
(9,) und (£.). Fs steht also e, B. in Frage, ob die unendlich kleinen Zu- 
wüchse dri^, dfjj, . . . drj durch die p GUichwngen {$.) eindeutig be- 
stimmt sind. Und um diese Frage zu erledigen, würde die Determinante 

<(^l) Wj'(l?,) . . . W,'(7? ) I 



^p(.Vx) ^piVi) • • • V^V ! 



ZU untersuchen sein. In der That würden jene drji, drj^, . . , dri durch 
die p Oleichungen («.) eindeutig bestimmt sein, falls sich nachweisen liesse, 
dass diese Determinante stets von verschieden ist. Dies aber ist weder 



*) Auch wird solches zu beweisen in der That wohl möglich sein mittelst 
der von mir im sechsten Capitel dieses Werkes angegebenen neuen Methoden. 
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beweisbar, noch überhaupt richtig; denn die Determinante verschwindet 
z. B. , wenn zwei der Punkte 17, , 17, , • • • ^p n^it einander coincidiren. 

Hiermit dürften die Schwierigkeiten, welche einem befriedigenden 
Beweise des Satzes (S.) sich entgegenstellen, und auf welche, meines Wis- 
sens, bis jetzt von keinem Autor näher eingegangen ist, einigermassen an- 
gedeutet sein. 

Nach vielen vergeblichen AnstrenguDgeo zur Ueberwindung dieser 
Schwierigkeiten habe ich mich schliesslich veraulasst gefundeo, den Satz 
(S.) vorläufig ganz fallen zu lassen, und den Uebergang zu den Riemann- 
schen Artikeln 23, 24 etc. auf einem andern Wege zu versuchen. Dieser 
Weg, bei welchem der Satz (S.) nicht zu Anfang, sondern erst im iceüe- 
ren Verlauf der anzustellenden Betrachtungen zum Beweise gelangt*), soll 
in den folgenden Paragraphen dargelegt werden. Dabei sei noch bemerkt, 
dass eine vorläufige Mittheilung über den hier einzuschlagenden Weg von 
mir bereits erfolgt ist in den Berichten der Eönigl. Sachs. Ges. d. Wiss. 
vom 10. Decbr. 1883. 

§6. 

Betraohttmgen für den speoiellen Fall j> = 3. 

Wir setzen jp = 3, verstehen also unter 

^'{Ua) die Function »(U^, U^, U^). 

üebrigens werden die Resultate, zu denen wir für |> == 3 gelangen, 
später sofort auf den Fall eines beliebigen p übertragbar sein. 

Es seien irgend drei Constanten A^^ A^, A^ gegä)en, von solcher 
(1.) Beschaffenheit, dass ^{Aa), mithin aucfi ^( — Aa) von NuU verschie- 
den ist 

Markirt man also auf 91 einen festen Punkt x in willkürlicher 
Weise, so wird 

F(0) = HM^) - [WaW + Aa]) ; 

im Punkte z = x den von Ntdl verschiedenen Werth ^{ — Aa) an- 
nehmen, mithin zur Kategorie derjenigen Functionen gehören, die 
nicht identisch Null sind, und die also dem Theorem pg, 333 sich 
ohne Weiteres subordiniren. Zufolge dieses Theorems besitzt daher 
F(js) auf SR im Ganzen drei elementare Nullpunkte 1?, 1?', ij", die zu 
den in F(0) enthaltenen Constanten [wa(x) + ^a] in der Beziehung 
stehen: 

Wa(l?) + W^(l^') + Wa(l2") = Wa(x) + A^, 

somit ergiebt sich der Satz: 



*) Es ergiebt sich n&mlich die Richtigkeit des Satzes (S.) mittelst des 
Theorems (22.), pg. 347. 
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Entsprechen dreiConstanten A^yA^,A^ der Bedingung*) '9'(Ja)=^=0, 
oder^ was dasselbe, der Bedingung %'{ — Aa)^=i^O, so können dieselben 
stets in folgender Weise dargestellt werden: 

(2.) Aa = - w.(x) + W,(l?) + W,(l^') + W,(l^"), 

(1=1,2,3, 

wo von den vier Tunkten x und i?, ri', i?" der erste ad libitum zu • 
wählen ist. 

Es seien jetzt B^yB^, B^ und Cj, C,, C^ beliebig gegebene Con- 
stanten. Welche Werthe dieselben auch haben mögen, stets werden 
die Ausdrücke 

^(Ba + Z) und ^{Ba + C„ + Z) 

durch VergrösseruDg von Z beliebig gross gemacht werden können, 
wie solches aus der Natur der Function -d* unmittelbar folgt Denkt 
man sich nun dieses Z so gross gemacht, dass beide Ausdrücke 
=1=0 sind, so ist [zufolge des Satzes (2.)]: 

Ba + Z^Wa (rf) + W<,(iy') + Wa(l?") — Wa(x), 

und ebenso: 

Ba + Ca + Z— W.(H) + Wa(H') + Wa(H") - W,(K), 

^^ Vf V'> v'f ^ '^^ H; H'> H'j K passend zu wählende Punkte vor- 
stellen. Aus den beiden letzten Formeln folgt durch Subtraction: 

^ __ I IM») + w.(H ') + w. (H") + w. (x)] ) 

' l - [Wa (V) + W. (1?') + W. (1?") + W. (K)] ) ' 

SO dass man also, unter nachträglicher Abänderung der Buchstaben^ 
zu folgendem Satz gelangt: 

Drei gang beliebig gegebene Constanten C^, C^, C^ sind stets in 
folgender Form darstellbar: 

(3 ) C -=^l •^''^(') + ""^("'^ + ""' ^'"^ + ""^ ^'"'^^ 1 

' 1 - [w.(d) + Mä') + w.(0 + w.(rf"OJ I ' 

tf = 1,2,3, 

wo Cy e\ c", c"' und d, d\ d'\ d*" passend zu wahlende Funkte vor- 
stellen. 



*) Ebenso wie das Zeichen e» zur Bezeichnung der Gleichkeit dient, ebenso 
soll andererseits das Zeichen =|= zur Bezeichnung der Ungleichheit dienen. 

Koamann, Abel'icho Integralo. 8. Anfl. 22 
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§7. 

Fortsetzung der den speciellen Fall p = S betreffenden 
Betraohtnngen. 

Wir wollen jetzt insbesondere solche Constanten A^, A^, A^ 
untersuchen ; die der Bedingung 

(4.^ #(^a) = H- ^o) = NuU 

entsprechen. Dabei sind mehrere Fälle zu unterscheiden, je nach 
der BeschaflFenheit der mit A^^ A^^ A^ behafteten Ausdrücke: 

<t) ='9-(w^(c) — Wa(y) — ^a), 

Ol = ^{yro{c) + wa(ci) — Wa(y) — Wa(yi) — Aa), 

(5.) 0g = ^{^aip) + Wa(C|) + Wa(Ca) — Wa(y) — W^rf^i) — WaC^g) —Aa), 
<t>«= '9"(Wff(c) + Wa(q)... + Wa(c„) — Wa(y) — W<;(yi)... — Wa(yn) " ^o), 



hier sollen c, Cj, c^, . . . c«, . . . und y, y^, ^a; • • • y«? • • • irgend 
welche Punkte auf der Fläche 9i vorstellen, die auf dieser Fläche 
beliebig verschiebbar sind. 

Was zuvörderst den Ausdruck betrifft, so wird entweder irgend 
ein Lagensystem der beiden Punkte c, y existiren, für welches O =4^ 
ist. Oder aber es wird stets = sein, welche Lagen man jenen 
beiden Punkten auch zuerth eilen mag. In solcher Weise ergeben 
sich zwei Hauptfälle, die angedeutet werden können durch die For- 
meln: 

L <t)=|=0, 

IL stets — 0. 



(6.) 



Der letzte Fall kann von Neuem in zwei Fälle zerlegt werden, je 
nach der BeschafiFenheit des Ausdruckes O^. Entweder wird näm- 
lich irgend ein Lagensystem der vier Punkte c, c^, y, yi existiren, 
für welches <t)| =4= ist. Oder aber es wird 0i stets = sein, welche 
Lage man jenen vier Punkten auch zuertheilen mag. Demgemäss 
ergeben sich jetzt im Ganzen drei Fälle, die angedeutet werden kön- 
nen durch die Formeln: 

L <t)=|=0, 
(7.) 'IL stets = 0, <!),=#= 0, 

IIL stets = 0, 01 stets = 0. 
Der letzte dieser Fälle kann seinerseits von Neuem in zwei Fälle 
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zerlegt werden^ je nach der Beschaffenheit von <t>2) wodurch sich 
alsdann im Ganzen vier Fälle ergeben: 

T. <t>4=0, 

IL <t) stets = 0, Ol 4=0, 

III. <t) stets = 0, 01 stets = 0, 08=1=0, 

IV. stets = 0, 01 stets = 0, 0^ stets = 0. 

Zerlegt man jetzt den letzten Fall von Neuem in zwei Fälle, je 
nach der Beschaffenheit von 08, so erhält man im Ganzen fünf 
FäUe: 

I. 04=0, 

IL stets = 0, 01 4=0, 
(9.) IIL stets =0, 01 stets = 0, 0,4=0, 

IV. stets = 0, 01 stets = 0, 0^ stets = 0, 03 4=0, 
V. stets = 0, 01 stets = 0, 02 stets = 0, 03 stets = 0. . 

All diese Formeln (6.), (7.), (8.), (9.) sind nur andeutender Natur, 
und, ohne grosse Weitläufigkeit, wohl auch schwerlich präciser ausdrück- 
bar. Es ist eben im Ged&chtoiss zu behalten, dass z. B. durch „<t>=|=0" 
angedeutet sein soll, es ezistire irgend ein Lageneysiem der beiden Punkte 
c, y, für welches nicht yersch windet; und dass andererseits durch 
„<t> stets =» 0" angedeutet werden soll, es existire kein derartiges Lagen- 
System der Punkte Cy y^ es sei vielmehr <t> stets «» o, welche Lage man 
den beiden Punkten auch zuertheilen mag. Analoge Bedeutungen haben 
die Formeln ,,<t>, =|= 0*' und „<t>i stets « 0" mit Bezug auf die vier Punkte 
c, C|, y, 71- — U. s. w. ü. s. w. Im Folgenden werden übrigens statt der 
Buchstaben CyCiy.,.yyyiy... zuweilen die Buchstaben z^z^^ ... f , f, , ... 
gebraucht werden. 

Durch die Eintheilong (6.) sind offenbar alle überhaupt nur 
denkbaren Fälle erschöpft. Gleiches gilt von der Eintheilung (7.), 
ebenso von (8.) und von (9.). Wenn wir also z. B. die in (9.) an- 
gegebenen fünf FaXle der Reihe nach discutiren, so werden wir hier- 
mit alle überhaupt qioglichen Fälle erschöpfen. Dies wollen wir in 
der That thun^ indem wir jene fünf Fälle der Reihe nach durch- 
mustern. 

L Fall. — Alsdann sind, nach (9,), zwei Punkte c, y angebbar, 
für welche die Formel <!> =|= 0, d. i. die Formel 

(A.) ^ (Wa(c) - Wa(y) - ^a) =#= 

stattfindei Diese beiden Punkte c, y wirklich markirt gedacht, wird 
also die Function 



22* 

Digitized by 



Google 



340 Dreizehntes Gapiiel. 

im Punkte = c nicht verschwinden^ mithin zur Kategorie derjenigen 
Functionen gehören, die dem Theorem pg. 333 sich snbordiniren. 
Zufolge dieses Theorems besitzt daher F{z) auf 9i im Ganzen drei 
elementare Nullpunkte. Einer derselben liegt in y; denn fürj? = y 
geht F{z) in ^(— Aa) über, und dieses ^(— Aa) ist = [zufolge 
der Voraussetzung (4.)]. 

Bezeichnet man die beiden übrigen Nullpunkte mit 9} und fi\ 
so finden, zufolge des citirten Theorems, die Formeln statt: 

wa(y) + yfa(ji) + y^ain) = ^a{y) + A„, 
woraus folgt: 

(A A.) ^a — y^a(v) + Wct(i?')- 

IL Fall. — Alsdann ist, nach (9.), <t> stets =0, d. i. 
(B.) ^{wa{0) — w„{t) — Aa) stets = 0; 

und gleichzeitig sind alsdann, nach (9.), vier Punkte c, Cj, y, y, 
angebbar, für welche die Formel 0^ =4= 0, d. i. die Formel 
(B'O ^ {wa(c) + wa(c,) - w^Cy) — Wa{y,) - ^^) =1= 

stattfindet. Diese vier Punkte wirklich markirt gedacht, hat also 
die Function 

F{0) = HM^) + M<^i) - waCy) - Mvi) ~ ^a) 

im Punkte = c einen nicht verschwindenden Werth. Sie subordi- 
nirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt daher auf 91 im 
Ganzen drei elementare Nullpunkte, von denen übrigens zwei sofort 
angebbar sind, nämlich in y und y^ liegen [wie aus-(B.) folgt]. 

Bezeichne't man also den dritten Nullpunkt mit 17, so werden für 
y, yy und 97, zufolge des citirten Theorems, die Formeln stattfinden: 

Wa(y) + Wa(yi) + Wa(l?) == — Wafe) + Wa(y) + W^CyJ + Aaj 

woraus folgt: 

(BB.) Aa = Wa(c,) + Wa{ri). 

Erläaternng. — Wir haben soeben behauptet, daas ewei NaUponltte 
der Function F{z) unmittelbar angebbar seien, nämlich in y und y^ lie- 
gen. Diese Behauptung würde hinfällig werden, falls y und y, mitein- 
ander coincidiren sollten; so dass also unsere Betrachtung der allgemeinen 
Gültigkeit zu entbehren scheint. 

Nimmt man aber an, die Prämisse (B*.) sei erfüllt für £wei mitein- 
ander coincidirende Punkte y, yi, es sei also der Ausdruck 
(a.) «• (w^(c) + w^(Ci) - 2 w^(y) - A„) =]= 0, 

so wird der Ausdruck 
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von jenem Ausdrucke (a.) nur unendlich wenig verschieden^ mithin eben- 
falls =\= sein. Dabei ist unter (y + dy) ein beliebiger Nachbarpunkt 
von y zu yerstehen. 

Ist also die Prämisse (B'.) für zwei miteinander coincidirende Punkte 
y» Ti erfüllt, so werden stets zwei nicht coincidirende Punkte y, yj an- 
gehbar sein, für welche sie ebenfalls erfäüt ist. Und hieraus folgt, dass 
die vorhin angestellten Ueberleguugen ausnahmslos gültig sind. 

III. Fall. — Alsdann ist, nach (9.), 0^ stets =0, d. i. 

(C.) » (Wa(^) + Wai^i) — Wa(g) — W^ (gj — Äa) stets =- 0; 

und gleichzeitig sind alsdann, nach (9.), sechs Punkte c, q, c^, 
y, yi, yg angebbar, für welche die Formel <t>^ =4= 0, d. i. die Formel 

(C) »iWa(c) + Wa(Ci) + Wa(Cg) - Wa{r) - WaC^i) - Wa(y2) — Äa) =|= 

stattfindet. Dabei können die drei Punkte y, 7^1,^2 ^^^ ^^^ einander 
verschieden angesehen werden [zufolge der vorhergehenden Erläu- 
terung]. 

Alsdann aber hat die Function 

im Punkte ;g? = c einen nicht versdimndenden Werth [wie aus (C.) 
folgt]. Sie subordinirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt 
daher drei elementare Nullpunkte, die übrigens sofort angebbar sind; 
nämlich in y, yj, y^ liegen [wie aus (C.) folgt]. 

Nach dem genannten Theorem finden daher die Formeln statt: 

Wa(y) + ^ain) + WaCyg) = 

woraiv folgt: 

(C C.) Aa ^ y^a (Pi) + Wo (Cg) . 

IV. Fall. — Alsdann ist nach (9.), Og stets = 0, d. i. 
(D.) ^( M^) + M^.) + M^.) >|3tets=0; 

und gleichzeitig werden alsdann, nach (9.), acht Punkte c, c^, Cg, c^, 
y, yj, yg, yg angebbar sein, für welche die Formel (1)3=4=0, d. L 
die Formel 

^— W(T(y) — Wo (yi) — w,, (yg) — WaCyg) — -ä^/ 

stattfindet Dabei können die vier Punkte y, y^, yg, yg stets als 
von einander verschieden angesehen werden [zufolge der Erläuterung 
. auf pg. 340]. 
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Alsdann* hat die Function 






wa(y) — wa(yi) — Wo (ya) — w^C^s) — ^<,>^ 

im Punkte e = c einen nichtverschtoindenden Werth [wie aus (D'.) 
folgt]. Sie subordinirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt 
daher dm elementare Nullpunkte. Dies aber steht im Widerspruch 
mit der Thatsache, dass die Function jP(jef) in den vier Punkten y, 
yij y%> y% ^u Null wird [wie solches unmittelbar aus (D.) sich er- 
giebt]. Die Annahme dieses IV. Falles fährt also zu einem Wider- 
spruch. Folglich ist der IV. Fall unmöglich. 

V. Fall. — Alsdann ist, nach (9.), % stets = 0, d. i. 

(E.) ^ / ^- W + ^'^ (^l) + ^^'C^^) + ^«^(^3) \ 3t^t8 «= 0. 

\— Wa (9 — Wa (ii) — Wer (gj) — W^ (^3) — AJ 

Sind nun B^, B2, B^ ivillkürUch gewählte Constanten, so wird man 
die acht Punkte 0, ^i, ^29 ^S7 ty tit ti} &* [zufolge des Satzes (3.)] 
stets so placiren können, dass sie, in Verbindung mit den gegebe- 
nen Constanten A^, A^, A^y den Formeln entsprechen: 

1- Mt) - Mti) - MQ - MWV 

wodurch die Formel (E.), [vgl. (25.), (26.) pg. 330], übergeht in: 

'9*(jBa) stets = 0; 

was nicht möglich ist, weil B^, B^, B^ ganz mUkürlich gewählte 
Constanten vorstellen. Der V. Fall führt also zu einem Wider- 
spruch, und ist daher unmöglich. 

Von den fünf Fällen, die auf Grund unserer Voraussetzung (4.): 

(^{Aa) = 

discutirt sind, und die zusammengenommen alle überhaupt denkbaren 
Fälle erschöpfen, haben sich also die beiden letzten als unmöglich 
herausgestellt, während die drei ersten zu den Formeln (AA.), (BB.), 
(CC.) hinführten: 
(AA.) Aa ^ Wa{ri) + Wa(l^'), 

(B B.) Aa ^ w^(ci) + Wa(ri)y 

(CC.) Aa^MCl)+M(^)' 

Demgemäss gelangt man zu folgendem Satz: 
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Entsprechen drei Constanten A^, Ä^, A^ der Bedingimg ^{Aa)^=Oy 
so können dieselben stets in folgender Weise dargestellt werden: 

(10.) Aa = ^a{c) + YIa{c), (T = 1, 2, 3, 

WO c und c' passend m wählende Funkte vorstellen. 

§ 8. 
Allgemeine Sätze über die ThetafanotioneD. 

Dass die in den beiden vorhergehenden Paragraphen erhaltenen 
Resultate sofort auf den Fall eines beliebigen p übertragbar sind, 
unterliegt keinem Zweifel. Man gelangt in solcher Weise, von (2.) 
und (10.) aus, zu folgenden Sätzen: 

Erster Satz. — Entsprechen die Constanten A^, A^, , , . Ap der 
Bedingung 

iii.) ^(X)4=o, 

50 sind dieselben stets darstellbar in der Form: 

Aa^ — Wa(c) tI- Wa(Ci) + Wa{c^) • • • + Wa(Cp), 

(J«l,2,...p; 

wo von den Punkten c, c^, c^, . . . Cp der erste ad libitum gewählt 
toerden darf. 

Zweiter Satz. — Entsprechen die Constanten A^, A^, . . . Ap der 
Bedingung 

(12.) ^{Aa) = 0, 

so sind dieselben stets darstellbar in der Form: 

Aa = Wff(Ci) + yfa{c^ . . . + Wa(Cp_i), 

6= 1,2,.. .jp, 

Wo Cj, C2, . . . Cp— 1 passend zu wählende Punkte vorstellen. 

Wir gehen über zur Begründung. zweier verwandter Sätze. Sind 
p Constanten A^, A^^ . . . Ap beliebig gegeben, so sind nur zwei 
Fälle denkbar. Entweder nämlich wird die mit diesen Constanten 
behaftete Function 

F{z) = H'^o{0)-Aa) 

identisdi Null sein, für jedwedes z. Oder sie wird nicht idientisch 
Null sein. 

Ist, um mit dem letztern Fall zu beginnen, die Function F{z) 
nicht identisch Null, so wird dieselbe dem Theorem pg. 333 sich sub- 
ordiniren, mithin im Ganzen p elementare Nullpunkte: Cj, c^, . . . Cp 
besitzen, welche den Formeln entsprechen: 

(«.) Aa =i Wa(cJ + ^^(Cs}) . . . + yra{cp). 
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Ist andererseits die Function F{d) identisch NuU, so wird^ falls 
man anter 0q irgend welche feste Lage des Punktes versteht^ stets 
die Gleichung stattfinden: 

mithin auch die Gleichung: 

Hieraus aber folgt durch Anwendung des Satzes (12.): 

(ß-) Aa — Wa(^o) = Wtf(Ci) + WaCCg) . . . + Wtf(Cp-i), 

WO Cj, Ca, ... Cp-i passend zu wählende Punkte vorstellen. 

Diese Formeln (a.) und (j5.) föhren respective zu folgenden 
beiden Sätzen: 

Dritter Satz. — Arndt die Constanten A^ Ä^, . . . Ap von solcher 
Beschaffenheit, dass die Function 
(13.) F{0) = HM^)-^) 

nicht identisch Null ist, so sind dieselben stets in folgender Form dar- 
stellbar: 

Aa = Wa(Ci) + Wa(C2) . . . + Wt,(Cp), 

(j = l,2,...j), 

wo c^j c^, , , , Cp passend m wäMende Fumkte vorstellen. 

Vierter Satz. — Sind die Constanten A^, A^, . . . Ap von soUAer 
Beschaffenheit, dass die Function 

(14.) F{0) = ^{Wo{0)-Aa) 

identisch verschwindet, für jedwedes z, so sind dieselben durch die 
Formeln ausdrüMar: 

Ac ^ Wa (Cj) + Wa (Cg) . . . + Wa(Cp), 

0^ \,2,...p, 

wo einer der Punkte c^, c^, . . . Cp ad libitum gewählt werden darf; 
so dass also unendlich viele diesen p Formeln entsprechende Punkt- 
systeme Ci, Ci, ... Cp existiren werden. 

Sind also z. B. irgend welche feste Punkte a^, a^^ . . , ccp ge- 
geben, von solcher Lage, dass die Function 

(15.) F{b) - ^ (w,(;ef) - [w,(«J + w^(a,) . . . + w^(ap)]) 

identisch verschwindet, för jedwedes e, so wird stets ein zweites Punkt- 
system ß^y ß^y . • , ßp existiren, welches zu jenem ersten a^, o^y • • • ^ 
in der Beziehung steht: 

(16.) Wa{a,) + Wa («2) . . . + Wa(a,) = Waiß,) + ^a (ft) . • • + ^a{ßp). 



Digitized by 



Google 



Thetafanctioneo, deren Argamente ÄbeVsche Integrale sind. 346 

Dass dieses zweite Punktsystem so gewählt werden kann, dass es 
von dem ersten verschieden ist, unterliegt keinem Zweifel. Denn 
zufolge des letzten Satzes darf einer der Punkte ßi, ßj^, . . - ßp ad 
libitum gewählt werden. 

Hieraus aber folgt [unter Anwendung des Satzes (15.) pg. 284] 
sofort, dass die Determinante 
(17.) A(ai,a,, ...ap) 

= isi Setzt man also nachträglich c^, c^, . . .Cp fQr er^, a^, . . . or^, 
so gelangt man zu folgendem Resultat: 

Fünfter Satz. — Sind irgend welche festen Punkte Cj, c,, . , .Cp 
gegtbeny von solcher Lage, dass die Function 

F{Z) = '^(W.(^) - [Wa(cO -f- W.(^) . . . + Wa(^)]) 

identisch verschwindet, für jedwedes 0, so wird die Determinante 
(18.) A(ci,c„.^.Cp) 

nothwendig = sein. 

An diesen letzten Satz schliessen sich weitere Ueberlegungen 

an. Sind nämlich die festen Punkte c^, c^, , , .Cp so gewählt, dass 

die Determinante 
(A.) A(Ci,C2, ...Cp)=|=0 

ist, so kann die Function 

(ß.) F{d) = H^„(Z) - [W.(q) + Wa (C,) . . . + Wa(Cp)]} 

niemals identisch verschwinden^ denn sonst müsste [zufolge des vor- 
hergehenden Satzes] A (Cj, Cg, . . . Cp) = sein, was der gegenwär- 
tigen Voraussetzung (A.) widerspricht. Die Function F{z) wird 
daher dem Theorem pg. 333 sich subordiniren, mithin p elementare 
Nullpunkte ^Ji, i^a» • • • ^^ besitzen, welche den Formeln entsprechen: 

(C.) ^aiyii) + ^a (l?^) • • • + "^oinp) = Wa(c,) + ^a{c^) • . • + W^(Cp). 

und hieraus folgt sofort, dass fii, ri27 - • - Vp ™i* ^i> ^j - . .Cp iden- 
tisch sind. Denn wären diese Punktsysteme von einander verschie- 
den, so würde aus den Formeln (C), [unter Anwendung des Satzes (15.) 
pg. 284], folgen, dass A(ci, Cg, . . . Cp) = sei, was der gegenwär- 
tigen Voraussetzung (A.) widerspricht. 

Alles zusammengefasst, gelangen wir daher zu folgendem ein- 
fachen und wichtigen Resultat: 

Sechster Satz. — Sind irgend welche festen Punkte c^, Cg, . . . Cp 
gegeben, von solcher Lage, dass 
(19.) A(c„c„...cp)^0 

ist. so mrd die Function 
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(20.) F{z) ^ & {wa{d) - [w.(ci) + w„(0 . . . + M<^)]) 

niemals identisch verschwinden. Und gleichzeitig werden alsdann 
die p Nullpunkte dieser Function durch c^, c^^ ... Cp dargestellt sein. 
Entsprechen also c^, c^^ . . . Cp der Voraussetzwng (19.), so unrd 
0. B. -e» (— [wa(Ci) + WaC^g) . . . + Wa(Cp-i)]) nothwendig = sein, 
mithin 

(21.) d' (Wa(Ci) + WaM . . . + W^(Cp_i)) 

ebenfalls = sein. 

§9. 

Fortsetzung. Aufstelluiig zweier sehr allgemeiner und einfacher 

Theoreme. 

Bevor wir weiter gehen, sind zuvörderst die schon mehrfach 
discutirten Determinanten [vgl.»pg. 253 und pg. 280]: 



(«.) 



D(c,,c„...(^) = 



und 



(^.) 



A(c„c„...Cp) 



Wx'(0,) 


w,'(c,)... 


W.'(Cp) 




Wi(Cg)... 

w,(<^) . . . 


w;((i) 


^pi<k) 


Wp(Cj) . . . 


wp(<5,) 



(y.) 



einer weiteren Untersuchung zu unterwerfen. Da Wa'(js) zur Ab- 
kürzung steht für - s—y so wird [vgl. («.) pg. 280] das Wo(c) 

stets identisch mit Wff'(c) sein, falls nur c weder einen Windungs- 
punkt von 9t, noch auch einen der in 91 bei xr <» oo hegenden 
Punkte vorstellt. Und demgemäss wird, so lange die p Punkte 
Ci , c,, . . . Cp dieser Restriction unterliegen, auch die Gleichung statt- 
finden : • 
A (c„ c^, . . . Cp) = B (cj, Cj, . . . Cp). 

Hieraus aber folgt, dass der auf pg. 255 für B gefundene Satz 
ohne Weiteres auf die Determinante A übertragbar ist; wodurch 
man zu folgendem Resultat gelangt: 

Repräsentirt @ irgend einen Theil der Flache 9t, und setzt 
man voraus, dass dieser Flächentheil @ frei sei von den Polen der 
Functionen 
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femer frei sei von den Winduugspunkten der Flache SR, sowie auch 

von den in SR bei j? «=» oo liegenden Punkten, so sind innerhalb @ 

stets p Punkte c^, Cj; • • • ^j>* angebbar, für welche 
(*.) A(ci,c„...Cp)=}=0 

ist. Auch wird man alsdann auf @ um die Punkte c^jC^, . . .Cp (als 

Centra) Kreislinien von solcher Kleinheit beschreiben können, dass 

die Determinante « 
(f.) A (j?i, ifg, . . . Zp) stets =4= 

bleibt, welche Bewegung man den Punkten sfiyZ^y'^^p innerhalb 

jener p Kreislinien auch zuertheilen mag. 

Denkt man sich also diese Punkte Cj, Og, . . . Cp nebst ihren 

Kreislinien wirklich construirt, so gilt für alle innerhalb dieser 

Kreise liegenden Punkte 0^,0^, ...sfp die Formel (f.), und folglich, 

nach Satz (21.), auch die Formel: 

(£.) ^ (Wa(^l) + Wa(Ä2) . • . + M^P-l)) — 0. 

Die hier auftretende, von 0^0%^. - . 0p-i abhängende Function 

^ (W(t(^i) + W<' W • • • + Wa(^iH-l)) 

ist aber, so lange diese Variablen innerhalb SRa6 bleiben, durchweg 
eindeutig und stetig. Aus ihrem Nullsein innerhalb jener Kreise 
folgt daher [mittelst des Satzes (1.) pg. 101], dass sie auf ^ab oU- 
enthalben «» ist, mithin auch auf SR selber. Man gelangt somit 
zu folgendem einfachen Satz: 
TheoreiiL. — Der Ausdruck: 

1,22.) -Ö- (Wct(^,) + Wa(jE?8) . . . + Wa{0p^x)) 

ist stets = 0, welche Lage man den p — 1 Funkten ^sf^, if^, . . . Zp-x 
auf der Fläche SR auch zuertheilen mag. Diesem Theorem kann 
sofort folgender Zusatz beigefügt werden: 

Zusate. — Markirt man auf SR im Ganzen (p — 2) feste Punkte 
CiyC2,...Cp^2 von ganz unUkUrlicher Lage, und setzt man 

(23.) Ga = — [yfaiCi) + Yr„(Ci) . . . + ^a(Cp-2)], 

SO wird die mit diesen Constanten G^yG^, , . .Gp behaftete Function 

F{z) = »iWa{z)-Ga) 

identisch verschwinden, nämlich = sein, welche Lage man dem 
Punkte z auf der Fläche 9i auch zuertJieilen mag. Hiermit aber 
ist die zu Anfang des fünften Paragraphs [pg. 333] ausgesprochene 
Behauptung als richtig constatiri 
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Femer gewährt das Theorem (22.) die Mittel zur Vervollstän- 
digung des früheren Theorems pg. 333, wie sogleich gezeigt 
werden soll. 

Es seien G^, G^, - > - Grp gegebene Constanten von solcher Be- 
schaffenheit, dass die Function 

(A.) F(0) = HM^) ~ Go) 

nicht identisch verschwindet. Die Function FQs) besitzt alsdann, 
zufolge des Theorems pg. 333, p elementare ^uUpunkte ij^y i},, 
. . . i}p; und diese genügen den Formeln: 

(^0 G„ = Wa(lJi) + yfai^) • • • + Wa(iyp). 

Leicht lässt sich nun zeigen, dass ausser diesen Nullpunkten 
Vif Vif'Vp ^^ weiteres die Formeln (B.) befriedigendes Punkt- 
system H^, Hg, . . . H|9 existiren kann. Denn existirte ein solches, 
fanden also die Formeln statt: 

G, = Wa(HO + w^(H,) ... + Wa(Hp), 
so würde die Function F(z), falls man diese Werthe der Ga sub- 
stituirt, die Gestalt annehmen [vgl. (33.) pg. 331]: 

F{0) == E . ^(w.(;^) - [w,(HO + w.(H,) . . . H- w,(H^)]), 
wo E einen endlichen und nicht verschwindenden Factor vorstellt. 
Zufolge des Theorems (22.) müsste daher F{a) z. B. verschwinden 
für jEf = Hj, ebenso für je? = H^, u. s. f. Dies aber widerspricht der 
von uns in (Ä.) gemachten Voraussetzung, dass F(e) nicht identisch 
verschwinden solle. Denn zufolge dieser Voraussetzung kann F{si), 
ausser den p Nullpunkten ly^, i?2, . . . %, keine weiteren Nullpunkte 
besitzen [Theorem pg. 333]. Wir gelangen somit zu folgendem 
Resultat: 

Theorem. — Sind die Constanten (r^, G^, . . .Gp von solcher Be- 
schaffenheit, dass die Function 
(24.) F(z) = ^ (wa(^) - Ga) 

nicht identisch verschmndet, so existirt stets ein, und immer nur ein 
einziges den Bedingungen 

G„ = Wa(l?i) -f Wa(ljg) . . . + Wa(l?p) 

entsprechefides Punktsystem %, fi^, . . .%. 

Dieses so bestimmte Punktsystem repräsentirt die p NuUputJcte 
der Fvmtion F{b). 

Die im achten Paragraph erhaltenen Resultate lassen sich 
mittelst der Theoreme (22.) und (24.) wesentlich erweitern und ver- 
vollständigen. So z. B. ergiebt sich der 
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Satz. — Entsprechen irgend wdche Constanten A^^ A^y , . . Ap der 
Bedingung: 
(25.) ^(^.,) = 0, 

so sind dieselben stets in der Form darstellbar: 

Aa ^2 Wa(c,) + WaCCg) . . . + Wa(Cj^t), 

tvo (jjyCj, . . . Cp_i passend m wählende Punkte repräsentiren. Und 
versteht man, umgehehrt y unier A^y A^y . . . Ap irgend welche Grössen, 
die der Darstellung (26.) fähig sind, so werden dieselben stets der Be- 
dingung (25.) Genüge leisten. In der That ist der erste Theil dieses 
Satzes nur eine Wiederholung des zweiten Satzes pg. 343; während 
der zweite Theil direct aus dem Theorem (22.) sich ergiebt 
Setzt man ferner 

(a.) A == Wa(c,) + Wa(C2)... + Wa(Cp_l), 

wo Cj, Cg, . . . Cp—i willkürlich gewäfUte Punkte vorstellen, so ist nach 
dem Theorem (22.): ^ (Aa) = 0, mithin: 

d- (— Aa) ebenfalls = 0. 

Hieraus aber folgt^ mittelst des Satzes (25.), (26.), dass die 
Constanten (— A^), (— A^), . . . ( — 4p) ^^ ^^^ Form versetzbar sind: 

{ß.) — Aa^ Wo(di) + Wa(dJ . . . + Waidp^i), 

WO d^y r/j; . . . dp^i passend zu wählende Punkte vorstellen; so dass 
man also schliesslich durch Addition der Formeln («.), (ß.) zu fol- 
gendem Resultat gelangt: 

Satz. — Sind (p — 1) Punkte Cj, c^, . . . Cp— i beliebig gegeben, 
so werden stets (p — 1) andere Punkte d,, d^j • • • ^p-i existiren, die 
eu jenen in der Beaidvung stehen: 

[Wa(O+Wa(Ci)... + Wa(Cp-l)] + [Wa(di) + Wa(d,)...+Wa(rf^l)]^0, 
(^'•) 6=\y2y..,p. 

Es sei femer a^y a^, . . . Up irgend ein Niveaupunktsystem einer 
auf 91 regulären Function p*®' Ordnung f(z)y nind jJ^ ein auf 9i will' 
hürlich markirter Punkt. Alsdann werden stets (p — 1) andere 
Punkte ^ ß^y . . . ßp existiren, welche mit ß^ zusammengenommen 
ein zweites Niveaupunktsystem von f{ß) repräsentiren; so dass also 
[zufolge des Theorems (A.) pg. 277] die Relationen stattfinden: 



2 



^ [w«(Ä) - w„ («,)]= 0, 
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d. i. die Relationen: 

tf = 1, 2, . . . p. 

Hieraus aber folgt mittelst des Theorems (22.) sofort: 



^(wa(ft)- ^w.(a,))=0. 



Beachtet man also, dass ß^ taiUkürlich markirt wurde, so gelangt 
man zu folgendem 

Satz. — B^äsentiren a^, a^j . . . Up irgend ein Niveaupunkt- 
System einer auf 9t regulären Fundion p**' Ordnung, so unrd die 
Function 
(28.) F{z) = ^ (^a{z) - [w.(«0 + w.(a,) . . . + Wa(a^)]) 

identisch verschwinden, nämlich Null sein für jedwede Lage des 
Punktes z. 

In analoger Weise ergiebt sich, wie leicht zu übersehen, für 
die Functionen (p — 1)*®' Ordnung ein analoger Satz, nämlich fol- 
gender ^ 

Satz. — Repräsentiren «j, «g, ... Up^i ein Niveavpunktsystem 
einer auf SR regulären Function (p — 1)**' Ordnung, so wird die Function 

(29.) F{z, g) = -^ (w„(£r) - w,rg) ~ rw„(«,) + w.(«,) . . . + w,(a^_i)]) 

identisch versdiwinden, nämlich Null sein für jedwede Lage der 
beiden Punkte z und f. 

Desgleichen ergiebt sich für reguläre Functionen (p — 2)**' 
Ordnung folgender 

Satz. — Bepräsentireii «,, a^, ... ap_2 ein Niveaupunktsystem 
einer auf^ reguläreti Function (p — - 2)^' Ordnung, so wird die Function 

(30.) Fiz,t.t.)=^( ;^<'W 7/^(0 --w.(^) X 

^ \- [wa(aO + ^üM . . . + yra{ap^i)V 

identisch verschwinden, nämlich Null sein für jedwede Lage der 

Punkte z, £ u/nd f^ 
U. 8. w. U. s. w. 

§ 10. 

Vorläufige Bemerkungen über das Jaoobi'sohe Umkehrproblem. 

Auf der Fläche 91 mögen p feste Punkte c^, c^,...Cp und p 
bewegliche Punkte z^, z^, ... Zp gedacht werden. Diese leteteren 
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mögen mit den complexm Variablen Z7i, IJj, . . . Up verbunden sein 
durch die Gleichungen: 

fdw^ + fdw, ... + /rfwi = Ui, 
*l '% 'p 

(1.) fdW2 + fdw^ • • • + /dw, = Ü2, 



'^ 



fdwp + /dwp . . . + /dwp = Up] 

und zwar sollen in diesen Formeln je p übereinanderstehende In- 
tegrale ein und dieselbe Integrationscurve besitzen; so dass also im 
Ganzen nur p Integrationscurven sich vorfinden, die erste auf belie- 
bigem Wege gehend von C| nach js^^ ebenso die zweite von Cg QAch 
iTg, u. 8. f., endlich die letzte von Cp nach Zp, Diese p Curven sind, 
was ihren Verlauf auf der gegebenen Fläche 81 betriflFt, völlig will- 
kürlich und von einander unabhängig zu denken. 

Es sollen nun, wenn c^j c^y ... Cp gegeben sind, die variablen 

(2.) Punkte z^, 0^, ... Zp als Functionen der variablen Grrössen U^, U^, 

. . , Up dargestellt werden. So lautet das JacobVsche Umkehrproblem. 

Man kann übrigens dieses Problem, seiner äusseren Form nach, 
mehrfach ändern, so z. B. dadurch, dass man statt der Integrale 
die eindeutigen w's einführt. Für die Integrale der Ä*®** Vertikal- 
reihe gelten, in dieser Beziehung, die Formeln: 

\ 
fdw,=w,iz,) - w, (c) + M^^-^Tti + i\r,W6,j + iV,(^)6,, ... + 2V,^")fe^,, 

(3.) fdw,=^w,{z,) - w,{c,) + M,('^m + N,m,, + N,m,, ... + N/'%,, 



fdw^^wpiz,) ^ wp(c,) + Mp^^^ni + N,^^)b^p + N,i^)b,p... + Npmpp, 

wo die JlfW, iV^*^ unbekannte ganze Zahlen sind, deren Werthe von 
dem Verlauf der Integrationscurve o, . . . Zh abhängen. [Vgl. (Y.), 
(Y,.) pg. 293]. 
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Substituirt man nun die Ausdrucke (3.) in die Formeln (1.) 
des Jacobi'schen Problems, und bedient man sich dabei zur Ab- 
kürzung des Zeichens ee£ [vgl. (30.) pg. 330J, so erhält man: 

Wi W + Wi(£r,) . . . + wi(irp) ^ [w,(ej + w,(c,) . . . + Wi(Cp)] + U^. 
(4.) ^^(z,) + Wg(^2) . . . + w,(^,) = [WgCCi) + W,(Cg) . . . + W,(Cp)] + Ü2, 

Wj,(^,) + Wp(^,) . . . + W,(^p) = [Wp(c,) + Wp(c,) . . . + Wp(Cp)] + üp . 

Bas Jacobische Umkehrproblem besteht also darinj die diesen Formdn 
(4.) entdeckenden Punkte z^^ z^^ , . . Zp zu ermitteln^ falls die rechten 
Seiten der Formdn [nämlich c^, c^, . . . <^ und f7j, U^, ... üp] ge- 
geben sind. 

Bezeichnet man daher diese gegebenen rechten Seiten kurzweg 
mit Fl, Fj; ... Vpy so kann man das Problem einfacher so aus- 
sprechen: 

Es sollen, falls p Grössen F,, Fg, ... Fp in beliebiger Weise 
gegeben sind, auf der Fläche SR p Punkte z^j z^, . . . Zp ermiäeU 
werden, die den Formeln entsprechen: 

Wi(0 + ^1 W • • • + Wi(^p) = Fj, 
(5.) WjjC^O + w^{z^) . . . + yr^{jSp) = F^, 



W;,(^i) + y^pi^d • • • + Wp(^p) = Vp. 

Dass ein diesen Anforderungen entsprechendes Punktsystem 
Zu 02} • • • ^p 8^^ existirt; folgt unmittelbar aus dem dritten und 
vierten Satz pg. 344. Zugleich ergiebt sich dabei, dass je nach den 
augenblicklichen Werthen von F^, Fj, . . . Vp zwei Fälle zu unter- 
scheiden sind. Denken wir uns nämlich (des bequemeren Aus- 
druckes willen) die augenblicklichen Werthe der Variablen Fj, F,, 
. . . Vp fixirt, die Variablen also in ein System von ConstatUen ver- 
wandelt, so werden diese Constanteti F,, Fj, ... Vp 

entweder von solcher Beschaffenheit sein, dass die Function 

F{Z) = ^ iWa{z) - Va) 

identisch verschwindet, für jedwedes z. Alsdann existiren nach dem 
vierten Satz pg. 344 unendlich viele den Formeln (5.) entsprechende 
Punktsysteme z^, z^, ... Zp, der Art, dass man einen dieser Punkte 
wiUhürlieh wählen darf. 

Oder äberi Jene Constanten Fj, F,, ... Vp sind von solcher 
Beschaffenheit, dass die Function F{z) nicht identisch verschwindet 
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Alsdann existirt nach dem Theorem pg. 348 nur ein einziges den 
Formeln (5.) entsprechendes Punktsystem z^^z^, . . . Zp. Auch wird 
dieses eine System alsdann, zufolge des genannten Theorems, nichts 
anderes sein, als das Nullpunktsystem der Function F(z), 

Dieser zweite Fall ist offenbar der im Allgemeinen stattfindende, 
und der erste nur ein Ausnahmefall. Demgemäss kann man sagen: 

Das Jacohlsche Umkehj-probleni besteht im Allgeiminen in der 
(G.) Auffindung der p elementaren NuUpimhte der mit p gegebenen Con- 
stanten F,, Fj, . . . Vp l)ehafteten Fmiction d" (wa(j8p) — Va). 
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Vierzehntes Oapitel. 
Die Umkehrung der hyperelliptischen Integrale erster Gattung. 

Will man die allgemeine Riemann'sche Theorie auf das Um- 
kehrproblem der hyperelliptischen Integrale anwenden, so handelt es 
sich dabei im Wesentlichen nur um die wirkliche Berechnung der 
in den betreffenden Normalintegralen vorhandenen additiven Con- 
stanten. Diese sind im Sinne der Riemann'schen Theorie zu fixiren, 
also der Art zu bestimmen, dass die betreffenden f s [vgl den Satz 
pg. 329] verschwinden. 

Eine derartige Bestimmung der in Rede stehenden additiven 
Constanten wurde bereits im Jahre 1863 von mir ausgeführt*), 
mittelst einer Methode, die in der ersten Auflage dieses Werkes 
von Neuem und mehr in extenso dargelegt ist. Auch in der gegen- 
wärtigen zweiten Auflage werde ich an der dort gegebeneu Methode 
festhalten, dieselbe aber wesentlich vereinfachen*'*). 

§ 1. 

Die hjrperelliptisohen Integrale erster Gattung. Die betreffenden 

Normalintegrale. 

Es sei: 
(1.) f{z) ^{z- g,) {z - \) {z - g^) {z — A,) ..,{z- g^^,){z — h^+i), 
wo die ^, A beliebig gegebene cotnplexe Constanten vorstellen, die 
jedoch alle von einander verschieden sein sollen; ferner sei: 

Diese letztere Function ist alsdann [Satz (13.) pg. 83] eindeiäig 
ausbreitbar auf einer ztveiblättrigen Riemann'schen Kugelfläche 9fl, 
die (2p + 2) Wiudungspunkte g^, A^, g^^ h^, . . . gp+i, hp^i und 



*) Neumann: Die Umkehrung der AbeVsclien Integrale ^ Halle, im Verlag 
der BachbandluDg des Waisenhauses. 1863. 

**) Man fiudet die definitive Bestimmung jener additiven Constanten in 
(40.) pg. S67. Dieselben sind dort mit Z^®^ bezeichnet. 
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(j? + 1) Uebergangslinien g^h^, g^K, . . . (/p-|.iÄp_l_i besitzt. Auch 
ist sie auf dieser Fläche ?R überall stetig, bis auf zwei bei s = oü 
liegende Pole. Sie ist also eine auf ?R reguläre Function. [Vgl. die 
Definition pg. 117.] Ueberdies besitzt sie in je zwei übereinan- 
(3.) derliegenden Punkten der Fläche Si entgegengesetzte Werthe [vgl. 
pg. 80—84]. 

Bemerkang. — Sind N und N die Grundzahlen der Fläche 91 und 
der zugehörigen punktirten Fläche 91, so ist nach pg. 181 und 186: 

^ = 2p + 1 und N => 2p. 

Demgemäss ist [vgl. pg. 186] 9i {2p -f lyfach und ffi selber 2p- fach 
zusammenhcmgend. — Die Fläche "Si kann durch gewisse Schnitte a^, &^ , 
c^, von denen die (dem Fall p = 3 entsprechende) Figur pg. 179 eine 
deutliche Vorstellung giebt, in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- 
wandelt werden. Hinsichtlich jener Schnitte mögen die Bezeichnungen 
^fl» ^6» ^oA» "^abc ^^^ früher festgesetzten Bedeutungen haben [vgl. die 
Bemerkung pg. 185]. 

Da nun s eine auf ?R reguläre Function vorstellt, so wird 
[Satz pg. 113] jeder Ausdruck von der Form 

(4.) 9 = Ratf. (s, 0) 

wiederum eine auf ?R reguläre Function sein. Alle Integrale von 
der Form 

(^5.) ' J(p da = J*Ratf. (s, z) • dz 

sind daher Giersche Integrale [vgl. die Definition pg. 198]. Und 
insbesondere sind die Integrale von der Form: 

(6) /^' 3=1,2,3,. ..j,, 

als Abel'sche Integrale erster Gattung zu bezeichnen [vgl. (g.) pg. 209]. 
Definirt man also Wq{z) mittelst der Formel: 

(7.) ^U^)=/^, [SR«»], 3= 1,2,3,. ..p, 

•0 

so wird diese Function Wq{z) [zufolge des Theorems pg. 217] auf 
der Fläche SR, mit Ausnahme der Curven a^, 6x (x = 1,2, ...|)), 
eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit constanten Differenzat 
behaftet sein. Die in solcher Weise definirten Functionen 
(8.) W,iz), W,{e),... W,iz) 

sind, wie man leicht übersieht, linear unabhängig, nämlich der Art, 
dass zwischen ihnen keine lineare Gleichung mit constanten Coeffi- 
cienten möglich ist. ^ 

23* 
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Exisiirte nllmlich eine solche lineare Relation, fände also die für 
z identische Gleichung statt: 

(«.) C,W,(z) + C,W,{z) . . . + C^W^iz) = O, 

wo die C's irgend welche Constanten sind, so müsste, wie hieraus dnrch 
Differentiation und mit Rücksicht auf (7.) sich ergieht, auch folgende iden- 
tische Gleichung stattfinden: 

(P.) C. + C.^ + C,5' + ■ ■ ■ + C^z^^ ^ ^ 

S 

Hieraus aber wurde folgen, dass C^, G^, C^, . . . C sämmtlich =» sind. 
und hierdurch wurde die Formel (a.) auflwren eine Relation zwischen 
den TF*s vorzustellen. 

Die Annahme der Existenz einer Relation {et.) fahrt also mit Noth- 
wendigkeit zu der Folgerung, dass eine solche Relation nicht existirt 
Q, e, d. 

Da nun die Integrale erster Gattung Wy{£)y W^{b)j ... Wp{s) 
von einander linear unabhängig sind, so ist [Satz (16.) p. 245] jedwedes 
der Fläche Sft zugehörige Integral erster Gattung w{z) ausdruckbar 
durch die Formel: 

(9 ) w{0) = Z(«) + Z<i> W^{z) + P2) W^{z) . . . + m Wp{z), 

wo die V% constante Coef&cienten vorstellen. Dieser Darstellung 
sind mithin z. B. auch die sogenannten p Normalintegrale 

(10.) W,(^), W2(^),...W^(^) 

fähig; so dass man die Formeln erhält: 

(11.) y^aiz) = lo^^) + u'^w,{z) + u^nv^iz) . . . + u^m^iz), 

<y= 1,2,3,...!). 

Bekanntlich sind [vgl. den Satz (20.) pg. 246] die p Normal- 
integrale völlig bestimmt, bis auf additive Constanten. Folglich 
..^ vsind in den Formeln (11.) die CoefBcienten l„^^\ lj^\ . . . la^^^ vöUig 
'^bestimmt, die l„^^^ hingegen mllkürlich. Ferner ist bekannt, dass die 
p Normalintegrale von einander linear unabhängig sind [Satz (21.) 
pg. 247]. Hieraus folgt sofort, dass die Determinante 



(IIb.) L = 



Ip^'^ Zp<^) . . . Ip^P^ 
von verschieden ist. 

Man kann übrigens die Formeln (11.) mit Rücksicht auf (7.) 
auch so schreiben: 
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oder mit Kücksicht auf (2.) auch so: 



(IS.) 



-«-'"'"+/W' t»^'' 



wo alsdann i>a{ii) die Bedeutung hat: 

(13a ) ^0 (e) = U'^ + l^''e + ^"<*'^ • • • + «./"^^'-^ 

Aus (12.), (13.) folgt durch Differentiation nach g: 



(14.) 



(15.) 



^ ' "V/W y/w' 

Markirt man daher auf 91 irgend welche p Punkte Ci,c^, 
so erhält man für die zugehörige Determinante 2) (cj, Cj, . 
pg. 253, mit Rücksichtnahme auf (11h.) den Werth: 

1 Cj Ci* . . . C/-1 
L 






^(Cl,C2,- ••<») = 



VfM'ae^) ■ ■ ■ ac') 



1 <^ C,* . . . Cg^-l 



l Cp Cp 



.1^1 



imd hieraus folgt, dass diese Determinante nur dann verschwinden 
(l'')a.)/,Ymn, wenn zwei der Punkte c^, c^, . . . Cp mit einander zusammen- 
fallen, oder aber einer von ihnen ins Unendliche rückt. 

Was ferner die aus den Wa(c,), yfo{c^y . .. Wa(Cp) zusammen- 
gesetzte Determinante A (c^, Cg, . . . Cp), pg. 280, betriflft, so ergeben 
sieh für w,;(c) verschiedene Formeln, je nachdem der betrachtete 
Punkt c von sämnitlichen Punkten r/y, hj, oo verschieden ist, oder 
aber mit einem dieser Punkte coincidirt, [vgl. pg. 280]. Im ersferen 
FaU wird: 

w.(c) = w.(.) = ^^; 

während andererseits im letztem Fall die betreffenden Formeln fol- 
gendermassen lauten: 

wo f\z) für - j - steht. Dabei gilt in der letzten Formel das 

Zeichen + ^^^^ -~; je nachdem man von den beiden auf SR bei 
xr = cx) übereinander liegenden Punkten den einen oder andern in 
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Betracht zieht. — Angesichts dieser Formeln erkennt man nun 
(16.) leicht, dass jene Determinante A(c,, Cg, . . . c^) nur dann verschunn- 
den JcanUy wenn zwei der Punkte c^, Cg, ....Cp miteinander zusam- 
menfallen. 

§2. 

Die Werthe der Normalintegrale erster Gattung in den 

Windungspunkten. 
Wir schicken unsern Betrachtungen zwei leicht zu beweisende 
Hülfssätze voraus. 

Erster Hulfssatz. — Sind z und Z irgmd zwei im ohern und 
(17.) untern Blatte der Fläche 91 übereinanderliegende Punkte, so gelten 
für die Nornudintegrale yfi{z)y yi^iß),... Wp(;8?) die Formeln: 
vi„\z) + yfc{Z) = 0, (y=l,2,..,|>. 
Zweiter Hulfssatz. — Construirt man in der Fläche 9t einm 
beide Blätter durcMringendenj dabei aber die Ströme a«, 6«, (x = 1, 
(18.) 2f , . .p) vermeidenden Schnitt, und bezeichnet man die am Anfang und 
Ende dieses Schnitts übereinanderliegenden Punkte respcctive mit z^, Z^ 
und ^21 Z^j so gelten die Formeln: 

"^M) + wa(if|) = yfa{z.;) + Wa(Za), <y = 1, 2, . . .jp. 
Beweis des ersten Satzes. — Aus (12.) folgt durch Differen- 
tiation nach z sofort: 

w;(^) = [^(0 + u^^z + h^'^z'^ ... + z.(^>^i] |. 

Die Function s hat aber [vgl. (3.)] in je zwei übereinanderliegen- 
den Punkten z, Z entgegengesetzte Werthe, während der in der eckigen 
Klammer enthaltene Ausdruck in beiden Punkten gleiclie Wertbe 
besitzt. Q. e. d. 

Beweis des zweiten Satzes. — Der im zweiten Satz angegebene 
Schnitt liefert zwei in den beiden Blättern übereinanderliegende 
und die Ströme a^, bx{x = 1^2, . . ,p) vermeidende Curven c, C, 
» von denen die eine die Punkte z^ und z^, die andre die Punkte Z, 

und Z^ verbindet. Da nun Waiz) auf der Fläche 9i, mit Ausnahme 
der Ströme ax, &x(3« = 1; 2, . . .j)), überall eindeutig und stetig ist, 
diese Eigenschaften also z. B. auch längs c, und ebenso längs G 
besitzt, so ist: 

W(r(^2) — Wa(;efJ = J dyf„{z) = J vfo{z) dz^ 



(a.) 
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dabei sind unter z, Z irgend zwei übereinanderliegende Punkte der 
Curven c, C zu verstehen, und die Integrationen hinerstreckt zu 
denken über alle Punkte z der Curve c, respective über alle Punkte 
Z der Curve C, Zufolge des schon bewiesenen Satzes (17) ist aber: 
iß) Yfa{z) + yfo\Z) = 0, 

Somit folgt durch Addition der beiden Formeln («.): 
(y-) [w„(^,) - w„(ir.)] + [w„(Z,) - w<,(Z.)] = 0. - e. e. d. 

Wir wollen diese Sätze zunüchst in Anwendung bringen auf den 
specielUn Fall |} = 3, aUo auf diejenige Fläche 91, welche der schon 
früher [pg. 179] entworfenen Zeichnung: 



(A.) 




(B.) 



entspricht. In dieser Fläche di iässt sich, von Qi nach A^ hin, ein beide 
Blätter durchdringender Schnitt fähren, der im untern Blatt gar keinen 
der Ströme a^, &^, und im obern Blatt lediglich den Strom Oj , und zwar 
von Q nach X, d. h. vom rechten zum linken Ufer überschreitet. Dieser 
Schnitt g^hi ist in der nächstfolgenden Zeichnung durch die krumme 
Linie ^i^^t^^ angedeutet. Die beiden Punkte X und ^ sind also durch den 
Strom tti von einander getrennt, während die darunter liegenden Punkte 
A und P überhaupt nicht von einander getrennt sind, weder durch den 
Strom Oj, noch durch irgend einen andern der StrOme a^, b^. Demgemäss 
ist also: « 

I hingegen : w^ (A) =. w^ (P) , 
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(C.) 

(D.) 
(B.) 




(F.) 



(H.) 



0) 



wo a„i die in (19.) pg. 246 festgesetzte Bedentong hat Bringt man nun 

den Satz (18.) anf die Scbnittstrecke g^Q in Anwendung, so erhält man: 

w„(<^,) + w„(©,) =. w„(f) + w„(P), 

oder, weil g, ein Windungspankt ist, mithin g^ 
und Gt ein und denselben Punkt repräsentiren : 
2w„(j?,)-w»+w„(P). 

In gleicher Weise liefert der Satz (18.) in seiner 
Anwendung anf die Schnittstrecke X\ die Formel: 

Ailiiui man aber diese beiden Formeln (C), (D.), so folgt mit Rücksiebt 

anf (B.): 

NuD läset sich weiter in der Figur (A.) durcb beide Blätter der Fläcbe 
hindurch ein Schnitt \l^QXg^ fahren, welcher im obern Blatt nnr die 
Ströme &^ und h^ , im untern Blatt aber gar keinen 
Strom überschreitet; wie solches in beistehender 
Zeichnung genauer angegeben ist. Der Satz (18.) 
liefert alsdann für die drei Schnitt^trecken (J^il), 
(99')» (^i/a) respective die Formeln: 

2wJÄ,) = w^W + w^(A), 

W^W+ W^(A')«2w„07,). 
Addirt man aber diese drei Formeln, und beachtet, 
dass w^(A) = w^(P) und w^(A') = ^^(P') ist, so 
erhält man: 
2K(Ä,) - wjg,)] « 

=- [w,W - w^(9)] - [wjX') - w„(9')], 
d. i.: 

2[w^(/*i) - w^(^,)] = ft„i - &„2, 

wo 6^j, 6^3 die in (19.) pg. 246 festgesetzte Bedeutung haben. 

In ähnlicher Weise wie die beiden Formeln (E.) und (F.) ergeben 
sich, auf Grund der Figur (A.), im Ganzen folgende acht Formeln, näm- 
lich die zu (£.) analogen Formeln: 

2lw^(^)- ^a^9i)]^%r. 
2[w^(Ä2) - w^(^,)] ^a„^, 
2[w^(A3)-w,((/3)] = a^3, 
2[w^(Ä,) - w^ ((/,)] «= ^ (a^i + a<rii + %^\ 
und die zu (F.) analogen Formeln: 

2[w^072) - wJA,)] 




^2 - ^1» 



2KG7,)-w^(Ä3)]=0 -ft,, 
(2K(i7.)-w^,(Ä,)]- 6^,-0. 
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Diese beiden für den Fall p = 3 geltenden Formelsysteme (H), (I.) 
sind nun sofort anf den Fall eines beliebigen p übertragbar. 

Für den Fall eines gan0 belid)ig€n p erhält man offenbar^ an 
Stelle von (H.), das System: 

2[Wa(Ä0 - Wa(firi)] - =aai, 



(19.) 



2[wrj(/tp) — yfo{(fp)] = a„pf 

2[Wa(Ap+i) — Wa{gp+l)] = — (aal + «a« + ««3 . . . + aap)] 

und andererseits^ an Stelle von (I.), folgendes Formelsystem: 

2 [wa {g^) — w„ (A J] = hai — hol , 

2[Wa(y8) — Wa{K)] = *a3 — ho2, 



(20.) 



(21.) 



2[Wa(fifp) — Wa(Ä;,_i)] = irr/, — b„j^i, 
2[Wa(gp+i) — Wa(/*p)] = — hap, 

,2[wa(5r,) — Wa(Ap^-i)] = b„i — 0. 

Die Addition aller Formeln der Systeme (19.) und (20.) giebt die 
identische Gleichung = 0. Demgemäss repräsentiren also die 
(2p + 2) Formeln (19.) und (20.) im Ganzen nur {2p + 1) 
Gleichungen. Und mittelst dieser (2p -f* 1) Gleichungen kann man nun 
die {2p + 2) unbekannten Werthe 

Wa(fl/), w^Ä^), j = 1, 2, 3, . . . (i) + 1), 

auf einen dieser Werthe, z. B. auf Wff(f/,) reduciren. Man erhält 
in solcher Weise*): 

2wa(y,) •= 2wa{gi) + [b„i — b„i], 
2wo(^i) = 2wa(<7j) + [6,12 — bai + a«il, 
2wa(^3) = 2wa(5ri) + [bo9 — 6ol + ö«i + «oa], 



2Wa(ö';i) «= 2 Wa(^i) + [b„p — b„i + a„i + a«» f- ÖTay^iJ, 

2 Wo(ftH-l) = 2 Wa(^,) + LO — 6ol + aal + «o« h o.v-i + «nj, 



*) Die erste der Formeln (21.) ist, wie man sieht, eine identische^ und nur 
der Symmetrie willen zugeffigt. 
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und ferner: 

2Wa(Ai) = 2Wa((7,) + [b„i — hol + «oll; 

2wa(Ä«) -■= 2w„((7i) + [b„2 — hol + aal + «02], 

2Wö(A3) = 2Wa(^i) + [baS — ferrl + ««1 + ««2 + «as], 



2Wa(hp) = 2Wa(^i) + [*<TP — ^ol + aoi+ aa2 + a„s f- rtrtp], 

2We,(Vl) = 2Wa((7i) + [0 - ball 

Beachtet man^ dass a„x, je nachdem <r, x gleich oder ungleich 
sind, den Werth ijc oder besitzt [vgl. (19.) pg. 246], dass mit- 
hin die Summe 

jederzeit = in ist, so rcducirt sich die letzte der Formeln (21.) auf: 
(23.) 2M9p+i) = 2w^((7i) + \i7C - bat]. 

Bildet man ferner die erste der Gleichungen (21.) für ö = \, die 
zweite fär 6 ^= 2, die dritt.e fär = 3 u. s. w., und beachtet man 
dabei wiederum die eigenthümlichen Werthe der Oax, so erhält man: 

2w»(«/i,) = 2w,(i/,) + [b„ - 6„], 
2w,(r^s) = 2w8(«/,) + [6„ - 6j,], 



demgemäss gilt also ganz allgemein für jedwedes a die Formel : 

(2 1.) 2 W„(<7„) = 2 Wa(«/,) + [6„, - bat]. 

Endlich ergiebt sich durch Subtraction von (23.) und (24.): 

(,-^i>.) 2[Woi9n) — Vo(9p+i)] = hao — »»• 

In allen diesen Formeln (19.), (20.), (21.), (22.), (23.), (24), (25.) 
repräsentirt a eine beliebige Zahl aus der Reihe 1,2,3, .. .p. 

§3. 

Bestixnmiing der in den Normalintegralen enthaltenen additiven 

Oonstanten. 

Die betrachteten Integrale Wi(j?), w^(g), ... Wj,(j2r) sind [vergl. 
(lla.)J* völlig bestimmt bis auf die in ihnen noch enthaltenen will- 
kührlichen additiven Constanten Z/^^, I^^^\ , . . y^\ Bevor wir nun 
an das Umkehrproblem der genannten Integrale näher herantreten, 
erscheint es zweckmässig, zuvörderst über diese additiven Constanten 
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der Art zu verfügen, wie es für die Anwendung der Thetafnnctionen 
geboten ist. 

Versteht man unter 6r,, G2, ... Gp imUkürlich gegebene Con- 
stanten, so werden bekanntlich [Theorem pg. 333J die Nullpunkte 
i?i, i?a, ... ifo der Function 

den einfachen Formeln entsprechen: 

(27.) Wa(i7i) + w« (1^2) f- ^o{rip) ^Go, <S=l,2,...p, 

falls es nur gelingt, jene in den w's enthaltenen additiven Con- 
stanten ?!<*'>, y®\ . . . Zp<®> der Art zu bestimmen, dass die Congruenz- 
bedingungen erfüllt sind: 

,28.) K. - 'jl('s)+^''(M + |(^. + _.. /^_:!^-^ ,..) ^ 0, 

a = l,2,...p. 

Dabei dienen die Buchstaben K„ nur als Abbreviatur zur Bezeich- 
nung der links vom Congruenzzeichen (-^) stehenden Ausdrücke. 
Es handelt sich zuvorderst um die wirkliche Bildung der Con- 
gruenzen (28.), d. i. um die wirkliche Berechnung der Ausdrücke Ka. 
Die in (28.) unter dem Integralzeichen stehenden k und q repräsen- 
tiren irgend zwei zu beiden Ufern des Stromes h^ einander gegen- 
über liegende Punkte. Demgemäss ist also: Wö(A) — Wo((>) = har., 
oder etwas anders geschrieben: 

(X.) W<t((>) = Wa(A) — 6ax. 

Diese Formel gilt für zwei beliebige zu beiden Ufern von bx einan- 
der gegenüberliegende Punkte p, A, und ist also [vgl. die Figur 
pg. 326] z. B. auch anwendbar auf die Punkte ccx, ßx] wodurch 
sich ergiebt: 

Dabei repräsentiren x und 6 beliebige Zahlen aus der Reihe 1, 
2y . . , p. Macht man insbesondere x = 0, so folgt: 

f^\ Wa(aa) = ^a{ßa) — baa- 

Schreibt man jetzt den Ausdruck Ka von Neuem hin, indem mau 
daselbst für Waio) und Wa{<Xa) die Werthe (x.) und (z.) eintreten 
lässt^ so erhält man: 

,29.) K„ = w„(^„) -'f + '2 Cl- + „V/; ^„(A) - ^Irf w A 
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Bekanntlich ist aber [vgl. (B.) pg. 324]: 

Jh dwx = — Jti. 
Somit folgt: 

(30.) K„ = w„(^„) - ^ + "2 (6..X + i- A,), 

X = l 

WO Ax das Integral bezeichnet: 

Dabei ist es einerlei, ob man unter dem dw^ das DifiFerential efwx(A) 
oder das DifiFerential dw^{Q) versteht. Denn Wx(A) und Wx(p) unter- 
scheiden sich längs hx nur durch eine additive Constante; so dass 
also jene beiden Differentiale gleidiwerthig sind. Zur Fixirung der 
Vorstellung mag gesetzt werden: 

0^2.) Ax=/6^w.(A)dwx(A). 

Um nun dieses Ax zu berechnen, markiren wir innerhalb der 
einfach zusammenhängenden Fläche ^Siabc einen beliebigen Punkt jer^,, und 
verstehen unter f{z) das von z^ ausgehende und in seiner Bewegung 
auf State beschränkte Integral 

Die so definirte Function f(z) ist alsdann [Satz (8.) pg. 197] inner- 
halb ^abc Überall eindeutig und stetig. 

Wir wollen jetzt die Werthe dieser Function f{z) in den Punkten 
gx, hx, «x, ßx} yxj ^x betrachten, dabei aber zur augenblicklichen Ab- 
kürzung diese Punkte schlechtweg mit g^ h, a, ß, y, d bezeichnen 
[vgl. die folgende Figur]. Das Integral Ax (32.) läuft längs des 
linken Ufers des Stromes bx von ß nach y, besitzt also eine von 
ß nach y gehende und dabei innerhalb ^tahc [oder vielmehr am Rande 
von {Rate] fortlaufende Integrationscurve. Demgemäss ist 
(B.) A. = /-(y) -/•(/»), 

d. i. gleich der Differenz derjenigen Werthe, welche die Function 
f(z) in y und ß besitzt. 

Die Punkt-e a, /3, y, d liegen im obem Blatt der Fläche SR. 
Bezeichnet man die darunter liegenden Punkte des untern Blattes 
respective mit A, B, f, A, so lässt sich offenbar ein beide Blätter 
der Fläche durchdringender und die Ströme a,, a^, ... Op, 6j, ftj, 
. , ,bp, C2, c^, * - >Cp vermeidender Schnitt ausführen^ welcher ausgeht 
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von h und endigt in ß, B. Dieser [in beistehender Figur ange- 
gebene] Schnitt liefert zwei in beiden Blättern übereinander liegende 
Ciirven, deren übereinander liegende Punkte mit jet, ^bezeichnet sein 
mögen. Alsdann ist, was die Function f{2)y (A.), betrifft: 



m 



— fW =J'^<r (^) <^Wx(l!), 



((;.) 




/•(B) - f{h) = fMZ)dw,iZ), - 

h " 

die Integrationen erstreckt über alle 
Punkte z der obem Curve h , . . ß^ 
respectjve über alle Punkte Z der '^ 

untern Curve A . . . B. Zufolge des Satzes (18.) gelten aber die Re- 
lationen: 

Wai^) + W^(Z) = 2Wa(h), 

Wx(5) + w,(Z) = 2w,(Ä). 

Mit Hülfe dieser Relationen kann man in (C.) den Punkt Z elimi- 
niren, und erhält alsdann: 



(D.) 



(E.) 



h 

m-m =/[M^) - 2w„(Ä)] dw.(e), 
h 

und hieraus durch Subtraction: 

/•(^)-/-(B) = 2w„(A)/dw,(^), 



oder, was dasselbe ist: 

(F.) m - m) = - 2 w„(Ä)[w, (h) - w, (ß)]. 

Ebenso wie diese Formel (F.) erhalten wurde mittelst eines 
von h na^h ß laufenden Schnittes, in ganz ähnlicher Weise wird 
man offenbar, durch Anwendung eines von g nach y laufenden 
Schnittes [vgl. die Figur], folgende Formel finden: 

(G.) f(r) - m = - 2w„G/)[w«((,) - w,(y)J. 

Nun ist die Function f{0), wie schon bemerkt, innerhalb der Fläche 
9lflftc überall eindeutig und stetig, mithin /\B) = /"(f). Subtrahirt 
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man also die beiden Formeln (F.) und (G.) von einander, so folgt 
mit Rücksicht auf (B.): 
(H.) Ax = 2w,(Ä)[w.(Ä) - w.(^)] - 2wa(ff)[w,(g) - w.(y)]. 

Zu berechnen sind die in (30.) enthaltenen Grossen Aj, A^, 
. . . Ap. Es ist also in (H.) unter x eine der Zahlen 1, 2, . . . |> 
zu verstehen. Für x = 1, 2, . . . p ist aber nach (19.): 

2 Wa (Ax) — 2Wa (ßx) = «ax , 

mithin z. B. auch: 

2wx(Ax) ■- 2wx(^x) = öfxx = ^i- 
Diese beiden Relationen aber können, weil wir die Punkte gx^ 
Äx, «x, ßxf yx, *x kurzweg mit g, Ä, a, /3, y, d bezeichnet haben, 
auch so geschrieben werden: 

2Wa(A) = 2Wa(flf) + flerx, 
(^'^ ^ 2w,(A) = 2Wx(^) + Ät. 

Ueberdies ist, was die zu beiden Ufern des Stromes a^ einander gegen- 
überliegenden Punkte ß, y betrifft [vgl. die vorhergehende Figur] 
offenbar: 

{yi) Wx(y) = Wx(/3) — Äi. 

Eliminirt man nun mittelst der Relationen ($.), (iy.) die Punkte A 
und y aus dem Ausdruck (U.), so erhält man: 

^ '^ ' 1 - 2vra(9)[yrA9) - Mß) + «0 J' 

oder, was dasselbe ist: 

(K.) ' Ax = aax[yrx(ff) — Wx(/3) + ^%i] — ni yra(ß), 

oder, falls man jetzt statt g und ß die genaueren Bezeichnungen (/x 
und ßy, eintreten lässt: 

(L.) Ax = flrax[wx(yx) — Wx(/3x) + \ni] — niwaigy). 

Hieraus folgt, falls man nach x summirt, und dabei beachtet, dass 
üax) je nachdem 6, x gleich oder ungleich sind, den Werth xi oder 
hat, sofort: 

X=p X=s/> • 

(M.) -^'Ax = Äi [Wö(^a) — vfaißa) + i^n — 5f *-^' Wa(5rx). 

Substituirt man jetzt endlich diesen Werth in (30.), so er- 
hält man: 

(33.) Ka « Waig.) - ''" ~— + !!J[6.x - ^o(ffr)] , 



X — 1 
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oder, falls man für y^aiga) den aus (25.) sich ergebenden Werth 
subsiituirt: 

(34.) Ka = Wafe+l) + ÜS'liS^cTx ~ ^a{9.)\ , 

X — 1 

oder, mit Einführung des Congruenzzeichens : 

(35.) Ka ^ yfa (ffp-{-l) — ^ ^a{gr)j (^ = 1 , 2, . . . J>. 

x = l 

Die in den w's enthaltenen additiven Coustanten sind nun aber 
[nach (28.) J der Art zu fixiren, dass diese Grossen Ka^^O werden. 
Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat: 

Satz. — Versteht man unter G^, G^, , . . Gp willkürlich geg^>en€ 
Constanten, so werden die Nuüpunkie i^,, ij^, . . . i?p der Function 

(36.) F{z)=^a{wa(z) — Ga) 

den einfachen Formeln entsprechen: 

(37.) Wa(i?,) + vra(rii) • • • + Wa(i?p) ~^ Go, tf = 1, 2, . . .p, 

falls man nur die in den w'$ entJuxltenen additiven Constanten in sol- 
cher Weise sich fixirt denkt, dass die Bedingungen: 

(38.) Wa{g,) + wa(^2) . . . + yraigp) ^ Wa(^H-i)^ <s=\,2,,..p 

erfüllt sind. 

Bezeichnet man die Formel (13.) kurzweg mit 

(39.) Wa(js) = U'^ + G>o(/!), 

SO gehen die Bedingungen (38.) über in: 

so dass also diesen Bedingungen GenQge geschehen wird, wenn man 
den additiven Consianten i,<«', ?,'•>, . . J^w die Werthe zuertheilt: 

(40.) Z„.o)==^(!'^^-f"-i^'>^t_-^*'l^^^^ 0^l,2,...p. 

§4. 

Ueber Thetafonctionen, deren Argumente hyperelliptisohe 
Integrale erster Gktttung sind. 

Sind Gj, G2, . . . Gp leliebig gegebene Constanten, und M^, Jf,, 
, . , Mp beliebig gegebene ganze Zahlen, so wird der Ausdruck: 

« 
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MIN A A/N / H^M - g„) V 

(41.) <D = <D (^) = / — \ 

5fefe ßtnö auf SR reguläre Function, mithin eine algebraische Func- 
tion von e sein. So lautet der früher in (37) pg. 333 gefundene Satz. 
Wir stellen uns hier die Aufgabe , diese algebraische Abhängig- 
keit zwischen und z wirklich durch eine Formel darzustellen. Zu 
diesem Zwecke müssen wir zuvörderst die Nullpunkte des Zählers 
und Nenners, d. i. die Nullpunkte der Functionen 

^{^a{z) - Go) und ^U„{Z) -Ga-Ma y") 

ermitteln. Solches aber wird sich am Einfachsten bewerkstelligen 
lassen, wenn wir die Constanten G und die Zahlen M nicht belie- 
big lassen, sondern auf geeignete Weise festsetzen. 

Die auf 91 vorhandenen Windungspunkte bilden zusammen- 
genommen (p + 1) Punktpaare: 

{9\j K)j (ff^7 h)j • • • (ft4-i> Vfi); 
und diese Punktpaare mögen, in irgend welche hdi^ige Reihenfolge 
versetzt, mit 

(«,«'), iß,n ••• (r,y'), (*,*') 

bezeichnet werden, der Art, dass etwa (a, a) identisch mit (ßm, A«), 
ferner (ß, /?') identisch mit (^„, ä«) ist, u. s. f. Alsdann ist nach (19.) 

Waia) — Wa(a) = An "„* , 



(42.) 



Wa(ß')-y^a(ß) = B,'^, 



Wa(/) - W«(y)= Ca\\ 



n% 



w.(d')-w.(*)-Z)^^*, 

wo Aa, Ba, . . . Ca, Da ganze Zahlen vorstellen, deren Summe 
= ist: 

(42a.) Aa + Ba + ... + Ca+Ba=0. 

Es ist nämlich stets eine dieser Zahlen = -f- 1 , eine andere = — 1 , 
während alle Obrigen = sind. 
Setzt man zur Abkürzung 

w„(a) + w„(/S) . . . + vra(y) «= G„, 
(43.) ^j^^>^ + w^(^) . . . + w„fy) + w„(Ä) --^ Ho, 
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so wird zufolge (42.) und (42 a.): 

Wa(«') + W. (^') . . . + Wa(/) ^Cho + Ma y', " 

^^^'^ Wa («') + W. iß') . . . + W.(y ') + W.(<yO = Sa, 

WO Ma eine gewisse ganze Zahl vorstellt. Die durch diese Formeln 
(43.), (44.) bestimmten Constanten G, M sind es nun, welche unr in 
den Ausdruck einsetzen wollen. Wir erhalten alsdann: 

f 45 ^ cb M - / ^KW-[w.(«) + w,( P) ^^ +W, (y)])\ 2 

l ') V W — ^^^ (^^(^j _ [w^(«')+ w^(n . . . + wjy')l); ' 

überdies ist [vgl. (16.) pg. 358] 

A(a, /J, . . . y) =4= 0, und ebenso auch A(a', ß', - - - y) =4= 0. 

Somit folgt aus dem Satze (20.) pg. 346, dass die in (45.) enthal- 
tenen Thetafiinctionen nicht identisch verschwinden, und dass ihre 
elementaren Nullpunkte respective in a, ß, , . ,y und in a, ß\ ... y' 
gelegen sind. Demgetnäss repräsentirt also <\>{z) eifie auf SR reguläre 
Function 2p^ Ordnung, welche p Ntdlpunkte zweiter Ordnung: a, ß, 
. . . y, und ebenso auch p Pole zweiter Ordnung: «', ß\ ... y' besitzt. 
Genau dasselbe gilt aber auf 91 auch von der Function 

wie aus dem Satze (27.) pg. 115 sich leicht ergiebt. Hieraus folgt 
weiter, nach Satz (33.) pg. 118, dass die beiden Functionen <t>(^) 
und q>(z) nur di^rch einen constanten Factor verschieden sein können. 
Bezeichnet man diesen mit K, so ist also: <t>{z) = K(p(z), d. i. 
. . /»(w„(g) - [w, («) + w, (P) . . . + w, (y)]) y _ 

^^^^') U(w^W -K(Ö+ w;(P'). . . + w^(y')])/ - ^9>W. 

Es handelt sich nur noch um die Bestimmung von K. Nun 
ist nach (43.), (44.): 

Wa(a) +Wa(ß)...+ Wa(y) ^Ha — Wo(Ä), 
W.(«') + Waiß') . . . + Wa(y') =Ha- Wa((J'); 

wodurch die Formel (47.) übergeht in: 

Hieraus ergiebt sich, falls man den variablen Punkt z successive in 
d und in d' hineinfallen lässt: 

NeumAnn, Aberiche lutegrale. 2. Aufl. 24 
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und 



/*(w„(*) + w„(*')-H„)\« 



und hieraus folgt weiter durch Multiplication: 






Der hier auf der linken Seite stehende Quotient hat aber, weil 

[nach (42.)] 

2wa(d') — 2Wa(Ä) = DaXi 

ist, und Da eine ganze Zahl vorstellt, nothwendiger Weise den Werth 
1 ; wie solches mittelst des Satzes (27.) pg. 330 sich sofort ergiebt. 
Somit erhält man: 

und gelangt also zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man die {p -^ l) Paare von WinäungspimJcten : 

{9\^ Ä,), (flfg, Äg), . . . (OpAri, Vl-i) 
in irgend einer beliebigen Beilumfolge mit 

(«,«'), (ß,ß'), •••(y, /), (*, *% 

und setzt man zur Abkürzung: 

(49.) (^^„') (,_p') .::(z-n ''(^^, 

so findet jederzeit die für z identisclie GUnckung statt: 

(bö ^ / »K (')_-l_[''» («) + w„ (^1 . . . + w„ (y)])y , (*) 

^ •'' U(w„(^) - [w>') + w„(^) . . . + wj/)]);/ yv(»)<p(0' 

Diese Gleichung repräsentirt, weil die mit (a, «'), {ß, ß') etc. beeeich- 
nete Anordnung der Punktpaare (ß, h) eine J)eliiiige ist, im Gamten 
(p + 1) Formeln. 

% 5. 

FortsetKung. 

Wir wollen die Bezeichnungen (a, «'), (ß, /3'), . . . (y, y'), (*, tf') 
genau in demselben Sinne, wie im vorhergehenden Paragraph, bei- 
behalten, ausserdem aber auf der Fläche 9i p Punkte markiren: js^, 
z^, ..-Zpy von denen der erste beweglich, die (p — l) übrigen aber 
fest sein sollen. Der Ausdruck: 
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wird alsdaDD, weil [nach (42.)] 

and Da eine ganze Zahl ist, eine auf 9? reguläre Function von 0^ 
vorstellen; wie solches aus dem Satze (41.) unmittelbar folgt. Nun 
kann man, nach Satz (27.) pg. 349, stets (p — 1) Punkte Cjj, Cj, . . . Cp 
sich vorstellen, die zu den (p — 1) festen Punkten z^^ g^, . , . ssp in 
der Beziehung stehen: 

Wa(j2?2) + • • • + ^o{Zp) = — \yfa{<^) + • • • + ^^(Cp)], 

<? = 1, 2, • . .p. 

Führt man aber mittelst dieser Relationen, statt ^^y h^ * • - ^pj diese 
neuen Punkte Cj, Cg, . . . Cp in den Ausdruck Y ein, so ergiebt sich 
[ähnlich wie im vorhergehenden Paragraph], dass Y==M'(jefi) eine auf 
9t reguläre Function 2p^^ Ordnung ist, welche p Nullpunkte zwei- 
ter Ordnung: c^, c^, . - * Cp, 8y und ebenso p Pole zweiter Ordnung: 
Cg, Cg, . . . Cp, d' besitzt*). Die mit einander coincidirenden Nullpunkte 
und Pole zerstören aber einander; so dass Y = ^(ßi) sich scUiess- 
lieh als eine reguläre Function zweiter Ordnung fieraussteUf, welche in 
d einen Nullpuiikt zweiter Ordnung j andererseits in d' einen Pol zwei- 
ter Ordnung besitzt. 

Genau dasselbe gilt aber auf SR auch von dem Ausdruck 

(52.) t = H^u^2. "'^p) = (,- -,^(,^-1^')— .-(^dV 

vgl. den Satz (27.) pg. 115. Die beiden Functionen ¥ = ^(Zi) und 
^ = ^(jjj) können daher, nach Satz (33.) pg. 118, nur durch einen 
Constanten, d. i. von Zy^ unabhängigen Factor von einander verschie- 
den sein. Es ist also der Quotient 

von Zy^ unabhängig. Hieraus aber ergiebt sich [auf Grund der in 
Bezug auf Zy, z^, ^3, . - . Zp vorhandenen Symmetrie], dass derselbe 
auch unabhängig ist von z^f z^, . . . Zp. Man erhält also die For- 
mel: Y == Kt, d. i. 

*) Voranngesetzt, dass von den beiden im Zähler und Nenner von ^M 
enthaltenen Thetafnnctionen keine identisch verschwindet. Vgl. die Bemer- 
kung pg. 374. 

24* 



Digitized by 



Google 



372 yieraehntes Capitel. 

wo K eine Cmsiante, d. i. eine von e^, g^, . . . 0p unabhängige Grösse 
vorstellt. 

Es handelt sich nur noch um die Bestimmung von K. Tml die- 
sem Zweck lassen wir in der Formel (53.) die Punkte e^, z^, . . .ip 
einmal in die festen Punkte a, ^, ... y, das andere Mal in die 
Punkte oc', /3', . . ■ y' hineinfallen, und erhalten so die Gleichungen: 

/»(w>) + W„(P) . ■ . + w^y) -W„(< ))y ^ . „ . 

Vd(w„(ä)"+ w„(^) . . . + "w„(yj - w„(a'))7 ^ v (,«, p, . . . yh 

^ »(w„(«')-|-w„(p -) . . ■+ w„(y')-w„(*)) y _ „ , , , , 

\*(w„(«') + w„(p') . . . + w„ (y') - w„(*')); - A V^a , P , • . . y J, 

Gleichungen, die unter Anwendung der Bezeichnungen (43.), (44.) 
sieh auch so schreiben lassen: 



[ ^(g„-2w,( ö-)— j = ^*(« , ^ , • • • r ). 



Hieraus folgt durch Multiplication: 

/»(H„-2w„(»))y _., ,, . \ ,f ' M' „"> 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient ist aber == 1 [vgl. 
die analoge Betrachtung auf pg. 370J. Somit erhält man: 

X_ ^ _ 

yV;(a,p,...y)^(aMJ', ...y')' 

und gelangt daher zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man die Q) + 1) Paare von Windungsptinhten 

{9ij K)} (ff29 K)j ' • • {9p+u *p4-i) 
in irgend einer beliebigen Reihenfolge mit 

(«,«'), (^,^0, ■■■(?,/), (6,0% 

und seiet man mr AhMrmng 

(«, -S){g^-8)...{z^-il) 

(54.) (i."-"^Tc«T^*')~:^(^p j: i') = * («i . ^.» • • • ^^; » 

so wird für hdid>ig variirende Lagen der Punkte «i, «2, . . . e, stets 
die Formel stattfinden: 

/*K(*,) + w„K) . . . + w„(y-w„(tf ))y _ 

^^^') V»(w„(5,)"+ w;(5.) . :. + w„(*p - w„(*')); 
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Und zwar repräsentirt diese Formel im Ganzen (p+ 1) Gleichungen, 
weü die mit (a, «'), (/3, /5') etc, bezeichnete Reihenfolge der Punktpaare 
(ff, h) mehrfach geändert werden Jcann. 

§6. 

IiÖBimg des Jaoobi'sohen Umkehrproblems für die hyper- 
elliptisohen Integrale. 

Das Jacobi'sche Umkehrproblem besteht [nach (5.) pg. 352] 
in der Ermittelung desjenigen Punktsystems ^i, ^2> • • • ^py welches 
den Formeln entspricht: 

(56.) y^o{zi) + yra{z^ . . . + yfa{Zp) ^ F^, =\,2,..,p, 

wobei F,, F^, . . . Vp als heliebig gegebene Grössen zu betrachten sind. 
Oder mit andern Worten: Das Jacobi'sche Umkehrproblem be- 
steht in der Ermittelung desjenigen Punktsystems Zi, z^, . * . Zp, 
welches, in Verbindung mit irgend welchen ganzen Zahlen m, n, 
den Gleichungen Genüge leistet: 

(56a.) yra{z^) + yfa{z^) . . . + w^ (Zp) = V„ + tn„ ni + SnnnbyM, 

iy=l,2,...i>, 

die Summation ausgedehnt gedacht über x ^= 1,2, . . ,p. 

Bezeichnet man die linken Seiten dieser Formeln (56 a.) für den 
Augenblick mit Za, so ergeben sich, falls man "WaiS), respective 
Wa{d') auf beiden Seiten subtrahirt, die Gleichungen: 

Za — Wa{d )^\Vo— Wö(* )] + moTci + 2:^ny,b^„, 

Za — W„(d') = [Va — Wö(*')] + ^a^i + H^ny^a' 

Zufolge des Satzes (28.) pg. 330 ist daher: 

die Summation ausgedehnt gedacht über (J = 1, 2, . . .|). Der hier 
auftretende Exponentialfactor hat aber, weil nach (42.) 

und Da eine ganze Zahl ist, den Werth + 1. Somit folgt: 

\HZ„ - w^(d'))/ \nV„ - w,((J'))7 ' 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient ist aber, falls man 
die eigentlichen Bedeutungen der Za im Äuge behält, nichts Ande- 
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res, als der in der Formel (55.) enthaltene Quotient; so dass man 
also jene Formel jetzt auch so schreiben kann: 






Und diese Formel repräsentirt, ebenso wie (55.), im Ganzen {p + 1) 
Gleichungen, und zwar Gleichungen, durch welche die gesuchten 
Funkte z^ ^^j - - - ^p ^^ unmittelbare Beziehung gesetzt werden zu 
den gegebenen Grössen F^, Fg, . . . Vp. Demgemäss gelangt man zu 
folgendem Resultat: 

Lösung des JacoWschen Problems. — Sind F,, Fj, . . . F^ be- 
liebig gegebene Grössen, und sollen die den Formeln 
(58.) w.(^i) + wa(^,) . . . + w„(^,,) _ F^, (f = 1, 2, . . ,p 

entsprectiefiden Punkte ^i, j8^2, . . . ^p ermittelt werden, so bemdme man 
zuvörderst die [p -{- \) Paare von Windungspunkten 

in irgend welcher beliebigen lieihenf'olge mit 

(«,«'), iß,ß'), -■■(.r,/), (s,s'), 

und setze zur Abkürzung 

\P^^') (^r=~^') (^2 - '9') : :. {z^ - 9') — ^ V^i ' ^-^^ • • • ^Ph 

AUdann ergiebt sich zur Bestimmung jener Punkte z^, z^, . , . Zp die 
Formel: 

.j.^^x __ ^^(-^^ -^^ • • • V (nv,-^„m\^ 

^ ' *^ V'^ («,"?. . ." y) t/^(«7?','."; . y') ^^(^o - ^^oi^^))/ ' 

Diese Formel repräsentirt, weil die mit (a, «'), (ß, ß') etc. be- 
zeichitete Reihenfolge der Punktpaare {g, h) eine beliebige ist, im 
Ganzen {p + 1) Gleichungen, also Gleichungen y die mehr als hinrei- 
chend sind, um die unbekannten Punkte z^, z^, . . . Zp zu ermitteln. 

Bemerkung. — Auf i)g. 371 war von einer gewissen Function Y — V(z,) 
die Rede. Dabei ist dort ausser Acht gelassen, dass der Zähler dieser 
Function möglicher Weise identisch verschwinden kann, ebenso auch ihr 
Nenner. Die hierdurch in den Sätzen pg. 372 und 374 hervorgebrachte 
Unsicherheit wird indessen beseitigt werden durch den Schluss des nächst- 
folgendeu Capitels. 
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Fünfzehntes Oapitel. 
Die ümkehnuig der Aberschen Integrale erster Gattung. 

Ich werde in diesem Capitel mich wesentlich stützen auf das 
ausgezeichnete Werk von Clehsch und Gordan über die Theorie der 
AbeFschen Integrale (Leipzig, 1866), daneben aber auch auf die 
diesem Werke sich anschliessenden Aufsätze von H, Weber im 
70. Bande des Crelle'schen Journals Seite 193 und 314. 

§ 1. 

Darstellung des Quotienten zweier Thetafunotionen durch 
Integrale dritter Gattung. 

Wir kehren zurück zu unsem allgemeinen Betrachtungen, indem 
wir wiederum unter SR eine willkürlich construirte n- blättrige Rie- 
mann'sche Eugelfläche, ferner unter Wi(^), w^i^),,., Wp{is) die derselben 
zugehörigen Aberschen Normalintegrale erster Gattung verstehen. 

Sind G^j G^j . , . Gp und i/^, H^y , . , Hp beliebig gegebene 
Constanten, so ist der Quotient 

wie im Folgenden gezeigt werden soll, in einfacher Weise ausdrück- 
bar durch die der Fläche SR zugehörigen Integrale dritter Gattung. 
Um näher auf die Sache einzugehen, markire man auf SR 
irgend welche Punkte c^, c^j . . . Cp und ri, , rf^, . . . dp, jedoch von 
solcher Lage, dass 
(1.) A (c,, (?2» • • • (^p) =4= und A (rf^, d^,.. , dp) =\= 

ist. Alsdann sind [Satz (20.) pg. 346] Zähler und Nenner des 
Bruches 

(2.) ^ W ^(w^(,) „ [w^(e,) + w^(c,) . . . + w^(cp]) 

wirklidie Functionen von ^r, d. i. Functionen, die nicht identisch ver- 
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schwinden. Der Nenner besitzt [zufolge des genannten Satzes] p 
elementare Nullpunkte: c^^, c^, . *. Cp, und der Zähler ebenfalls |7 ele- 
mentare Nullpunkte: d^^ d^^ . . . dp. Gleichzeitig ergiebt sich [vgl. 
Theorem pg. 333], dass F{8) eine auf SR* reguläre Function ist mit 
den elementaren Polen c^^ c^, , , . Cp und den elementaren Nullpunk- 
ten d^yd^j . . . dpj und dass diese Function in den Curven hx (x<=s 1, 
2j ...p) folgende Quotienten besitzt: 

(3.) längst,: J|^e^^^['^''('*>^-'''(''A 

Genau dasselbe gilt aber, zufolge des Satzes pg. 274, auch von 
der Function 

®^ ri W + »r rf W"-+®r rl («) 

<t)(;2?) = e ' ' ^ ' P P . 

Der Quotient -^j-^ ist daher auf 9i allenthalben eindattig und stetig, 

mithin [Satz pg. 118] eine Constante. Bezeichnet man also irgend 
etpei Lagen des Punktes respective mit e^ und e^ so ist: 

F^) FM 
4)(/)""<t>(^,)' 

d. i. 

F(z) _ 0{zl 

Flz,) — <t>M' 
also, falls man für seine eigentliche Bedeutung substituirt: 

(4-) S'\ = n>^^^'^-'''^'"'^'^\ . 

Hiermit ist diese Formel (4.) bewiesen unter den in (l.) über 
die Punkte c, d gemachten Voraussetzungen. Versetzt man jetzt 
den Punkt c^ auf der Fläche ?R in willkürliche Bewegung, während 
alle übrigen Punkte c, d ihre anfänglichen Lagen beibehalten sollen, 
so werden jene Voraussetzungen (1.) beständig erfüllt bleiben, ab- 
gesehen von gewissen einzelnen Lagen c/, c,", c/", . . . des Punk- 
tes q. Und hieraus folgt, dass die Gleichung (4.), abgesehen von 
den speciellen Lagen c/, c/', c/", . . . , gültig ist für jedwede Lage 
des Punktes Ci, und dass sie daher [so weit ihre beiden Seiten be- 
stimmte Werthe behalten] selbst noch gültig bleibt für jene spe- 
ciellen Lagen c/, q", c/", . . . Analoges ergiebt sich, wenn man 
jetzt zweitens den Punkt c^ in Bewegung versetzt. U. s. f. Die 
Gleichung (4.) ist daher [so weit ihre beiden Seiten nicht etwa un- 
bestimmt werden] allgemein gültig für jedwede Lage der 2p Punkte 
c, d. 
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Also der Satz: Versteht man umier F{a) den Quotienten: 



so gilt die Formel: 



L^^ - 77 A-/^)- V»^^'^ 



• 

f/ffd zwar wird diese Formel, soweit ihre beiden Seiten überhaupt be- 
stimmte Werthe repräsentiren, gültig sein fUr ganz beliebige Lagen 
der (2p + 2) Punkte z, z^ und q, c^, ... Cp, rf^, rfg, ... dp. 

Diesen einfachen Satz vorangescbickt, gehen wir jetzt über zu 
unserm eigentlichen Gegenstande. Es sei f(z) irgend welche auf 
9i reguläre Function g*®' Ordnung. Ferner seien («i . . • ßi), («2 • • • A)> 
(ccg . , . ßq) irgend welche, simultane Bahnen der q Niveaupunkte von 
(7.) f(z)] und zwar mögen diese Bahnen die Curven a« nach Belieben 
überschreiten dürfen^ nicht aber die Curven bx> Alsdann gilt nach 
dem Abduschen Theorem [vgl. (20.) pg. 303] die Formel: 

(8.) S^[^c.(A) - ^caiaj)] = log ^1^1 - log f-||^-J , 

oder, was dasselbe ist, die Formel: 

(9.) ^§W^;-..>,._(^^|)(;ffi^*)-, 

WO A und B die Werthe von f{z) respective in a^, (x^, ... «^ und 
/Sj, ß^, - ' ' ßq vorstellen. 

Nimmt man nun für (c, d) der Reihe nach beliebige p Punkt- 
paare (Ci,dj), (c^fd^), "'{Cpjdp), und multiplicirt alle so sich er- 
gebenden Formeln (9.) mit einander^ iso erhält man : 

Die linke Seite dieser Formel kann aber, nach (6.), auch so ge- 
schrieben trerden: 

(10a.) n FM' 

oder, weil F{z) die Function (5.) repräsentirt, auch so: 

(lOb.) ff jf*(-"(^izZ^")) /*(w.'^)z^)-M 
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wo Ca und Da die in (5.) in den eckigen Klammern enthaltenen 
Ausdrücke vorstellen. Demgeraäss gelaugt man also zu folgen- 
dem Satz: 

Theorem. — Man marhirc auf SR irgend welche Punkte c,, Cj, 
. . . Cp, diy dg, . . . dp, und setze zur Abkürzung: 

Da = Wö(d,)*+ yfa{d^) . . . + We,(dp), 6=l,2,...p. 

Versteht man alsdann unter f(z) irgend eine auf 9i reguläre Funäiati 
2**' Ordnung, ferner unter (a^ . . . /Jj), (a^ . . . /S^), . . . («^ . . . ßg) irgend 
ivelche simultane Bahnen der q Niveaupunl'te von f(z), und seid 
man voraits, dass diese Bahnen wohl die Curven »x, nicht aber die 
Curven hy, überschreiten, so findet die Formet statt: 

~fJi l\nw,(«;-A)A*(w>;-c7,); )• 

Dabei bezeichnen A und B die WertJie von f(z) in a^^ a^, ... «„ 
und ßu ßi, . . • ßq^ 

Wählt man z. B. für «,, «g, . . : aq die Pole der Function f{z), 
so wird A = cx>; so dass in diesetn Fall die Formel die einfachere 
Gestalt erluilt: 

^'''•' fJ,\f\c,)-Bj-fJ, \V»(w„{«p-/)„)A*(w„(«,)-C„); J 

f(z) ist eine willkürlich zu wählende, auf SR reguläre Function. 
Mau kann also für f{z) z. B. auch z selber nehmen: 

Die Niveaupunkte von f{z) verwandeln sich alsdann in die Ni?eau- 
punkte von Zy d. i. in diejenigen Punkte, in denen z einerlei Werth 
hat. Mit andern Worten: Die in Rede stehenden Niveaupunkte sind 
alsdann dargestellt durch je n in der n-blättrigen Fläche SR an ein 
und derselben Stelle übereinander liegende Punkte; woraus folgt, 
dass die Zahl q in diesem Fall «=» n wird. 

Gleichzeitig erkennt man, dass die simultanen BaJmen der in 
Rede stehenden n Niveaupunkte im gegenwärtigen Falle durch je n 
in den n Blättern der Flache SR genau übereinander liegende Cur- 
ven dargestellt sind; — so dass also der vorhergehende Satz (12.) 
folgende Gestalt annimmt: 
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Specielleres Theorem. — Sind auf der Fläclie SR irge^id welche 
Punkte c^i c^, . . . Cpy d^, d^, , , . dp marhrt, und setzt man: 

Ca = W^(C,) + W^(Cjj) 1- Wa{Cp), 

Da = Wö(rf,) + Wo(d^) 1- Wo(rfp), 0=1, 2, '"p, 

so gilt die Formel: 



(14) 






'l 



Dabei sind unter A tt«d B hcUebige Constanten zti verstehen. Ferner 
repräsentiren a^, a^, ... a« rfiV; in rfcr Fläche SR frei ;2i = A überein- 
ander liegenden Punkte, und ebetiso |8,, ß^y ... |8„ rfie 6ei je? = B über- 
einander liegenden Punkte. 

Doch dürfen jene beiden Constanten A, B nicht ganz ad libitwn 
gewählt werden. Vielmehr müssen die beiden Stellen z = A und z = B, 
(15.) falls die Formel (14.) gültig sein soll, der Art gewählt werden, dass 
man von z = fii aus nach z == B hin einen alle n Blätter der Fläche 
durdidringenden Schnitt zu führen im Stande ist, welcher keine der 
Curven bx durchkreuzt. 

§2. 

Die Lösung des Jaoobi'sohen Umkehrproblems. 

Das Jacobi'sche Uuikehrproblem besteht [vgl. (5.) pg. 352] in 
der Ermittelung desjenigen Punktsystems z^, z.^, . . , Zp, welches den 
Formeln entspricht: 

(16.) Wa(;3l,) + ^a{z^ • • • + Wo(;grj,) ^ Va, =\,2,...p, 

wobei Fj, F^, . . . Vp al^ beliebige Variabein zu betrachten sind. 
Genauer ausgedrückt besteht also dieses Problem in der Ermitte- 
lung desjenigen Punktsystems z^, z^, ... Zp, welches, in Verbindung 
mit irgend welchen ganzen Zahlen m, n, den p Gleichungen Ge- 
nüge leistet: 

(IHa.) Wa(;8r,) -f Wa{z<i) f- Wa{Zp) =^ V„ + maTti + Z^nJ.)y,„, 

6=1,2, ...p. 
Um dieses Problem zu lösen, bezeichne man die linken Seiten 
der Formeln (16. a) zur Abkürzung mit Zai 

(17.) y^aiüi) + yfo{z^) h Wa(je?p) = Za. 

Ferner markire man auf SR p feste Punkte c^, c^, . , . Cp von ganz 
beliebiger Lage, und setze: 
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(18.) Wa(c,) + Wa{c^) 1- Wa(Cp) = Ca. 

Sodaun bilde man irgend eine auf SR reguläre Function f{z) 
von beliebiger, etwa q^^ Ordnung, und construire irgend welche 
simultane Bahnen («i . . . ßi)f («2 • • • ß^)} • • • («^ - - • ßq) ^^^r Q Niveau- 
punkte von f{0), jedoch in solcher Weise, dass diese Bahnen die 
Curven 6« (« «= 1, 2, . .2)) nirgends überschreiten, und bezeichne end- 
lich die Werthe von f{0) in den Anfangs- und Endpunkten dieser 
Bahnen respective mit A und B. — Alsdann ist zufolge des Theo- 
remes (12.): 

r 

In dieser Formel können die Za durch die Va ersetzt werden. Nach 
(16.a) und (17.) ist nämlich: 

mithin: 

(Wo(ft) - Za) = (WafÄ) — Va) — m^^i — Enfl^hra, 

(wa{aj) — ' Za) = (w„(a,) — Va) — m^Äi — Zxn^bxa, 

wo die m, n unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Somit folgt aus 
(28.) pg. 330: 

^(w,(p.) - Z,) »( w,(p.) - K^) ^^ 

(20.) ^(w„(a.) -X) ~ ^(w,(a,.) - K,) ^ ' 

WO ^y die Bedeutung hat: 

^> =-'-^2no[wa(ft) — Wc(«^)]. 
Demgemäss ist z. B.: 

^1 + ^2 + • • • + *? =^^' i^^o ^ \Mßj) - W,(«^)]), 

also unter Anwendung des AbeVschen Theorems [vgl. (B.) pg. 294]: 

*i + ^2 H \- tq =="^ {2naMani) = N • 2«i, 

WO die Jtf's jranxre Zahlen sind, mithin Gleiches auch von N gilt. 
Mit Rücksicht auf diese letzte Formel aber ergiebt sich aus (20.) 
sofort: 
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Dies aber in (19.) substitnirt, erhält man offenbar eine Formel^ 
welche von (19.) selber nur dadurch sich unterscheidet, dass statt 
der Za die Va auftreten; und gelangt daher zu folgendem Resultat: 
Lösung des Jaeobi'schen Problems. — Soll das Jacöbi'scJhe Um- 
kehrpröblem (16.), (16.a) gelöst werden, so marhire man zuvörderst auf 
SR irgend welche festen Puncte c^/Cg, ... Cp, und setze: 

(22.) Wa(€i) + VTaM h ^o(Cp) = Ca, (f = 1, 2, p. 

Sodann bilde ma» irgend eine auf JR reguläre Function f{z) von be- 
liebigery etwa q*^" Ordnung, und construire irgend welche simultane 
Bahnen («,... ßi), (a^ . . . ß^), ... (ccg , . . ß^) der q Niveaupunkte 
von f{z), jedoch in solcher Art, dass diese Bahnen die Curven 6» 
(x = 1, 2, . . . j?) nirgends Oberschreite^i, und bezeichne endlich die 
Werthe von f{z) in den Anfangs- und Endpunkten dieser Bahnen 
respecüve mit A und B. 

Alsdann gilt zur Bestimmung der gesuchten Punkte z^, z^^ ... Zp 
die Formel: 



|23.) 



,5lV(ci|)-^BJV{c*)-A) j- 



fj^ l\>(w:;(«.) - vj) v^(w,(«; - c„)) y 



Diese Formel enthält y ausser den construirten Constanten c, (7, a, A, 
ß, B, nur noch die Variablen: 

fM, A^s), • . . fM und F„ F„ . . . Vp. 

Man kann nun solcher Formeln (23.) beliebig viele bilden, in- 
dem man die Constanten a,, Oj, ... a^, A und ft, /Jg, . . . ßq, B inner- 
halb dßs ihnen durch die Construction angewiesenen Spielraumes beliebig 
variiren lässt. Bildet man aber in dieser Weise im Ganzen p solche 
Formeln (23.), so kann man mittelst dieser p Formeln die Grössen 
f{^\)} fiß^i)} • • • fM ausdrücken als Functionen von Fj, Fj, ... F^. 

Allerdings sind hierdurch die z^, z^, ... Zp noch immer nicht 
völlig bestimmt Denn f{z) ist eine reguläre Function (?**" Ordnung; 
so dass also z. B. durch Kenntniss des Werthes von f{z^) im Ganzen 
q Punkte jeTj sich bestimmen, unter denen nur einer der gesuchte sein 
kann. 

Man kann aber, in derselben Weise wie /'(jsrj, f{z^, ... f{z^y 
z. B. auch 9(^,), ^>{z^)f ... q>{Zp) berechnen, falls nämlich q){z) 
irgend welche zweite auf 9i reguläre Function repräsentirt. U. s. w. 

Empfehlenswerther als dieses sehr umständliche Verfahren. 
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dürfte folgendes sein: Man nimmt zur Function f{B) das Ai^ment 
z selber. Die Niveaupunkte von fijs) verwandeln sich alsdann in 
die Niveaupunkte von g, d. i. in diejenigen Punkte, in denen z einerlei 
Wertli hat. Mit andern Worten: Die in Rede stehenden Niveau- 
punkte sind alsdann dargestellt durch die in der n-blättrigen Fläche 
91 an ein und derselben Stelle übereinander liegenden n Punkte; 
woraus folgt, dass die Zahl q in diesem Fall = n wird. Der vor- 
hergehende Satz nimmt daher, bei dieser Specialisirung, folgende 
Gestalt an: 

Einfachere Lösung des Problems. — Man marJcirc wiederum 
auf 9i zuvörderst irgend welche festen Punkte c^, c^, ... Cp, und setze: 

^o{c^) + WöC^g) h Wa(Cp) = Co, = 1, 2, ... j). 

Sodann marJcire man weiter auf der n-blättrigen Fläche SR an irgefid 
zwei Stellen je? = A und z = B die übereinander liegenden Punkte «„ 
«2; • . • «n und ßi, ß^y ... ßn'i dabei wähle 'man aber diese beiden 
Stellen in solcher Weise , dass man, von iSf = A aus, nach z = B hin 
einen alle n Blattei' der Fläclie SR durchdringenden Schnitt zu führen 
im Stande ist, welcher keine der Gurren bx (x = 1, 2, . . .|)) durch- 
kreuzt. 

Alsdann gilt für die unbekannten Punkte z^, z^, . . , Zp folgende 
Formel: 

fi{(;:-D(:-ri= 

(25.) _ 7/f/^ K(p>)- y.^\ (^i^a(ßj) - (^o)v 

Diese Formel repräsentirt eine Relation zwischen den Vofiablen 

^i, ^2, . . • ^p wwd Fj, Fjj, . . . Vp. 
Denkt man sich nun, durch Variation der Constanten A und B iw 
Ganzen p solclie Formeln (25.) hergestellt, so bestimmen sich miitekt 
dieser die Punkte z^, z^, , , - Zp als Functionen von F^, F^, ... Vp- 

§3. 
Fortsetsnng. Anwendung auf den Specialfall der hyi>6relliptisoheD 

Integrale. 
Für 91 sei gegeben diejenige 2^>-fach zusammenhlingeDde eteei- 
blättrige Riemann'sche Kugelfläche SR, auf welcher die Functiou 



(26.) s = y(z- g,)\z - hj{z-g,) {z - Aj • • • (^ - e/p+i) (z ^"h^i) 
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in eindeutiger Weise sieh ausbreitet^ wo die g, h beliebig gegebene 
(reelle oder eomplexe) Constanten vorstellen. Und auf dieser Fluche 
seien die 2|7.%Riemann'schen Curven a», ftx in solcher Weise fest- 
gesetzt; wie in der Figur pg. 359 für den specielleu Fall p == 3 
näher angegeben ist 

Es handelt sich nun wieder um die Lösung des Jacobi'schen 
UmkehrproblemS; d. i. um die Ermittelung derjenigen Punkte s^, 
j?2, . . . ^pf welche den Formeln 

(27.) wai0,) + M^^) . • . -f M^p) -" Vo, <y = 1, 2, . . -i?, 

entsprechen. Zu diesem Zwecke markiren wir zuvörderst auf 9i 
irgend welche festen Punkte Cj, Cg, ... Cp und rfj, d^, ... dp und 
setzen : 

w^(rfi) + ^„(dg) h w„(dp) = D<x, (f = 1 , 2, • • -jp. 

Dies vorangeschickt, wollen wir jetzt den vorhergehenden Satz 
(25.) auf den gegenwärtigen Fall in Anwendung bringen. Dabei 
sind alsdann auf der Fläche fR irgend zwei Stellen z=A und ^=B 
willkürlich zu wählen, jedoch [vgl. den vorhergehenden Satz] in 
solcher Weise, dass man in der Fläche SR von der einen Stelle zur 
andern einen beide Blätter durchdringenden Schnitt zu führen im 
Stande ist, welcher Iceine der Curven hx durchkreuzt. Ein Blick 
auf die Figur pg. 359 zeigt daher, dass man für ^e? = A und 
jS? = B z. B. die beiden Windungspunkte g^ und \ wählen darf, oder 
auch g^ und Äg, u. s. f. ^ Man kann also den vorhergehenden Satz 
(25.) in Anwendung bringen, indem man dabei für (A, B) irgend 
eines der (jp + 1) Punktpaare {gt, K) eintreten lässt. Die bei 
£f => A = ^t über einander liegenden Punkte a^, «g verschmelzen 
alsdann, weil gt ein Windungspunkt ist, zu einem eimigen Punkte, 
der kurzweg mit A oder gt zu bezeichnen sein wird. Desgleichen 
verschmelzen alsdann die beiden bei ^ = B = K übereinander liegen- 
den Punkte /3i, /3g zu einem einzigen Punkte B oder A,. Demgemäss 
wird das auf der rechten Seite der Formel (25.) stehende Product 
die Gestalt besitzen: 

d, i. die Gestalt 

F{a„ß,)F(a„ß,)<=[FiA,B)r-, 

so dass also jene Formel (25.) folgendes Aussehen erhält: 
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Ut \ V* - B/ V* - A/ J "" V* (w„(A) - V„)) \» (w„ (A) - C„)7 ■ 
Und diese Formel kann unter Einffihrung des Functiouszeicbens: 

(29.) *(.., .„ . . . .,) = ^^^ .- X)-( ..-A )...(/,-A)> 

einfacher so dargestellt werden: 

Denkt man sich nun diese Formel (p + 1) Maie hingeschrUbmj indem 
man dabei für (A, B) der Beute nach die Punktpaare (^i, AJ, (g^, h^\ 
• • • (äh-i, *h-i) ^w/re/ei> Zä5S^, 50 ar/iöZ^ wa« im Ganzen (p + 1) 
Gleichungeti, von denen bereits p ausreichend sind^ um z^, z^j • > - Sp 
als Functionen von V^, V^y . . . Vp zu bestimmen. 

Hiemit ist das Jacobi'sche ümkehrproblem fQr den gegenwär- 
tigen Fall absolvirt. Es bleibt noch übrig, diese Losung weiter zu 
vereinfachen. 

Die Gleichung (30.) findet statt zwischen je zwei den Formeln 
(27.) entsprechenden Werthsystemen der Variablen Zi, z^, ... ^p 
und Fj, Fg, . . . Vp. Sie wird also [zufolge (28.)] z. B. auch stattfinden 
zwischen c^^ c^, ... Cp und C^^, Q, ... Cp, ebenso zwischen d^y d^, 
. . . dp und Dl, Dg, ... Dp, Durch Substitution dieser letzten Werthe 
erhält man: 

f^d^,"-dp) 



\^(w,(A) - D,;)) \H^, (A) - CJ ) ' 



oder, falls man für die Da ihre eigentlichen Bedeutungen (28.) ein- 
treten lässt: 

^ '^ '^(C|, e„ . . . cp \^(w„(A) - -S^w^Cdp)/ U(w,(A) - CJ ) > 

die Summationen ausgedehnt gedacht über ^* «« 1 , 2, • • • |?. In dieser 
Formel (31.) repräsentiren d^, d^, .., dp helidng zu wählende Punkte; 
so dass also die Formel gültig bleiben wird bei jedweder Variation 
dieser Punkte. Hievon soll sogleich Gebrauch gemacht werden. 
In (30.) und ebenso in (31.) war unter (A, B) irgend eines 
der Punktpaare (^f^, ÄJ, (S'a, *«), . . . (äh-i> VfO ^^ verstehen. 
Wir wollen uns jetzt für (A, B) irgend ein bestimmtes dieser (p -f- 1) 
Punktpaare festgesetzt,* die übrjgen p Punktpaare aber in irgend 
welcher Reihenfolge mit (Ai,Bi), (Aj,, Bg), ... (Ap, B^) bezeichnet 
denken. Nehmen wir nun in (31.) für die willkürlichen Punkte 
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dif d^, . . . dp einmal die A,, Ag, . . . Ap, das andere Mal die B,, 
B^, ... Bp, so erhalten wir: 

»(A.,A ,.--Ap /*(w„(B)^ 3w^^\ Y*(w„^B) -C„)_Y* 

und: 

»(B. .B„---Bp ^ /»(w„(B) - 27^w„(B^))\Y»(w„(B) - C„)\-« 
1f (c. . c,. • • • V U(w„(A) - ^^. w„tB^))^ W(w„ (A) -C„)) ' 

und hieraus durch Multiplication und Wurzelansziehung: 

fi-^ ) yt^(A~Ä.T-~Ap»(B7rB7r~B„)" ^ /»(w„(B) - C„) \-» 

^' "" >(c..<^,--"-V V*(w„(A)-C„)7 ' 

WO K die Bedeutung hat: 

^,^0.) ^~ 9iw„ (A) - .2jW„(Ap) »(w^CA) - 2^w„(B^)) ' 

die Summationen stets ausgedehnt gedacht Qber j=l,2,'--p. 
Schliesslich folgt aus (30.) und (32.) durch Division: 

(34-) |A^(a;,-ä;;^- • a7«(b.. B.;~ • • sp" °° k Uk(A) - vj) • 

Bemerkiug. — Es ist nach (19.) pg. 361: 



(35.) 



worans darch Addition folgt: 

(36.) ^^o^^i) + ^a(^) h ^(y('*p+l) =- ^<r(^i) + W^(5f,) h W^(g^{), 

Gleichzeitig folgt ans (35.), mit Rücksicht auf die bekannte Bedentnng 
der «ax- 

2[w^(M-w^0/,)]«3f;^>«f, 



(37.) 



wo die M^ lauter ganze Zahlen sind, von denen eine » i, eine andere 
s» — 1 , nnd die übrigen » sind, so dass also die Beziehung stattfindet: 

(37 a.) ar;*^ + M^*^ . . . + Jtf„(H-i) » 0. 
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Wir haben nun im Vorhergehenden die Punktpaare (g^^ Ä,), 
(0^2? ^2)» ••• (S'H-i? VfO i^ irgend welcher belidtigen Reihenfolge mit 

(A, B), i\, B,), (A,, B,), . . . (A„ B,) 
bezeichnet. Zufolge (36.) ist daher z. B.: 

J=^p J=p 

(38.) Wa(A) + ^ w^(A,) = Wa(B) + V w^(B^) = La, 

WO La den gemeinschaftlichen Werth der beiden Ausdrücke vor- 
stellen soll. Ferner folgt aus (37.) z. B.: 

(39.) 2[Wa(B) — Wa(A)] = Ma^i, 

und ebenso: 
(40.) 2[w„(B|,)-w„(A,)] = M„ü)«i, j=.i,2,.--p, 

WO die M und die M^^^ ganze Zahlen sind. 
Nach (33.) war nun 

_ ^(w^(B )^2;^.w,(A ;) »( w,(B) - 2 ;^w,(B.)) 

die Summationen ausgedehnt über J = 1, 2, • • • j). Eliminirt man 
diese Summen 2/}wa(A;) und 2yWa(B;) mittelst der Formeln (38.), 
unter Einführung von La, so ergiebt sich: 

^ »(w^(B) + w,(A) - L„) «^(2w,,(B)_- Z^) 

^(2 w^(Ä) - La) ^(w^(A) + w^(B) -L„) ^ 

oder, was dasselbe ist: 

_ ^( 2w,(B) ^ X ,) 

l^(2w^(A)-4)' 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (39.), unter Anwendung des Satzes 
(27.) pg. 330, sofort: 
(41.) K = 1. Q. e. d. 

Somit gelangt man, auf Grund von (34.), zu folgendem Resultat 
Soll das Jacöbi'sche Umkehrpföblem für diejenige eweihlättrige 
Eiemann'sdie Kugelfläclie 9i gelöst werden, auf welcher die Function 



(42.) s = y{0-g,) (0—\) {z - g]) (0 — äJ •' • • (^ - g^i) (z - Ä^-i) 

in eindeutiger Weise sich ausbreitet, so hezeichne man die Punktpaare 
(fl^n K)^ {9%} h)) ' ' ' (ffp+iy Vfi) *^ irgend welcher beliebigen 
Beil^ifolge mit 

(A, B), (A„ B,), (A,, B,), . . . (A„ B,). 
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Älsdemn gilt, teenn nur Äbkürmmg 

gesetzt toird, für die unbekannten Punkte 0i, 0^, . . . Zp folgende Formel 
[vgl (34.) und (41.)]: 

^ '^ y^CÄ^A,, • • • Ap t/;(B7; B, T-ßp" \^K(A) ~ FJy/ ' 

Diese Formel repräsentirt, toeil (A, B) ein beliebiges unter den 
(p + 1) Punkipaaren {g^, h^), {g^, *»), • • • (äh-i; VhO vorstelU, im 
Ganzen (p + 1) Gleichungen, von denen bereits p ausreichend sind, 
um Zif z^, • • ' Zp als Functionen von V^, V^, - • - Vp zu bestimmen. 

Dieses Resultat» (44.) ist^ abgesehen von einer etwas anderen 
Bezeichnungsweise, in vollem Einklang mit der früher erhaltenen 
Formel (60.) auf pg. 374. 
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Einf&hrung der Fandamentalfanctionen einer gegebenen Fläebe. 

Um nachträglich die Riemana'schen Existenztheoreme [pg. 238, 
239] zu beweisen y werde ich in diesem und d^n beiden folgenden 
Capiteln zuvorderst gewisse FundamerUcUfunäionen einführen, sodann 
die Pundamentalfunctionen einer Kreisfläche näher untersuchen, und 
sodann schliesslich den in Rede stehenden Beweis wirklich liefern. 

§ 1. 

Einige Bemerkungen über monogene Fonotionen. Einfohrnng 
des Wortes harmonisch. 

Es sei f{z) = ?7 + iF eine monogene Function von = x-^-iy: 

(l.) U+iV^f{z)='ax + iy). 

Alsdann ergeben sich durch Di£Perentiation nach x respective y die 
Formeln: 

(2.) 



du , .rV .,,. 

du . .dv .f,, . 



Hieraus folgt sofort: 



(3.) ö ^r- r= und ^— + ^ = 0, 

^ ^ ox cy dy ^ dx ' 

und hieraus folgt weiter durch Elimination von F, respective U: 

Nimmt man nun an, die Function f{z) sei auf irgend einem 
Gebiet Ä der jgr-Ebene eindeutig und stetig, so gilt Gleiches innerhalb 8 

[Satz pg. 23] auch von r{is)y also nach (1.), (2.) auch von U, w- ^ j^ 

und F, ö- > ^- • Also der Satz: 
' ox ^ cy 
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Ist eine Fundion f{z) == f/ + iF auf einem gegebenen Gebiet St 
der Z'Ehene eindeutig und stetig, so gilt offenbar Gleiches daselbst 
audh von U. Ueberdies aber wird U innerhalb % den Formeln ent- 
sprechen: 

du du ... a'fr , d^v ^ 

Genau dasselbe ist von V zu sagen. 

Dieser Satz ist fast unmittelbar übertragbar auf solche Functionen 
f{z), die eindeutig und stetig sind auf irgend einem Theil © einer 
mehrblättrigen Bietnann' sehen Kugelfläche. Eine Ausnahme findet 
dabei offenbar nur statt in den Windungspunkten Denn in diesem 
kann bekanntlich [vgl. pg. 124] aus der Stetigkeit von f{z) noch 
kein Schluss gemacht werden auf die Stetigkeit von f'{z). 

Um nun, trotz dieser Ausnahmefälle, ein för die ganze Fläche 
© gleichmässiges Verfahren eintreten zu lassen, zerlege man © zu- 
vörderst in einzelne Stücke, der Art, dass jedes dieser Stücke eines 
natürlichen Zustandes fähig ist. Bezeichnet mau irgend eines dieser 
Stücke in seinem ursprünglichen und natürlichen Zustande mit 

U(c, z), respective «(y, t), [vgl- Pg. 96, 97], 

oder ausführlicher mit 

U (a + ift, X + iy), respective 551 (a + iß, | + irf), 

so ergeben sich für die auf diesem Flächenstück ausgebreiteten 
Functionen zweierlei Ableitungen, nämlich einerseits die Ableitungen 
nach X, y, und andererseits die nach ^, 17. Die ersteren mögen die 
ursprünglichen, die letzteren die natürlichen Ableitungen genannt I 

werden. | 

Da nun die gegebene Function f=^f(z) = JJ ^ {y auf ©, mit- j 

hin auch auf U und ^ eindeutig und stetig sein soll, so kann man, 
ivas ?C betrifft, die frühere Schlussfolge (1.), (2.), (3.), (4.) von Neuem 
wiederholen, wobei alsdann gegenwärtig statt x, y, z die Buchstaben 
l, rj, t eintreten werden. Also der Satz: j 

Ist die Function f(z) == U -\- iV auf irgend einem Theil ^ einer 
Biefnann' sehen Kugelfläche eindeutig und stetig^ so gilt Gleiches da- \ 

(6.) selbst auch von U. Denkt tnan sich überdies die Fläche © in einzelne | 

Stücke zerlegt, deren jedes einen natürlichen Zustand anzunehmen 
vermag, so werden die natürlichen Ableitungen von U innerhalb 
eines jeden solchen Stückes den Formeln entsprechen: 
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/P,^N du du ... d^U , d*U ^ 

Genau dasselbe ist von V m sagen. 

Zur Abkürzung mag im Folgenden jede mit den Differential- 
(6b.) eigenschaften (6a.) behaftete Function schlechtweg eine harmoniscf^ 
Function genannt werden. 

Genaneres. — Ein beliebig gegebener Theil @ einer Riemann'Bchen 
Kugel fläche kann immer in einzelne Stücke zerlegt werden, deren jedes eiDCi 
natürlichen Zustandes fähig ist. Und eine auf @ ausgebreitete Function 
U '= U {x, y) soll innerhalb @ harmonisch heissen, sobald innerhalb eines 
jeden solchen Stückes die natürlichen Ableitungen yon U den Fonneln 
entsprechen: 

du du . ^. d^u , d^u ^ 

^j,^Btet,g. ^+^-0. 

Ich habe mich hier bei Benutzung des Wortes ^ykarmonisdi^ einem 
schon Torhandenen Sprachgebrauch angelehnt [ygl. z. B. das Handbuch 
der theoretischen Physik von Thomson und Tait^ Braunschweig 1871, 
Band 1, Theil 1, Seite 156]. Dabei habe ich allerdings diesem Worte, 
mit Rücksicht auf die hier zu behandelnden Gegenstände, eine gewisse 
speeieUere Bedeutung zuertheilt. 

Solches festgesetzt, kann man also den vorstehenden Satz (6.) 

jetzt auch so aussprechen: Ist eine Function f{e) = ü -\- iV auf 

irgend einem Theil @ einer Biemann'schen Kugelfläche eindeutig und 

(7.) stetig, so unrd ihr reeller Theil U innerhalb @ harmonisch sein. 

Gleiches ist von V zu sagen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, in wie weit dieser Satz umkehr- 
bar ist, also untersuchen^ ob eine auf @ eindeutige, stetige und 
harmonische Function J7 = U{x, y) stets als der reelle Theil irgend 
einer monogenen Function f{z) angesehen werden darf. Zu diesem 
Zweck zerlegen wir wiederum © in einzelne Stücke U,, Ug, . . . und 
bezeichnen die natürlichen Zustände derselben mit ^i; ^i ... Da 
nun U auf @, mithin auch auf Ux und 9x eindeutig, stetig und 
harmonisch sein soll, also z. B. auf ^x den Bedingungen entspricht: 
jj du dU .... c^U , d^U ^ 

so ergiebt sich leicht [vgl. pg. 6, 7]: 
oder, was dasselbe ist: 

Diese Formel kann man offenbar auch so schreiben: 
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r \/dUdx ,dUdy\. /dUdx , dUdy\.^\ ^ 

oder, weil jer = a; + iy eine monogene Function von S = | + iiy ist, 
mithin die Relationen stattfinden: 



auch so 



dx dy j dx . dy ^ 



7^ TT 7) TT 

oder, falls man nach -w— und -g— ordnet, auch so: 



S^ßäy-\'i^^)-o. 



Denkt man sich aber diese Formel der Reihe nach fßr alle Stücke 
Ui, Ug, . • . der Fläche @ gebildet, und all' diese Formeln addirt, 
so erhält man offenbar: 



m^y-'l,^')-»: 



so dass man also vorläufig zu folgendem Satz gelangt: 

Ist eine Function CT = U {Xy y) auf irgend einem Theil © einer 
Riemann' sehen Kugelfläche eindeutig, stetig und harmonisch^ so 
gilt stets die Formel: 



(«•) /ed?^»--^^-)-». 



die Integration positiv erstreclct über alle Bandcurven von @. 

Dieser Satz ist selbstverständlich auch anwendbar auf jeden 
Theil von @. Ist nun insbesondere die Fläche @ einfach zusammen- 
hängend^ so wird dieselbe durch jedweden Rückkehrschnitt in zwei 
getrennte Stücke zerfallen, von denen eines lediglich von begrenzt 
ist, Demgemäss ergiebt sich durch Anwendung der Formel (8.): 



fM'^-^»'"-' 



SO dass man also [vgl, die einfachen Betrachtungen pg. 195— -197] 
zu folgendem Satz gelangt: 

Theorem. — Bepräsentirt © einen einfach zusammenhängen- 
den Theil einer Riemann' sehen Kugel fläcfie, und ist die Function 
17= U(x,y) auf® eindeutig, stetig und harmonisch^ so wird 
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dcts von einem festen Punkte Xq, y^ ausgeliende^ und in seiner Bewegung 
auf @ beschränkte Integral 

eine Function von x, y sein, die auf © eindeutig und stetig ist 
Die so definirte Function V besitzt [zufolge (9.)] die Eigenschaften: 

dV^^dU dV du 

dy dx^ dx dy' 

Und demgemäss repräsentirt also das Binom 

(10.) U+iV 

eine monogene Function von z = x -\- iy, welclie auf © eindeutig 
und stetig ist. 

Dieser Satz lässt sich leicht übertragen auf den Fall einer 
mehrfach zusammenhängenden Fläche. Man erhält alsdann folgendes 

Allgemeineres Theorem. — Ist die Function U= U{x, y) ein- 
deutig, stetig und harmonisch auf irgend einem mehrfach zUr 
sammenhängenden Theü @ einer Riemann'schen Kugelfläche, und denif 
man sich diesen Theil @ durch irgend welche Sdmitte <J,, tfg, . . . (J, w 
eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt, so wird ü der 
reelle Theil einer m^onogenen Function 

(lOa.) U+iV 

sein, welcfie auf @, mit AusnaJime der Curven 6^,0^,...6v, eindeu- 
tig und stetig, in jeder solchen Curve aber mit einer constanten 
und zwar rein imaginären Werthdifferenz behaftet ist. 

Bemerkimg. — Denkt man sich die Fläche @ in lauter kleine Stficke 
U serlegt, deren jedes einen natürlichen Zustand anzunehmen fähig ist, 
und diejenigen Stücke U, welche die Integrationscurye des Integrals (9.) 
durchläuft, der Reihe nach mit U^, U^, • . . U^, bezeichnet, so kann das 
Integral selber dementsprechend in n Theile zerlegt werden. Und der 
einem einzelnen solchen U zugehörige Integraltheil ist alsdann in die Form 



/(^^-^.^') 



yersctzbar, wo $,17 zu Xyy in derselben Beziehung stehen wie auf pg. 389. 
Diese Zerlegbarkeit und ümformbarkeit des Integrales (9.) und ähn- 
licher Integrale ist stets im Auge zu behalten. Sie ist z. B. sn be- 
achten, falls man die im Satze (9.) über die Stetigkeit von V gemachie 
Behauptung wirklich beweisen will. 
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§2. 

Aufstellimg einer gewissen Fundamentalaufgabe. Begriff der 
Fundamentalfunctionen. 

Die Function 17= U{x,y) sei auf irgend einem Theil © einer 

(11.) Riemann'schen Kugelfläche eindeutig und stetig, und innerliälh @ 

harmonisch. Wir stellen uns die Aufgabe, diese Function U näher 

zu untersuchen, und namentlich den Punkt näher zu bestimmen, in 

welchem sie auf @ den grössten Werth hat. 

Bemerkung. — Wir unterscheiden hier und im Folgenden zwischen 
auf und innerhalb. Unter den auf S gelegenen Punkten verbtehen wir 
nfl.nilich alle Punkte der Fläche @, induaioe ihrer Rand punkte, unter den 
innerhalh 6 befindlichen Punkten hingegen alle Punkte der Fläche 8, ex- 
clusive ihrer Randpunkte. Und in analoger Weise benutzen wir die Worte 
auf und innerhalb auch bei Angabe irgend welcher Eigenschaften einer 
auf @ aasgebreiteten Function. 

Uebrigens werden wir statt „au/' @'* zuweilen auch mit schärferer 
Accentuirnng sagen: „tn Erstreckung von @" oder „tn ganzer Erstreckung 
von ©". 

Da die Function U nach unserer Voraussetzung auf © eindeu- 
tig und stetig sein soll, so unterliegt es zuvorderst keinem Zweifel, 
dass sie auf @ in irgend einem Punkte einen Maximalwerth erreicht. 
Dieser Punkt soll näher bestimmt werden. 

Zu diesem Zweck markiren wir irgendwo innerhalb @ einen 
Punkt c. Gleichzeitig construiren wir das Bereich U (c, js) oder 
8 (y, 6) dieses Punktes, und zwar in solcher Weise, dass einerseits 
U völlig innerliälh @ liegt, und dass andererseits % eine um y (als 
Gentrum) beschriebene Kreisfläche vorstellt. Alsdann ist TJ in ganzer 
Erstreckung von U oder % eindeutig, stetig und harmonisch. Zu- 
folge (10.) existirt daher eine monogene Function 

U-^iV, 

welche auf U oder % eindeutig und stetig ist. Diese letztere aber 
wird im Centrum y der Kreisfläche % einen Werth haben, der nach 
dem Cauchy'schen Satz [pg. 21] folgendermassen darstellbar ist: 

&tzt man nun hier in bekannter Weise 

g — y = pe*^, mithin p^^ = i dd^, 
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wo Q den von y nach g gehenden Badins^ und 0* das Azimnth des- 
selben vorstellt, so erhält man: 

in 

üy + iry = ^f(iu+iv)d^, 

und folglich: 



Die erste dieser beiden Formeln nimmt, falls man das Bandelement 
der Fläche ?C mit d0, und den in d6 vorhandenen Werth U mit 
Ua bezeichnet, die Gestalt an: 

(13.) u - J^ 

und sagt also aus, dass der Centraitoerth Uy idewUsck ist mü dem 
aritfimetischen Mittel der peripherischen Werthe Ua. 

Nun sind offenbar nur zwei Fälle denkbar. Entweder die Ua 
sind constant, d. h. alle von einerlei Grösse. Alsdann wird ihr 
arithmetisches Mittel d. i. Uy ebendieselbe Grosse haben. Oder 
aber die Ua sind nicht alle von einerlei Grosse. Alsdann wird ihr 
arithmetisches Mittel d. i. Uy zwischen den Ua eine mittlere Bang- 
stufe einnehmen, indem es einige derselben an Grosse übertrifft;, 

(14.) anderen nachsteht Niemals also wird Uy die sämmtlichen Ua an 
Grösse übertreffen können. 

Dieser Satz führt zu wichtigen Folgerungen. Bezeichnet man 
nämlich alle Werthe, die U in Erstreckung der Fläche @ besitzt, 
mit Usy so dass also z. B. Uy und ebenso auch die Ua nur Indi- 
viduen aus dem System der Us vorstellen, so ergiebt sich aus (14.) 

(15-) sofort, dass jenes Uy unmöglidi alle übrigen Us an Grösse überragen 
kann. Denn wäre dies der Fall, so müsste jenes Uy z, B. auch 
alle Ua an Grösse übertreffen; was dem Satze (14) widerspricht 

Nun war aber c ein innerhalb ® beliebig markirter Punkt, und 
jenes Uy ist identisch mit Uc d. h. mit demjenigen Werth, den U 
im Punkte c besitzt. Demgemäss kann der Satz (15.) auch so aus- 
gesprochen werden: Markirt man irgendwo innerhalb @ einen Punkt 

(16.) Cy so wird der daselbst vorlmndene Werth Uo unmöglidi grösser sein 
können als alle übrigen Uq. 

Existirt also überhaupt unter den Werthen Uq einer, der aUe 
übrigen an Grösse überragt, — und das wird stets der Fall sein, 
wenn U auf @ inconstant ist, — so kann dieser Werth niemals 
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innerhalb ®, folglich nur am Rande von @ anzutreffen sein. Oder 
kürzer aasgedrückt: Ist die Fu^idian U auf ^ inconstant, so mrd 
ihr grösster Werth niemals innerhalb ©, sondern nur am Bande 
von © anmtreffen sein. 

Sollte andererseits die Function U auf @ constant sein, so 
würde ihr grösster Werth allenthalben, sowohl innerhalb © tvie auch 
am Rande von © sich vorfinden. Beide Fälle zusammengefasst, 
gelangt man also zu folgendem Resultat: 

Erster Satz. — JKs sei © irgend ein Theil einer Riemann* sehen 
Kugelftädie^ femer U= U{x,y) eine Function, die auf © eindeutig 
(17.) und stetig, und innerhalb © harmonisch ist. 

Alsdann wird der grösste Werth von U unter allen Um- 
ständen, einerlei ob Uauf® constant oder inconstant ist, am Rande 
von © anzutreffen sein. Ist aber ü auf © inconstant, so mrd 
dieser grösste Werth nur am Rande, und niemals innerhalb © an- 
zutreffen sein. 

Analoges gilt offenbar andererseits auch für den Jcleinsten Werth 
von U. 

Betrachtet man also die Randwerthe einer solchen Function U, 
und bezeichnet man den kleinsten und grössten dieser Randwerthe 
respective mit K und G, so werden die Werthe, welche U inner- 
halb © besitzt, ebenfalls sämmtlich zwischen K und G liegen, 
folglich constant sein, falls JJT = (r ist Somit ergiebt sich folgender 

Zweiter Satz. — Ist die Function U= U{x,y) auf © dndeur 
(18.) tig und stetig, ferner innerhalb © liarmonisch, und setzt man voraus, 
dieselbe sei längs des Randes von © constant, so wird sie auf © 
allenthalben constant sein. 

Hieraus folgt sofort, dass eine Function, die auf © eindeutig 
und stetig, und innerhalb © harmonisch sein soll, durch blosse An- 
gabe ihrer Randwerthe vollständig bestimmt ist. Denn existirten 
zwei solche Functionen U und V, beide mit denselben Randwerthen, 
so würde offenbar ihre Differenz U — U' eine Function sein, die 
auf © eindeutig und stetig, innerhalb © harmonisch, und am Rande 
von © überall = ist. Zufolge des Satzes (18.) würde daher diese 
Differenz U -- U' auch innerhalb © überall = sein. — Q. e. d. 

Es ergiebt sich in dieser Weise also folgender 

Dritter Satz. — Soll eine Function U = U(x, y) auf irgend 
(19.) miem Theil © einer Riemann'schen Kugdfläche eindeutig und stetig, 
und innerhalb © harmonisch sein, so wird sie vollkommen bestimmt 
sein durch blosse Angäbe ihrer Randwerthe. 
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An diesen Satz scliliesst sich von selber die Aufgabe an, eine 
mit den genannten Eigenschaften versehene Function wirklich za 
construiren, falls ihre Randwerthe irgendwie vorgeschrieben sind. 
Diese Aufgabe bildet den eigentlichen Angelpunkt unserer weiteren 
Betrachtungen. Sie mag demgemäss die Fundamentalaufgabe ge- 
nannt, und sorgfaltiger formulirt werden. 

Die Fundamentalaufgabe. — Man denke sich längs des Randes 
der Fläche @ irgend welche reellen Werthe I in tvilUcürlicher 
(20.) Weise vorgeschrieben, jedoch so, dass dieselben längs o stetig 
sind. Es tcird die ConstnicUon einer Function ü" = U {x, y) ver- 
langt, die folgende Eigenschaßen besitzt: 

I. U soll auf © eindeutig und stetig, und innerhalb © har- 
tnonisch sein. 

II. U soll am Bande von © Werthe besitzen, die mit jenen vor- 
geschriebenen Z's identisch sind. 

Diese der Fläche © zugehörigen Functionen ü mögen kurzweg 
(20a.)die Fundamentalfunctionen der FläcJie © heissen. Auch mögen die- 
selben als bd^annt oder constniirbar bezeichnet werden, sobald irgend 
welche Methode gefunden ist, mittelst deren man dieselben für be- 
liebig vorgeschriebene, jedoch stetige Randwerthe Z wirklich auf- 
zustellen vermag. 

Es handelt sich dabei namentlich um die Frage, ob derartige 
Functionen U wirUich existiren, also um die Frage, ob jene Fun- 
damentalaufgabe für eine beliebig gegebene Fläche . © und bdiebig 
vorgeschriebene stetige Randwerthe Z wirlclich lösbar ist Wir 
werden im Folgenden zeigen, dass diese Frage für solche Flächen 
@, die von lauter Kreislinien begrenzt sind, bejahend zu beantworten 
ist; nämlich zeigen, dass die fundamentalen Functionen U einer von 
lauter Kreisen begrenzten Fläche © wirklich construirbar sind. 

Der Definition (20 a.) entsprechend werden unter den Funda- 
mentalfunctionen einer gesdilossenen Fläche solche zu verstehen sein, 
die auf dieser Fläche allenthalben eindeutig, stetig und harmoniscli 
sind. Hieraus aber ergiebt sich leicht, dass die Fundamental- 
functionen einer ein- oder mehrblättrigen Riemann'schen Kugelfläche 
(20b.)9l ohne Weiteres angebbar, nämlich Constanten sind. Dass jede 
Constante die in Rede stehenden Eigenschaften besitzt, unterliegt 
keinem Zweifel Leicht aber lässt sich auch zeigen, dass jede Fun- 
damentalfunction der Fläche 91 nothweadiger Weise eine Constante 
sein muss. 
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Brlänterang. — Ist nämlich irgend eine Function U aaf 9i eindeutig, 
stetig und harmonisch, so wird dieselbe [nach Satz (lOa.)] der reelle Theil 
einer monogenen Function 

sein, welche auf 91, mit Ausnahme der Curven a^, &^, c^, eindeutig und 
stetig , in jeder solchen Curve aber mit einer constanten rein imaginären 
Differenz behaftet ist. Hieraus aber folgt sofort [vgl. die Betrachtungen 
pg. 236, 236, namentlich den dortigen Satz (R.)] , dass U -^^ iV eine Con- 
stante ist. Q. e, d. 

BemerkiiBg. — Die Betrachtungen dieses Paragraphs sind, ihrem 
eigentlichen Kern nach, bereits früher von mir dargelegt worden, im Jahre 
1870, in zwei Aufsätzen über das Logarith mische und Newton'sche Potential 
IQ den Math. Annalen, Bd. 3, Seite 326 -349 und 424—434. 

§3. 

Einige Eigensohaften der FundamentaUiinetionen. 

Es bezeichne © irgend eine specieU gegebene Flilche. Wir 
nehmen an, dass die Fundamentalfanctionen Z7 dieser speciellen 
Fläche © wirklich construirbar seien, flir beliebig vorgeschriebene 
stetige Randwerthe Z, und bezeichnen die diesen Randwerthen Z zuge- 
hörige Function U mit 

(1.) U^, oder besser mit f7*^' ^, 

wo den Rand der Fläche © vorstellen soll Absichtlich setzen 
wir dabei im Exponenten <r, Z statt des blossen Z, um anzudeuten, 
dass jene Werthe Z längs 6 ausgebreitet zu denken sind. 

Sind die Fs gegeben, so ist dadurch die Function (1.) voll- 
ständig und eindeutig bestimmt] zufolge des Satzes (19.) pg. 395. 
Sind insbesondere die Z's längs 6 constant, etwa = 1, so wird jene 
Function, zufolge des Satzes (18.) pg. 395, auf © allentlialhen = 1 
sein; was angedeutet werden kann durch die Formel: 

(2.) [^"'1 = 1. 

Ebenso ergiebt sich allgemein: 

(3.) f/^» ^ = A, 

falls nämlich A eine beliebig gegebene Constante vorstellt. 

Die Fundamentalfunction (1.) ist, nach ihrer Definition [(20a.) 
pg. 396], in ganzer Erstreckung, der Fläche © eindeutig und stetig. 
Sie wird daher irgendwo auf der Fläche © einen grössten Werth 
annehmen. Dieser grösste Werth ist aber, nach Satz (17.) pg. 395, 
unter allen Umständen am Bande von © anzutreffen. Er wird 



Digitized by 



Google 



398 Sechzehntes Capitel. 

daher, weil die Randwerthe der in Bede stehenden Function (1.) 
durch die Vs selber dargestellt sind, identisch sein mit Max T, d. i. 
mit dem Maximalwerth der Z's. Und demgemäss entsprechen also 
sämmtUche Werthe, welche die Function (1.) auf @ besitzt^ der 
Formel: 
(4.) U''^ ^ <: Max Z. 

Denkt man sich also z. B. auf @ irgend eine Curve g gegeben, 
die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit ^ benannt, und 
die Werthe der Function (1.) in diesen Punkten t mit 

(5.) uf'^ 

bezeichnet, so entsprechen all' diese Werthe (5.) der Formel: 
(6.) Tc^» ^ < Max I. 

Demgemäss ist also z. B. 
(6a.) Max Uf^^ ebenfalls <MaxI, 

falls man nämlich unter Max J7^^» ^ den grossten derjenigen Werthe 
versteht, den die Function üf^ ^ auf der Curve 5 besitzt. 

Andererseits wird die Function (1.) offenbar irgendwo auf der 
Fläche @ einen kleinsten Werth annehmen. Hieraus ergeben sich 
analoge Formeln; so dass man also, Alles zusammengefasst, folgen- 
den Satz erhält: 

Erster Satz. — Es sei @ ein (von Milbig vielen Bandcurven 
hegreneter) Tkeü einer Riemann'schen Kugdfiäche, Am Bande 6 der 
Fläche @ seien irgend toelche längs 6 stetige Werthe Z vorgeschrieben. 
Femer sei gebildet die diesen Vs zugehörige FundamentcUftmction 

Denkt man sich nun in ErstrecJcung der Fläche @ irgend eine 
Curve g gegAen^ und die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit 
J; bezeichnet y so wird für dir diese Punkte g die Formel stattfinden: 

(I.) MinZ<üf^'^.<MaxZ. 

Hieraus folgt sofort: 

Max r^c'''^<MaxZ, 

Min Uf^ ^ > Min Z; 
und hieraus durch Subtraction: 
(la.) Max üt''' ^ — Min t/^^' ^ < Max Z - Min Z. 

Man kannj mit Biemann^ die linke Seite dieser letzten Formd 
als die Schwankung der Funäion J7^» ^ auf der Curve ß, und d)enso 
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die rechte Seite als die Schwanhung der Function Z ayf hegdch- 
nen, Bemgemäss kann man diese Formeij falls die Schwankung einer 
Function durch die Gharcikteristik D angedeutet wird, auch so schreiben: 

(Ib.) DUf^^^BT, 

Schliesslich kann noch folgende Formel hinmgefugt werden: 

(Ic.) Max abs Vf^ ^ < Max abs Z, 

die aus (I.) sich leicht ergieht 

Erl&ntemng zu (Ic). — Liegen^ wie durch (I.) conatatirt ist, sämmt- 
liche Werthe einer Fanction F*. zwischen zwei festen Schranken A nnd J?, 
nnd bezeichnet man den absolut grössten Betrag dieser beiden Qnantitäten 
A und B mit M, so wird offenbar abs F^ stets <! 3f , mithin auch 
Max abs F^ ^ M sein. Q. e. d. 

Bemerkung. — In den Formeln des vorstehenden Satzes wfirde die 
Ersetzung des Zeichens 5^ durch <C selbst dann nicht gestattet sein, wenn 
die Curve f völlig innerhcäh © liegen sollte. Denn es könnte z. B. I 
auf a constant sein. Und alsdann würde in jenen Formeln das in Rede 
stehende Zeichen durch == zu ersetzen sein; wie sich solches aus dem 
Satze (18.) pg. 395 sofort ergiebt. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Randcurvenanzahl der gege- 
benen Fläche © sei > 1, etwa = 2, Die beiden Randeurven mögen 
cfj und 6^ heissen. Sind nun am Rande der Fläche ©, d. i. auf 
<y, und {^2? iJ"gend welche stetige Werthe Z vorgeschrieben, so wird 
die diesen Z's zugehörige Fundamentalfunction der Fläcbe © nach 
wie vor mit 
(1.) f7^'^ öder J7^i + ^2,Z 

zu bezeichnen sein. Gleichzeitig aber mag unter 

(2.) Z7*^i»^ 

diejenige Fundamentalfunction verstanden werden, deren Bandwerthe 
nur auf 6y mit jenen Z's identisch, auf 6^ hingegen Null sind. Und 
ebenso mag umgekehrt 

(3.) tr^»»^ 

diejenige Fundamentalfunction vorstellen, deren Randwerthe auf iS^ 
mit jenen Z's identisch, auf 6^ aber NuU sind. Das Aggregat 

repräsentirt daher eine Fundamentalfunction, deren Randwerthe 
durchweg (auf iS^ wie auf c^ identisch mit den Z's sind, d. h. eine 
Fundamentalfunction, deren Randwerthe identisch mit denen der 
Function (1.) sind. Besitzen aber zwei Fundamentalfunctionen einerlei 
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Randwerthe, so sind sie^ nach Satz (19.) pg. 5^5, unter einander 
identisch. Somit folgt also: 
(4.) ua,,Z ^ua,,Z ^uc,Z 

Ist insbesondere Z constant, etwa durchweg = 1 (auf 6^ wie auf ög), 
so nimmt die Formel (4.) die Gestalt an: 

Die rechte Seite dieser Gleichung aber repräsentirt, nach Satz (18.) 
pg. 395, eine Fundamentalfunction, die auf der gegebenen Fläche @ 
(ülentJuHhen = 1 ist Somit folgt: 

(5.) f7^i'i + 17^2' 1= 1. 

Wir wollen jetzt insbesondere die Function (2.), oder vielmehr 
zunächst die etwas speciellere Function 

(6.) J/^»'^ 

in Betracht ziehen. Diese ist auf 6^ überall = 1, auf 6^ überall 
= 0, also auf @ incomtant Ihr grösster Werfh auf © wird daher, 
nach Satz (17.) pg. 395, niemals innerhalb @, sondern immer nur 
am Bande von © anzutreffen sein. Er wird somit, weil die Rand- 
werthe der Function theils =1, theils =0 sind, noth wendiger 
Weise durch 1 dargestellt sein. 

Um die Hauptsache zusammenzufassen: Jener grosste Wertli 
ist =1, und niemals innerhalb @, sondern nur am Bande von © 
anzutreffen. Markirt man also irgend einen Punkt j innerhalb @, 
so wird der daselbst vorhandene Functions werth 

Uj^^ ' ^ nothwendig < 1 (niemals = 1) 
sein, und denkt man sich ferner völlig innerhalb © irgend 
eine Curve g gegeben, und die einzelnen Punkte dieser Curve eben- 
falls mit 5 bezeichnet, so wird für all' diese Punkte g die Formel 
stattfinden: 

IJJ'x , 1 < 1 (niemals = 1). 

Diese Formel kann schliesslich, durch eine analoge Betrachtung 
über den Meinsten Werth der Function (6.), leicht vervollständigt 
werden; so dass man erhält: 

(7.) o<cr;<'i'i<i, 

die Zeichen genommen in sensu rigorose. 

Nun ist die Function (6.) auf ©, mitbin z. B. auch auf ^ ein- 
deutig und stetig. Unter den Werthen, die sie auf t besitzt, muss 
also ein bestimmter kleinster, und ebenso auch ein bestimmter ^ö.8S^ 
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Werth sich vorfinden. Diese beiden besonderen Werthe — sie 
mögen x und A heissen — müssen der allgemeinen Formel (7.) sich 
ebenfalls subordiniren. Und demgemäss erhält man: 

(8.) 0<x< Z7;'^i'^<A<l. 

Die Grössen x und l sind also positive Constanten, beide > 0, und 
beide < 1. Auch werden die Werthe dieser beiden Constanten 
X, X, wie aus ihrer Definition folgt, lediglich abhängen von den 
durch die Fläche @ und die Curve g gegebenen geometrischen Ver- 
hältnissen-, so dass sie etwa bezeichnet werden können als die 
SituctHonsconstanten von g in Bezug auf @. 

Dies vorausgeschickt, gehen wir über zur Betrachtung der (ül- 
gemeineren Function (2.): 

(9.) t^^i'^. 

Bezeichnet man den absolut grössten Werth von Z auf 6^ mit M^y 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

(10.) 3fi = Maxabs I^,, 

so sind Jfi + Z und Jlf ^ — I auf 6^ überall > 0. Demgemäss be- 
sitzen also die Functionen 

RandwerÜie, die auf 6^ überall > 0, und auf tfg überall = sind*). 
Ihre BandtvertJie sind mithin durchweg positiv. Und hieraus folgt, 
mittelst des Satzes (17.) pg. 395, dass ihre Werthe auf der Fläche 
© allenthalben positiv sind. Somit ergeben sich für jedweden Punkt 
der Fläche @ die Formeln: 

Formeln, die man auch so schreiben kann**): 
W 17<^i,^i _ [/^i.5^ >o, 



oder auch so: 



U^x , 3f, < [/^tfj , I ^ ^ f/^tf, , M, 



*) Vgl. die in (2.) pg. 399 gegebene Definition. 

**) Dass z. B. in (a.) und (y.) die linken Seiten nnter einander identisch 
sind, ergiebt sich in ähnlicher Weiae, wie vorhin die Richtigkeit der Formel 
(4.) dargethan wurde. 

Neumann, Aberiche Integrale. 2. Aufl. 26 
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Ist aber ( — -4) < 5 < (+ -4), so wird oflfenbar abs B ^ abs A 
sein. Somit folgt: 
(11.) abs J7^i'^<abs J7^w-^i, 

oder, weil U^i^^i =MJJ^^'^ ist*), und die Werthe von M^ und 
?7*^i» ^ stets positiv sind: 

(12.) absf7^i'^^Jf,f7^>'^ 

Air diese Formeln gelten für jedweden Punkt der Flache ©. 
Bringt man nun die letzte auf irgend einen Punkt der vorhin be- 
trachteten Curve g in Anwendung, so erhält man: 

abs Ufi^^<M,Uf^^^y 
also mit Rücksicht auf (8.): 

(13.) abs Uf^^^<.M^X, 

mithin z. B. auch: 
(14.) Max abs ü^^i ^^^M^k. 

Substituirt man schliesslich für M^ seine eigentliche Bedeutung (10.), 

so gelangt mau zu folgendem Satz: 

Zweiter Satz. — Es sei @ ein von zwei Randcurven 6^ und ö^ 

begrenzter TJieü einer Riemann'schen Kugelfläche. Femer bezeichne 

diejenige Fundanientalfunction der Fläche @, welche längs 6^ beliebig 
vorgeschriebene stetige Werthe Z besitzt, andererseits aber längs tf^ durch- 
weg = ist. 

Denkt man sich nun völlig innerhalb @ eine Curve g gegeben, 
und die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit t bezeichnet, so 
unrd für diese Funkte g die Formel stattfinden: 

(II.) Max abs üf^ » ^ < (Max abs Za.) A. 

Dabei bezeichnet X eine positive Constante, die <! ist, und deren 
Werth lediglich abhängt von den durch die Fläche © und die Curve 
S gegebenen geometrischen VerhäUnissen. Man kann X ettva die 
Sitiiationsconstante der Curve f in Bezug auf @ nennen. 

*) Die Richtigkeit dieser Gleichung ergiebt sich in ähnlicher Weise, wie 
vorhin die Richtigkeit der Formel (4.) dargethan wurde. 
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Siebzehntes Capitel. 
Nähere Untersuchung der Fnndanientalftinetionen der Kreisfl&ehe. 

§ 1. 
Die Fandamentalfimctionen der Kreisfläche. 

Denkt man sich irgendwo in der ;e^-Ebene eine Kreisfläche ge- 
geben, und den Rand derselben mit 6 bezeichnet, so ist unter der 
Fundamentalfunction der Kreisfläche diejenige Function ü = U(x,y) 
zu verstehen, welche auf der Kreisfläche eindeutig und stetig ist, welche 
femer innerhalb der Kreisfläche harmonisch ist, [d, h. den Be- 
dingungen 

du du ... d^ü , d^u ^ 

entsprechend], und welche endlich am Rande ö beliebig vorgeschriebene 
Werthe I besitzt; wobei vorausgesetzt sein soll, dass diese Us längs ö 
stetig sind. 

Wir werden im Folgenden, nach mancherlei mühsamen und 
weitläufigen Betrachtungen, schliesslich zu einer Formel gelangen, 
mittelst deren man diese Function Uf falls die Z's gegeben sind, 
jederzeit auszudrücken vermag. 

Es sei dö das Element der gegebenen Kreisperipherie*), ferner 
1^ die auf dö errichtete innere Normale, endlich E die Entfernung 
des Elementes dö von einem beliebig gegebenen Punkte x. Als- 
dann kann das über die ganze Peripherie erstreckte Integral: 

auch so geschrieben werden: 

wo d' den Winkel vorstellt, unter welchem die Linie E (dö •-► x) 



*) In Dachstehender Figur ist das Element de mit aß bezeichnet. 

26* 
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gegen v geneigt ist. Nun ist aber — w- dö gleich dem Winkel axß 

(wo a und ß die beiden Endpunkte des Elementes d6 vorstellen), 
also gleich der scheinbaren Grösse des Elementes d<f für einen in x 
befindlichen Beobachter, vorausgesetzt, dass der Punkt x innerhalb 
resp. au/* der Peripherie liegi 

Sollte nämlich x ausserhalb der Peripherie liegen, so könnte cos 9 
unter Umständen negativ werden. Dann aber würde die scheinbare GrOsse 
des Elementes da i^ einen in x befindlichen Beobachter nicht darch 

(-1 =— d c) sondern durch ( ^ - de) dargestellt sein. 

Acceptirt man also die genannte Voraussetzung, und bezeichnet 
man zugleich jene scheinbare Grösse mit {d6)xy so wird: 



(1.) 



w. 



■fUo,i)^,-f^U.-ß,,). 



Wir werden im Folgenden nicht nur dieses Integral, sondern nament- 
lich auch das allgemeinere Integral 

(2-) T^' -fr, K i)^^' =/"!- ^^'^ -S^m. 

näher zu untersuchen haben, wo Z die längs des Randes 6 vor- 
geschriebenen Werthe repräsentiren soll. 

Eine sehr merkwürdige 
Eigenschaft dieser Functio- 
nen Wx und Wx besteht darin, 
dass jede derselben längs der 
gegebenen Peripherie con- 
^n^ist Lässt man nämlich 
in der beistehenden Figur 
den Punkt x nach der Peri- 
pherie rücken, so wird das 
von den Punkten x^ a und c 
(dem Mittelpunkt der Peripherie) gebildete Dreieck ein gleichschenk- 
liges. Und aus diesem Dreieck ergiebt sich alsdann sofort die Rela- 
tion: £■ = 2JR cos ^, wo JB den Radius der Peripherie vorstellt 
Durch Substitution dieses Werthes von E nehmen aber die Formeln 
(1.), (2.): 
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folgende Gestalt an: 

fdc 

M^aj = Jt 2^— = Ä, [yorauBgesetzt, dass 
(3.) ^ X am Bande der 

W — ^ J^^"" — *M Kreisfläche liegt], 

wo M das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt, welche 
die Function I längs des Randes besitzt. W. z. z. w. 

Der in (1.), (2.) enthaltene log ^ drückt sich durch die Coor- 

dinaten x, y des Punktes x und durch die Coordinaten a, h des 
Elementes d6 folgendermassen aus: 

und genügt also der Differentialgleichung -g-j + -«-g «= 0. Dem- 

gemäss folgt aus (1.), (2.), dass die Functionen w und W eben- 
falls dieser Differentialgleichung Genüge leisten. Ud)erhaupt erkennt 
(4.) man aus jenen Formeln (1.), (2.) sofort, dass die Functionen w und 
W innerhalb der gegebenen Kreisfläche eindeutig, stetig und har- 
monisch sind. Man könnte vielleicht vermuthen, dass w und W 
nicht nur innerhalb^ sondern in ganzer Erstrechung der Kreisfläche 
eindeutig und stetig seien. Das aber ist nickt der Fall. In der 
That ergiebt sich z. B. aus (1.), dass Wx = 2ä oder = ic ist, je 
nachdem der Punkt x innerhalb der Kreisfläche oder an ihrem Rande 
liegt. 

Es ist nämlich nach (1.): tü^ = /(dö)^; und hieraus folgt, mittelst 
der geometrischen Bedeutung von (da)^, sofort, dass to^ ^^ 2n ist, sobald 
der Punkt x innerhalb der Kreisfläche liegt. Befindet sich andrerseits der 
Punkt X am Bande dieser Fläche, so wird nach (3.): w^ = n. 

Diese Function w^ hat somit im Innern der Fläche einen con- 
sianten Werth 2n, der jedoch beim Uebergange zum Rande plMz- 
licK sinkt von 2it auf ä. Wir können diese Verhältnisse, falls wir 
die irmem Punkte mit j, und die iiandpunkte mit s bezeichnen, 
durch die Formeln andeuten: 

(5.) h='"' 

Construirt man also eine in den Punkten j und s resp. den Formeln 
(6) j*i = «^>. 

eutsprechende Function ^x> so wird diese letztere für die ganze ge- 
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gebene Kreisfläche, ihren Band mit eingeschlossen, constant, nämlich 
(6a.) = 2it sein. D. h. sie wird constant sein in ganzer ErstrecJcung 
der Kreisfläche. 

Einigermassen analoge Verhältnisse sind zu erwarten bei der 
allgemeinem Function (2.): 

(7.) F;=/i(dtf).. 

In der That wird es, ebenso wie für w das t/f eingeführt wurde, 
ebenso auch hier zweckmässig sein, an Stelle yon W eine neue 
Function V einzuführen mittelst der Formeln: 

\% = TF, + äI,. 
alsdann aber wird sich zeigen, dass diese neue Function V^ eindeutig 
und stetig ist in ganzer Erstreckung der gegebenen Kreisfläche. 

Um näher hierauf einzugehen, markiren wir irgendwo am Rande 
der Kreisfläche einen festen Punkt a, bezeichnen den in a vorhan- 
denen Werth Ta der Kürze willen mit A, und subtrahiren von der 
Formel (7.) die mit A multiplicirte Formel (1.): 

(9.) kw, = kj{d6)., 

wodurch sich ergiebt: 
(10.) W,-kw, «/(I - A) {dö),. 

Sondern wir nun, mittelst eines kleinen um a als Mittelpankt 
beschriebenen Hülfskreises 9, sämmtliche Elemente do in solche 
Elemente d6', die innerhalb %, und in solche Elemente de'', die 
ausserhalb % liegen, so können wir die Formel (10.) so schreiben: 
W, - A«^, = /(I ~ A) {d6% '+ /(I - A) {d6"\, 



Ui.) 



das eine Integral über die dö', das andere über die d<y" hinerstreckt. 
Da wir unter x immer nur solche Punkte verstehen, die innerhalb 
oder am Bande der gegebenen Kreisfläche liegen, so sind die (dö)je, 
{d6')xy {dö")x, ihrer geometrischen Bedeutung zufolge, sämmÜich 
positiv. Auch ist das über den ganzen Band jener Fläche erstreckte 
Integral f(d6)x stets < 2^5 um so mehr also auch J{d6')x<2ic. 
Denn dieses letztere Integral soll sich selbstverständlich nur über 
die Elemente d6\ also nur über diejenigen der Elemente d6 er- 
strecken, welche innerhalb des kleinen Hülfskreises 91 liegen. Be- 
achtet man diese Bemerkungen, und bezeichnet man ausserdem den 
absolut grössten Werth der Function (I — A) innerhalb des Krei- 



Digitized by 



Google 



Die Fandumentalfanctionen der Kreisfläche. 407 

ses 9 mit My so ergiebt sich aus (11.): 
(12.) abs O-^^/Cabs (I — A)] {d6% ^ Mf(d6% <M2%, 

welche Lage der Punkt x innerhalb oder am Rande der gegebenen 
Kreisfläche auch besitzen mag. 

Nach unserer Voraussetzung ist nun Z längs des Kreisrandes 
stetig. Gleiches gilt daher auch von der Function: 
(13.) I-A = I,— A = I,-Z„. 

Auch wird diese letztere Function = werden, sobald man den 
.variablen Randpunkt s nach a rücken lässt. Folglich wird man 
das in (12.) enthaltene M, d. i. den absolut grössten Werth der 
Function (I — A) innerhalb des Half skreises Ä, durch Verkleinerung 
dieses Hülfskreises beliebig klein machen können. Und dies über- 
trägt sich, vermöge jener Formel (12.), auf das abs Ux* Bezeich- 
net also £ einen ad libitum gegebenen Kleinheitsgrad, so kann man 
das abs Ux durch gehörige Verkleinerung des um den festen Punkt 
a beschriebenen Hülfskreises % z. B. kleiner als \e machen; wobei 
die augenblickliche Lage des Punktes x (innerhalb oder am Rande 
der gegebenen Kreisfläche) völlig gleichgültig bleibt. 

Solches ausgeführt gedacht, beschreiben wir um a einen zwei- 
ten noch kleinem Hülfskreis a, und lassen denselben so klein wer- 
den, dass für alle von ihm umschlossenen Punkte x die Schwankung 
der Function Vx ebenfalls <\b ist. 

Dass solches ausführbar ist, unterliegt keinem Zweifel. Denn das in 
(11.) mit V^ bezeichnete Integral erstreckt sich nur über die Elemente 
do'\ d. i. nur über denjenigen Theil der gegebenen Peripherie^ welcher 
ausserhaXb des Hülfskreises 9( liegt. Folglich ist dieses F^ für die inner- 
halb 9[ liegenden Punkte x durchweg stetig. 

Solches ausgeführt, sind alsdann offenbar die Schwankungen 
der Function {Ux + Vx) für alle innerhalb a befindlichen Punkte x 
kleiner als s. Gleiches gilt daher auch von der mit (C/x + Vx) 
identischen Function {Wx — fiitVx), vgl. (ll.)- 

Wir wollen sofort noch einen Schritt weiter gehen, nämlich 
um den festen Punkt a einen neuen noch kleineren Hülfskreis a^ 
beschreiben, und denselben so klein uns denken, dass die (stetige 
und in a verschwindende) Function ä(Z — A) ihrem absoluten Be- 
trage nach innerhalb a^ überall kleiner als jenes s ist. 

Alsdann werden also, um die Hauptsache zusammenzufassen, 
innerhalb des um a beschriebenen HiUfskreises a^ einerseits die Schwan- 
kungen der Function 
(14;) Fx=Wx — kWx, 
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und andererseits die absoluten Werthe der Function 
(15.) /; = jr(I,~A) 

durckfveg Meiner als e sein, wo s den zu Anfang ad libitum gewäMten 
Kleinheitsgrad vorstellt. Dabei ist^ was die Formel (14.) betrifft, wohl 
im Auge zu behalten, dass x als Collectivbezeichnung dient für alle 
Funkte der gegebenen Kreisfläche, ihren Band mit eingeschlossen , also 
als Collectivbezeichnung für sämmtliche Punkte j, s. 

Dies constatirt, wollen wir nun statt der Functionen W, w die 
ihnen adjungirten Functionen M', ^ in den Vordergrund treten lassen. 
Nach (6.) und (8.) ist: 

(v.= Tr,+;rI„ U. = w, + 7t, 

und folglich: 

|M/,-A,(.y-=(F;-A«;,), 

hf. — A^. = ( TT. - Ate.) + «(!.- A), 
also mit Bücksicht auf die in (14.), (15.) eingeführten Bezeichnungen: 

jY,-A^, = J}, 

1y.-a^. = f. + /;, 

oder^ weil ^« [vergl. (6 a.)] auf der ganzen Kreisfläche, ihren Band 
mit eingeschlossen, constant, nämlich =^2% ist: 
2äA + Fj, 
2nK + F. + U 
Aus diesen Formeln (16.) aber folgt mit Rücksicht auf die Ergeb- 
nisse (14.), (15.), dass die Schwankungen der Function Va: innerhalb 
des um a beschriebenen Hülfskreises a^ überall kleiner als 3£ sind. 
Auf die Gefahr hin, zu weitläufig za werden, will ich das eben Ge- 
sagte noch ein wenig weiter erläutern. Sind j, j'j irgend zwei Punkte 
innerhalb der gegebenen Ereisfläche, und 8, s^ irgend zwei Punkte an 
ihrem Bande, so sind die Schwankungen der Function Y (16.) theils von 
der Form: 

(«■) "^>-\ = -p}-*}.. 

theils von der Form: 

theils endlich von der Form: 

So lange aber ^', j^ und s, s^ innerhalb des Kreises a^ bleiben, ist jeder 
dieser Ausdrücke (or.)^ (ß.), (y.)« zufolge der Sätze (14.), (15.), seinem ab- 
soluten Betrage nach kleiner als 3c, nämlich der absolute Werth von {«.) 
kleiner als £, der von (ß.) kleiner als 2e, und der von (y.) kleiner als 3c. 



(16.) r^"' 
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Innerhalb des um den Randpunkt a beschriebenen Hülfskreises 
a^ sind also die Schwankungen der Function M' kleiner als Sa, wo 
das € einen zu Anfang ad libitum gewählten Kleinheitsgrad vor- 
stellt. Mit andern Worten: Die Function V ist in jenem Punkte a 
stetig. Und solches gilt offenbar für jeden helidngen Randpunkt; 
denn a war ja zu Anfang auf dem Rande der gegebenen Kreisfläche 
ganz beliebig gewähli Dass andererseits die Function M' auch ste- 
tig ist für jeden innem Punkt j, bedarf keiner Erläuterung, folgt 
nämlich unmittelbar aus der für V gegebenen Definition (8.). Wir 
gelangen somit zu folgendem Resultat : 

Es seien am Bande 6 der gegdyenen KreisfläcJie irgend welclie 
längs 6 stetige Werthe I vorgeschrieben. Setzt man alsdann: 

(17.) W. =/A (log 1) I rf«. =./^^^ Z rftf =/l (dö%, 

und construirt man femer die den Formeln: 

entsprechende Function V, so wird diese lebstere auf der ganzen Kreis- 
fläche^ ihren Band mit eingeschlossen^ eindeutig und stetig sein. 
Oder kürzer ausgedrückt: Sie wird eindeutig und stetig sein in ganzer 
Erstrechung der Kreisfiäclie. [Vgl. die Bemerkung pg. 393.] 

Innerhalb der Kreisfläche ist diese Function V, nach (18.), iden- 
tisch mit W, mithin, ebenso wie W selber [vergl. (4.)], luirmonisch. 
Beachtet man ausserdem, dass das in (18.) enthaltene Ws constantj 
nämlich =äM ist [vgl. (3.)], so kann man den soeben ausgespro- 
chenen Satz folgendermassen vervollständigen: 

Die in (17.) genannte Function W besitzt am Bande der Kreis- 
fläche einen constanten Werth «M. Setzt man nun 



(18.) 






(19.) 






so wird die durch diese beiden Formeln definirte Function V in ganzer 
Erstreckung der Kreisfläche eindeutig und stetig, überdies aber inner- 
halb der Kreisfläche harmonisch sein. 

Genau dieselben Eigenschaften besitzt offenbar, falls man unter 
Hy K beliebige Constanten versteht, auch die Function JEfV + K, 
also z. B. die Function: 

(20.) cr= ly-M. 



n 
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Die analytischen Ausdrücke dieser letztern Fanction sind für alle 
Punkte j, s sofort angebbar. Es ist nämlich nach (20.): 



also nach (19.): 



(21.) 



Ut^ 


1 

n 


%- 


M, 


u.^ 


1 


"V.- 


M, 


ü,^ 


1 


w,- 


M, 



U, = I,. 



Diese Function ü ist also nicht nur in Erstreckung der Kreisfläche 
eindeutig und stetig, \xnA innerhalb derselben harmonisch, sondern 
überdies auch am Bande derselben [wie aus (21.) folgt] identisch 
mit den vorgeschriebenen T's. Es wird mithin diese Function U die 
den yorgeschriebenen Z's entsprechende Fundanientälfunction der 
Kreisfläche sein [vgl. die Definition (20a.) pg. 396]. Demgemäss 
gelangt man auf Grund der Formeln (21.), indem man daselbst für 
Wj und M ihre aus (17.) und (3.) ersichtlichen Werthe substituirt, 
zu folgendem Satz: 

Das Kreistheorem. — - Sind am Bande 6 einer gegebenen Kreis- 
fläche irgend welche längs 6 stetige Werthe Z vorgeschrieben, so ist die 
diesen Werthen Z zugehörige Ftindamentalfunction U sofort an- 
gebbar. Einerseits nämlich wird dieselbe in den Bandpunhten mit 
jenen T's identisdi sein; und andererseits wird dieselbe in allen inner n 
Funkten j darstellbar sein durch die Formel: 

(22.) f^^ = i/[ÄO°gi)-Ä]^'^<^- 

Diese Formel kann man amh so schreiben: 

oder auch so: 
(22b.) U,^lfT{d<^)j-^fld6, 

oder endlich auch so: 

(22c.) Uj = ;; /i(rfff), - 2'-/i(rf*)«. 

Dalwi bezeichnet 6 den Band^ c das Centrum und B den Badius 
der Kreisfläche. Ferner bezeichnen {da)j und (da)c die scheinbaren 
Grössen irgend eines Bandelementes dö für einen in j respective in c 
befindlichen Beobachter. Ausserdem bezeichnet v die innere Normale 
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des Elementes da, E die Entfernung des Punktes j vom Element dö, 
und -d" den von v und E gebildeten Winkel [vgl. die Figur pg. 404]. 
Bemerkung. — Setzt man I «» Const., z. B. » l, so muss [nach 
Satz (18.) pg. 396] das zugehörige U ebenfalls = 1 sein, für sämmtliche 
Punkte der betrachteten Fläche. Hiermit aber sind die vorstehenden For- 
meln in Einklang. So z. B. geht die rechte Seite der Formel (22 b.) für 
Z = 1 über in: 

d. i. in 

i- . 2» — — i^ 2nR = 1. Q. e. d. 

n 2»jB ^ 

Der gegenwärtige Paragraph repräsentirt; seinem ganzen Inhalt 
nach, nur einen speciellen Fall meiner Methode des arithmetischen 
Mittels. Diese Methode ist von mir theils in den Berichten der Egl. 
Sachs. Ges. d. Wiss. vom April und October 1870, theils auch in 
den Math. Annalen (Bd. 11 pg. 558) exponirt vv^orden. In mehr 
ausführlicher Gestalt findet man dieselbe dargestellt in meinem Werke 
über das Logarithmische und Newton'sche PotenticU (Leipzig, bei Teub- 
ner, 1877), über welches referirt ist in den Math. Annalen (Bd. 13, 
pg- 255). 

Uebrigens ist der in diesem Paragraph behandelte Gegenstand 
derselbe, mit dem auch SchuHirz (XV. Jahrgang der Vierteljahrs- 
schrift der Naturforsch. Gesellschaft in Zürich, 1870 und Crelle's 
Journal Bd. 74, pg. 218) und Prym (Crelle's Journal Bd. 73, pg. 340) 
sich beschäftigt haben; wobei bemerkt sein mag, dass der Schwarz- 
sehe Aufsatz einige Bemerkungen über meine Schriften enthält, die 
entweder irrthümlich sind, oder wenigstens leicht zu irrthümlichen 
Auffassungen Veranlassung geben können. 

Man findet solche Bemerkungen in dem genannten Aufsatz (Grelle's 
Journal Bd. 74) z. B. auf Seite aso und 240. Wollte irgend ein Autor 
den Satz drucken lassen: Wenn in einem rechttoinkligen ParaUelepipedum 
alle Kanten von gleicher Länge sindj so ist das Parallelepipedum ein Wür- 
fel; so würde es für den Recensenten doch wohl wenig angemessen sein 
zu bemerken, jener Autor ,/ordere^^ die Gleichheit aller Kanten, und habe 
aliso die für den Satz nothwendigen Bedingungen nicht auf das geringste 
Maass reduciri — Gewiss habe ich in meinen Schriften sehr häufig Sätze 
ausgesprochen, ohne in ihnen die Bedingungen auf das geringste Maass zu 
reducireo. Aber ich habe in solchen Fällen eine derartige Reduction auch 
niemals beabsichtigt gehabt, — geschweige denn behauptet, dass in den 
betreffenden Sätzen eine derartige Reduction von mir bewerkstelligt sei. 
Wenn Schwarz oder irgend ein anderer Mathematiker eine solche (in vie- 
len Fällen recht schwierige) Beduction der Bedingungen auf ihr geringstes 
Maass ausführt, oder auch nur Schritte thut, um einer solchen sich zu 
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nähern, bo halte ich das sicherlich für sehr verdienstlich. Aber man darf 
mir doch keinen Vorwurf daraus machen, dass bei meinen üntersnchnngen 
noch Fragen offen bleiben, mit denen Andere sich beschäftigen können. 

Die genannten beiden Autoren, Schtvar^ und iVyw, haben in 
ihren Aufsätzen auf mehrere meiner Schriften Bezug genommen-, 
aber merkwürdiger Weise haben sie dabei meinen Aufsatz über die 
Methode des arithmetischen Mittels j der hier vorzugsweise in Betracht 
zu «ziehen gewesen wäre, völlig unbeachtet gelassen. Doch würde 
es Unrecht sein, denselben hieraus einen Vorwurf zu machen. Denn 
meine Methode des arithmetischen Mittels war zu jener Zeit, als 
Prym und Schwarz ihre Aufsätze im Borchardt'schen Journal drucken 
liessen, allerdings schon publicirt, aber nur in ihren Hauptumrissen, 
fast mit blosser Angabe der sich ergebenden Resultate, und mit 
üebergehung vieler zur festen Begründung erforderlicher Betrach- 
tungen. Erst viel später habe ich Zeit gefunden, jene Untersuchungen 
in ausführlicher Weise darzulegen, in dem schon citirten Werk über 
das Logarithmische und Newton'sche Potential (Teubner 1877). 

Jedenfalls dürfte meine Methode des arithmetischen Mittels gegen- 
über den Methoden der Herren Schwarz und Prym den Vorzug ver- 
dienen, nicht nur wegen ihrer grossem Einfachheit, sondern nament- 
lich auch wegen ihrer grössern Allgemeinheit, indem sie nicht nur 
auf den Kreis, sondern auf eine sehr grosse Anzahl von Curven in 
der Ebene und von Flächen im Baume, und nicht nur auf die inner- 
halb dieser Curven oder Flächen, sondern ebenso auch auf die aiisser- 
halb derselben liegenden Gebiete anwendbar ist. 

§ 2. 
Sich ansohlieBsende Betrachtungen über die Kreisfläche. 

Wir construiren innerhalb 6 eine concentrische Peripherie r, 
und stellen uns die Aufgabe, den grössten Werth näher zu unter- 
suchen, den die Differenz 
(1.) Uj - Uj, 

anzuDehmen vermag, falls j und j^ zwei Punkte vorstellen, die längs 
jener Peripherie t in beliebiger Bewegung begriffen sind. 

Nach (22b.) pg. 410 ist: 

(2.) U,^^fl(dc)j--^-^^frd6, 

woraus z. B. [vgl. die Bemerkung pg. 411] für Z = 1 die For- 
mel folgt: 
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Multiplicirt man aber diese letzte Formel mit einer willkürlichen 
Constanten A, und subtrahirt man sie sodann von (2.)^ so folgt: 



Vertauscht man hier J m\i j^, und bringt man die so entstehende 
neue Formel von (3.) in Abzug, so erhält man: 

(4.) Uj - Uj, = 1/(1 - Ä) [(dtf), - (d «),,], 

oder, falls man die willkürlich zu wählende Constante A = — ^^— 
setzt: 
(5.) Uj - U,, = i/(l - -t-) [id<')j - (rf*)>.]- 

Dabei mag unter K und G das Minimum und Maximum der am 
Rande 6 vorgeschriebenen Werthe Z verstanden werden: 
(6.) ir=MinZ, 6? = MaxZ. 

Construirt man nun [vgl. die Figur] zwei vom Anfangspunkt 
des Elementes dö nach j und j^ laufende Linien E und E^^ und 
bezeichnet man die Neigungswinkel dieser beiden Linien gegen die 




Gerade j^jh mit (o und Oj, andererseits aber den Neigungswinkel 
von E und E^ gegen einander mit i^, so ist offenbar: 

(«.) V 



CO — fiJ, 
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Femer ergiebt sich aus der Figur sofort: 

^•^ {d<t\^dm„ 

falls man nämlich unter d(o und d(o^ die dem Element d6 corre* 
spondirenden Zuwüchse der Winkel es und o,; d. i. diejenigen Zu- 
wüchse versteht, welche cd und Oj annehmen, sobald die Spitze des 
Winkels 17 das Element ^6 von rechts nach links durchwandert. 
Aus den Formeln («.), (/J.) folgt sofort: 

(y.) (d6)j — {d6\ = d{(o - fo,) = dri\ 

so dass also die Gleichung (5.) die Gestalt erhält: 

(7.) u,-u,=^^f{z-^-^)dn. 

Der Band 6 der gegebenen Kreisfläche zerfällt durch die ver- 
längerte Linie jJi und durch ein in der Mitte von jj^ auf jj^ er- 
richtetes Perpendikel in vier Theile: 

OP, PQ, QR, RO. 
Bezeichnet man die entsprechenden Theile des Integrals (7.) re- 
spective mit 

[OP], [PQ], [QR\, [JBO], 
so wird 

(8.) Uf - Uj, == ^ ([OF] + [PQ] + [QR] + [ROij , 

mithin: 
(9.) abs {Ui — üj,) < l Uhs [OP] + abs [PQ] + abs [QR] + abs [R0]\ 

Dabei ist also z. B. 



und folglich: ^ 

abs [OP] ^/abs (l — ^—) • abs (dri). 


Nun liegen aber [vgl. (6.)] sämmtliche Werthe Z, ihrer Grösse nach, 

zwischen K und 6r, mithin sämmtliche Werthe des Ausdruckes 

^X i^ j zwischen — - — und - — Es ist also durchweg: 

abs (l — --^) ^ --^- Somit folgt: 



abs 10 P] <: ^~faha (dtj). 
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Beachtet man nun, dass 17 zwischen und P bestandig im Wachsen 
begriffen, mithin dri beständig positiv, folglich abs (dri) bestandig 
«= dri ist^ so ergiebt sich für das in der letzten Formel vorhandene 
Integral der Werth (i^p — 1^^), d. i. der Werth (a — 0). Denn iy 
hat in P den Werth a, und in den Werth [vgl. die Figur]. 
Man erhält also die erste Formel des folgenden Systems: 

abs [QKi ^ ^^^^, abs [BO] < ^^^^, 

dessen drei übrige Formeln sich in analoger Weise ergeben. Dabei 
bezeichnen a und ß die in der Figur bei P und R markirten Win- 
kel. — Somit folgt aus (9.): 

(10.) abs(?7,-Cr,.)<c (^-^n" + <^ . 

Nun ist [was die in der Figur mit a, ß, y, d, A bezeichneten Win- 
kel betrifft] offenbar: a + /^ = 2y, ferner y _< *, und ä = A, mithin: 

a + ß=2y<2S = 2A, 
und folglich: 

(11.) ,^,^u,-u,)<:}^-=^^. 

Dabei bezeichnet A [vgl. die Figur] die scheinbare Grösse des (mit 
jji parallelen) Durchmessers yy^ für einen in R befindlichen Be- 
obachter, oder, besser ausgedrückt, denjenigen Maximal werth , den 
die scheinbare Grosse des Durchmessers yyi für einen längs des 
Kreisrandes 6 fortschreitenden Beobachter anzunehmen im Stande 
2A 

ist. Setzt man - - = x, so gelangt man zu folgendem Resultat: 

Erster Zusatz zum Kreistheorem. — Es sei 6 der Rand einer 
gegdfenen KreisfUuAej ferner t eine Tcl&nere und eu 6 concentrische 
Kreisperipherie. Die Radien von 6 %md x mögen respective R und r 
heissen; mithin R>r, 

Versteht man nun unter U irgend eine Fuhdamentalfunction 
der gegebenen Kreisfläche [d. i, eine Function, die auf dieser Fläche 
eindeutig und stetig, und innerhalb derselben harmonisch ist], und 
versteht man ferner unter K und G das Minimum und Maximum der 
Randwerthe von U, so wird für zwei längs x in beliebiger Bewegung 
begriffene Punkte j und ji fortdauernd die Formel gelten: 

(12.) abs {Uj - Uj,) ^ (G^ - IT) X. 
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Dabei "bezeichnet x eine positive Constante, die <\ ist, und deren 
Werih lediglich abhängt von den beiden Badien R, r. 

Construirt man nämlich irgend einen Durchmesser der Peripherie 
r, und versteht man unter A den Maximalwerth der scheinbaren Crrösse 
dieses Durchmessers für einen längs 6 fortschreitenden Beobachter [vgl. 
die Figur pg. 413], so ist: 

(13 ) X = ^- , aiso stets < 1. 

Hieraus folgt übrigens sofort, dass % auch so darstellbar ist: 

(14. x-i-Arctg^, 

wo Arctg X den kleinsten Winkel vorstellt, dessen Tangente = x ist. 
Es sei jetzt innerhalb 6 irgend eine Curve g gegeben, und die 
einzelnen Punkte dieser Curve seien ebenfalls mit t bezeichnet. Als- 
dann finden für diese Punkte f, zufolge des Satzes (L), (Ib.) pg. 398, 
die Formeln statt: 

DU^<G — K, 

wo K und G die schon genannten Bedeutungen haben. 

Die Function U wird aber, weil sie eine Fundamentalfunciion 
der von 6 begrenzten Kreisfläche ist, eo ipso auch eine Fundamen- 
talfunction der kleineren von r begrenzten Kreisfläche sein. Liegt 
daher die Curve g, wie wir annehmen wollen, nicht nur innerhalb 
ö, sondern auch innerhalb r, so ergeben sich, zufolge des citirten 
Satzes, für diese kleinere Kreisfläche die mit (15.) analogen Formeln: 

DUi<g-k; 

dabei bezeichnen Je und g das Minimum und Maximum derjenigen j 

Werthe, welche U längs t besitzt. Nach (12.) ist aber ! 

g — Jc<(G-K)x, 

wodurch die letzte der Formeln (16.) übergeht in: 

(17.) BUi<iG-K)x. 

Bezeichnet man schliesslich die Werthe von U am Rande 6 
der ursprünglich gegebenen Kreisfläche, ebenso wie früher, mit I, 
so ist offenbar K = Min I, ferner G = Max Z, endlich 6? — K=DT] 
so dass also die Formeln (15.), (17.) auch so darstellbar sind: 



(16.) 
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MinZ<: C/^^<MaxI, 
(18.) DU^<DT, 

Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat : 

Der erste Zusatz zum Kreistheorem^ in etwas anderer Gestalt. 
Am Bande 6 einer gegebenen Kreisfläche seien irgend welche längs 
6 stetige Werthe Z vorgeschrieben. Femer sei gebildet die diesen Z's 
entdeckende Fundamental function: 

Denkt man sich nun innerhalb der Kreisfläche eine mit 6 concen- 
trische Peripherie r, und innerhalb t irgend eine Curve g gegeben^ und 
die einseinen Punkte dieser Curve ä>enfalls mit g bezeichnet, so gelten 
folgende Formeln: 

MinI<Cr^^ <MaxI, 
(KI.) _. 

DCr/' <(DZ)x. 

Dabei bezeichnet x eine positive Constante, die <il ist, und deren 
Werth lediglich abhängt von den Radien R und r der beiden Kreise 
6 und T. Es besitzt nämlich diese Constante x den in (13.), (14.) ge- 
nannten Werth. 

§3. 

Weitere Betraohtnngen über die Ereisfläohe. 

Sind am Rande 6 der gegebenen Kreisfläche irgend welche 
längs 6 stetige Werthe Z in beliebiger Weise vorgeschrieben, so 
liefert die Formel (22c.) pg. 410 

(1.) Uj = -^fz[{d6)j--^{d6)c] 

eine Function U, welche auf der Kreisfläche eindeutig und stetig, 
innerhalb derselben harmonisch, und am Rande derselben identisch 
mit jenen Z's ist. Doch liefert die Formel [wie an der citirten 
Stelle ausdrücklich hervorgehoben wurde] nur diejenigen Werthe, 
welche U innerhalb der Kreisfläche besitzt, Demgemäss wird bei 
den jetzt folgenden, auf der Formel (1.) basirenden Betrachtungen, 
(2.) beständig im Auge zu behalten sein, dass daselbst unter j nur in- 
nere Punkte zu verstehen sind. [Eine besondere E^ormel für die Rand- 
werihe von U ist nicht weiter nothig, weil diese identisch mit den 

N eum an n, Abel'sche Integrale. 2. Aufl. 27 
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gegebenen Z's sind.] Der in (1.) in der eckigen Klammer enthal- 
tene Ausdruck: 
(3.) (d<y),-i(d<y). 

ist, wie man leicht erkennt [vgl. die Erläuterung auf pg. 419], 
stets positiv. Demgemäss folgt aus (1.) sofort: 

(4.) abs Uj<^ /(abs Z) [(d6)j — \{d 6%] . 

Wir wollen jetzt die Randfunction Z uns der Art gegeben den- 
ken, dass sie auf 6 längs einzelner Strecken d', tf", d'" . . . ver- 
schtoindety dagegen längs der nach Absonderung von *', d", d'" ... 
noch übrig bleibenden Strecken ß\ /S", ^'" . . . irgend welche Wertlie 
besitzt. Dabei soll Z, nach wie vor, längs des ganzen Randes ste- 
tig sein. Es soll also angenommen werden, dass Z in den End- 
punkten der Segmente ß\ ß'\ ß'" . . . verschwindet^ zugleich aber 
längs jedes einzelnen solchen Segmentes stetig ist. 

Solches festgesetzt, reducirt sich das Integral (4.) auf die ein- 
zelnen Strecken ß\ /S", ß"\ . . . Man erhält daher: 

abs U, < i [/^, (abs Z) [(Jtf), - |.(rftf)J + 

+ S^„ (abs Z) [(di})j - ^ (de),] +...], 

(5.) oder, falls man den absolut grössten Werth von Z für sämmtliche 
Segmente ß\ ß'\ ß"\ . . . mit M bezeichnet: 

abs U, < ^[/^, [{d6)j - i(^tf)J + f^., [(.d6)j - Ud<t)c] + •••], 

oder, einfacher geschrieben: 

(6.) abs £7, < f [[(/s'), - Hßy:\ + Kßls - Kß")^] + •••], 

wo unter den {ß)j und (ß)c die scheinbaren Grössen der Segmente ß 
zu verstehen sind für einen in j respective im Centrum c befind- 
lichen Beobachter. Aus dieser Bedeutung der (ß)j und (ß)c ergiebt 
sich leicht, dass für jedwedes Segment ß die Formel stattfindet: 

(7.) (ß)j-Hß)c = ^-'h, 

wo bj denjenigen Winkel repräsentirt, unter welchem der Bogen ß 
gegen einen confinen und durch j gehenden Kreisbogen geneigt ist. 
Dabei sind unter zwei confinen Kreisbogen solche zu verstehen, 
deren Endpunkte coincidiren« 
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(f-) 



(g) 




(8.) 



Erläuterung. — In beistehender Fignr ist die gegebene, nm das Cen- 
trum c beschriebene Peripherie c durch irgend zwei Punkte g,h in einen 
untern Theil p, und einen obern 
Theil ß^ zerlegt. Markirt man nun 
irgendwo innerhalb e einen Punkt j, 
und bezeichnet man mit C das Cen- 
trum des zu ß confinen und durch 
j gehenden Kreisbogens B^ so ist 
offenbar: 

(p), « Winkel (5rc 70, 

oder, was dasselbe ist: 

{ß).^ Winkel (^ Cm), 

iCWc« Winkel (p cm). 

Hieraus aber folgt, durch Subtrac- 

tion und mit Hinblick auf das in der Figur gezeichnete Dreieck gc C: 

(», -i(a= Winkel (c</C). 

Dieser Winkel (figC) ist aber offenbar identisch mit demjenigen Winkel 
b", anter welchem der Kreisbogen B gegen ß" geneigt ist. Man erh&lt also: 

WO b^ die schon genannte Bedeutung besitzt, wSlhrend b den supplemen- 
tären Winkel, d. i. denjenigen vorstellt, unter welchem der Bogen B gegen 
ß geneigt ist. 

Diese Gleichung (f.), welche in analoger Weise für jedwede andere 
Lage des innern Punktes j ableitbar ist, repräsentirt aber die zu beweisende 
Formel (7.). Nur ist dort statt b die genauere Bezeichnungsweise b. an- 
gewendet. 

Die mit b und b^ bezeichneten Neigungswinkel (Bß^ und (Bß) wer- 
den, falls man dem innern Punkte j andere und andere Lagen zuertheilt, 
offenbar stets zwischen und tc bleiben. Somit folgt aus (f.), dass der 
Werth des Ausdrucks 

mj - i(?)c 

ebenfalls stets zwischen imd tc bleibt, also stets positiv ist. Und dies 
wird offenbar auch dann z. B. stattfinden, wenn man den Bogen ß duroh 
ein unendlich kleines Bogenelement da ersetzt; womit die oben über den 
Ausdruck (3.) gemachte Behauptung bewiesen ist. 

Die Formel (6.) - nimmt uxm mit Rücksicht auf (7.) die ein- 
fachere Gestalt an: 

abs Uj<^[i^ - hf) + (« - in + . • •], 

WO allgemein ft/*»^ den Winkel vorstellt, unter welchem ein zu /J^*^ 

27* 
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confiner und durch j gehender Kreisbogen gegen ß^^^ geneigt ist. 
Der hier auftretende Ausdruck 

(9.) Tr,-[(«-6/) + («-V') + ---] 

ist stets positiv und stets < %, wie sogleich erläutert werden soll. 
Alle Bogen /3', /5", ... und ^ d", . . . zusammengenommen re- 
präsentiren die ganze Peripherie 6. Folglich ist für jedwede Lage 
des innem Punktes j 

[(A + in +•••] + W)i + («")/ +•••]= 2«, 

mithin z. B. auch: 

[(/Oc+cnc+'-'i + LWc+coc +•••]= 2«. 

Multiplicirt man aber diese beiden Gleichungen respective mit 1 

und — --, und addirt, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (7.): 

(10.) [(„_ &/) + («- 6/') + ...] + [(«-d,') + («-d/') + -] = «, 
falls man nämlich den df*^ hinsichtlich der Bogen d^") dieselbe Be- 
deutung zuertheilt; welche die hj^^^ hinsichtlich der /S^**) besitzen. 

Die Winkel h/^^^ und d/^'^^ liegen ihrer Natur nach stets zwischen 
und Ä. Folglich sind die Differenzen % — &;(*^ und % — d/^^^ stets 
positiv. Die linke Seite der Formel (10.) wird daher verkleinert 
werden^ falls man einen Theil dieser positiven Differenzen daselbst 
unterdrückt. Man erhält also z. B.: 

[(«-V) + («-&/') + •••] + («-<)<«, 

oder^ was dasselbe ist: 

[(«-&;) + («-6/') + ---]<<, 

oder mit Rücksicht auf (9.): 

Wj£dj\ 
In analoger Weise ergiebt sich offenbar auch Wj<d/\ u.s. w.; so 
dass man folgendes Formelsystem erhält: 

(11.) Wj< d/, Wj < d;\ Wj < dr, etc. etc. 

Da nun die Winkel 6^W und d^C»)^ wie bereits mehrfach bemerkt ist, 
ihrer Natur nach stets zwischen und ic bleiben, so ergiebt sich 
aus (9.), dass Wj stets positiv ist, andererseits aus (11.); dass Wj 
stets <^ ist. Q. e. d. 

Dies vorangeschickt, stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: 
Auf der Kreisfläclie sind irgend wekJie Curven g', J", g"', • . . gegAen, 
der Art, dass f "^ die beiden Endpunkte des Bogens /5^**> mit einander 
verbindet, in diesen beiden Punkten aber die Peripherie 6 nicht tangirt, 
und überhaupt, ausser diesen beiden Punkten^ keinen u^eiteren Punkt 



(12.) 
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mit 6 gemein hat. Es soll das Maximum derjenigen WertJie unter- 
sucht werden, u^elche W} annimmt, falls der Punkt j sämrntliche Curven 

r, r, r, . . . durchiäuß. 

Zu diesem Zweck zerlegen wir jedwede Curve g<"> in zwei Theile, 
etwa (um die Vorstellung zu fixiren) in zwei gleiche Theile, und 
nennen diese Theile die Hdibcurven, Sodann construiren wir einen 
zu d' confinen Kreisbogen A' von 
solcher Lage, dass die beiden in den 
Endpunkten yon d' anstossenden 
Halbcurven*) in Erstreckung des 
Yon S^ und A' umschlossenen Ge- 
bietes {if A') liegen, indem wir 
gleichzeitig dafür sorgen, dass der 
Flächeninhalt dieses Gebietes mög- 
lichst klein wird. Alsdann ist ojBFen- 
bar der gegenseitige Neigungswinkel 
V der beiden Bogen d', A' stets 
< Ä (niemals == ä); denn man hat 
zu beachten, dass jene beiden Halbcurven, ausser den beiden End- 
punkten des Bogens ä\ keine weiteren Punkte mit 6 gemein haben. 
Für sämmtliche Punkte j des Gebietes (tf'A') ist aber d/ ^k\ also: 

d/<k'<ic, 
folglich auch nach (IL): 
(13a.) Wj^k'<7t. 

Und diese Formel wird also z. B. auch stattfinden für alle Punkte j 
der in Rede stehenden beiden Halbcuryen. 

Analoges gilt für d". Construirt man nämlich einen zu d"' 
confinen Kreisbogen A" von solcher Lage^ dass die beiden in den 
Endpunkten von d" anstossenden Halbcurven in Erstreckung des 
Gebietes (ß" A") liegen, und dass überdies der Flächeninhalt dieses 
Gebietes ein möglichst kleiner ist, so wird der gegenseitige Neigungs- 
winkel k" der beiden Bogen ^', A" stets < ä (niemals ■= ä) sein. 
Und gleichzeitig wird für alle Punkte j jener beiden Halbcurven 
die Formel stattfinden: 

(13b.) Wj<r<x. 

U. s. w. U. s. w. 

Operirt man in analoger Weise bei sämmtlichen Bogen d', *", 
d"', . • . , und bezeichnet man den grössten der dabei zu construiren- 
den Winkel k', k'\ k"\ . . . mit K, so gelangt man also zu dem 

*) Nur diese Haihcwrven ßind in der Figur angegeben. 
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Resultat, dass für sämmtliche Punkte j aller Halbcurven zusammen- 
genonimen die Formel stattfindet: 

(14.) Wj<K<n, U auf t^, T, T, • • •], 

oder, etwas anders geschrieben: 
W V 

(15.) ^'^?<i' üauf r, r, r, ...]. 

In dieser Formel (15.), die also gültig ist für sämmtliche Punkte j 

K 
der gegebenen Gurven J;', 5"; 5"'; • • • j repräsentirt der Bruch — eine 

fl5a^ " 

^ *^von den geometrischen Verhältnissen abhängende positive Constanfe, 

deren Werth stets < 1 (niemals = 1) ist. Zugleich repräsentiren 

die Formeln (14.), (15.) die Lösung der in (12.) proponirten Aufgabe. 

Wir kehren jetzt zurück zur Function U. Die nach (8.) und 

(9.) für jedweden Punkt j innerhalb 6 geltende Formel 

(16.) Bhs Uj^M-^ 

wird z. B. auch gültig sein für diejenigen Punkte j, tvelcJ^ auf den 
Curven ^, 5", g"', . . . gelegen sifid. Alsdann aber subordinirt sich 
die rechte Seite der Formel der in (15.) angegebenen Relation; so 
dass man erhält: 

(17.) • abs Uj<M^, [j auf r, T, r, • • •]. 

Wie zu Anfang dieses Paragraphs [in (2.)] betont ist, sind 
unter den Punkten j durchweg solche zu verstehen, die innerhalb 
der gegebenen Kreisfläche liegen. Demgemäss wird also z. B. die 
Formel (17.) gültig sein für solche Punkte j, die auf den Curven g', 
g", t'", . . . , und zugleich innerhalb der gegebenen Kreisfläche liegen. 

Hieraus aber folgt, weil U in ganzer £rstreckung der Kreis- 
fläche eindeutig und stetig ist, nach bekannter Schlussweise sofort, 
dass die Formel (17.) auch noch gültig ist für die am Bande der 
Kreisfläche befindlichen Endpunkte jener Curven. 

Wollte man nämlich das Gegentheil annehmen, also behaupten, das 
abs ü sei in irgend einem dieser Endpunkte g um eine angebbare Qaaa- 

tität fi grösser als M — , so müsste [weil ü in ganzer Erstreckong der 

Kreisfläche eindeutig und stetig iat] auf der bei g mündenden Corve i in 
unmittelbarer Nähe von g ein Punkt j vorhanden sein, in welchem ü um 

-jr grösser als M — ist; — was der schon constatirten Formel (17.) 
widerspricht. 
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Bezeichnet man also sämmtliche Punkte der Curven g', g", g"', . . . 
(inclusive ihrer Endpunkte) kurzweg mit g^ so ist ausnahmslos: 

(18.) BhsU^^M^y 

mithin z. B. auch: 
(19.) ' Maxabs U^<M~, 

oder, was dasselbe ist [vgl. (5.)]: 
(20.) Max abs U^ £ (Max abs I^) ^ • 

Bezeichnet man also die Constante — mit A, und beachtet man die 

in (15 a.) über diese Constante gemachten Bemerkungen, so gelangt 
man zu folgendem Satz: 

Zweiter Znsatz zum Ereistlieorein. — Am Bande 6 der gegebenen 
Kreisfläche seien längs dieses Randes stetige Werthe Z vorgeschrieheriy 
die nur in einzelnen Randsegmenten ß, /3", /J"', . . . von Null ver- 
schieden sindy in den dazwisclien liegenden Randsegmenten d', d", d"', ... 
aber versdvwinden. Femer sei gebildet die diesen Z's entsprechende fun- 
damentale Function: 

Sind nun auf der KreisfläcJie irgend welche Curven g', g", g"', - - > ge- 
geben, und zwar der Art, dass g^"^ die beiden Endpunkte des Segmentes 
ß^"*^ verbindet, in jenen Endpunkten aber den Rand a nicht tangirt, 
und überhaupt, ausser diesen beiden Punktest, keine weiteren Punkte 
mit 6 geniein hat, so unrd, falls man sämmtliche Punkte des Curven- 
systems ^, g", g"', . . . kurzweg mit t bezeichnet, die Formel gelten: 

(KU.) Max abs jz/' ^ < (Max abs I^) X. 

Dabei bezeichnet A eine positive Constante, die < 1 ist, und deren 
WerÜi lediglich abhätigt von den gegebenen geometrischen Verhält- 
nissen, d. i, von der Lage des Curvensystems ^, 5", g"', ... in Bezug 
auf die Kreisfläche. 

§4. 
Betrachtungen über einen Kreisring. 

Die vorhergehenden Paragraphen enthalten gewisse für unsere 
eigentlichen Zwecke erforderlichen Hülfsätze. Ein weiterer solcher 
Satz betrifft den Kreisring, und lautet folgendermassen: 

Satz über den Ereisring. — Es sei gegeben eine von zwei concen- 
trischen Kreislinien a und ß begrenzte ringförmige Fläche ©«/?, und 
zwar sei, uHis die Radien betrifft: 
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(1.) Ra>Rß. 

Ausserdem sei eine Fundion ?7«= U{x,y) gegeben^ wddie auf ©«^ 
eindeutig und stetig, und innerhalb ®aß harmonisch ist. Denkt man 
sich alsdann eine mit a, ß concentrische Peripherie construirt^ deren 
Radius Ra der Formel entspricht: 

Ra> Ra>R{if 

^ '^ so wird das über 6 erstreckte Integral 

(3.) /m'^»-|^'^^) = ^°'^«*- 

sein, nämlich ein und denselben Werth behalten^ iMche Grösse man 
dem Radius Ra innerhalb des soeben festgesetzten Spielraumes (2.) 
auch zuertheilen mag. 

Setzt man nun insbesondere voraus, der constante Werth des In- 
tegrales (3.) sei =0, es gelte also die Formel: 

(4.) fSji^y - If ^^) = 0' 

so wird stets audi folgende Formel gelten: 

(5.) m{u.) = m{Up). 

D. h.: Das arithmetische Mittel der längs a vorhandenen Werthe U 
wird alsdann ebensogross sein une das arithmetische Mittel derjenigen 
Wertlie U, die längs ß sidi vorfinden. 

Beweis. — Constmirt man zwischen a und ß irgend zwei inter- 
mediäre concentrische Peripherien a nnd r, entsprechend der Formel: 

■^o > -^a > ^* > ^fiy 
80 ist ü [zufolge der gemachten Voraussetzungen] in ganzer Erstreckang 
der ringförmigen Fläche @^^ eindeutig, stetig und harmonisch. Dem^emäsa 
ist [zufolge des Satzes (8.) pg. 391]: 

oder, etwas anders geschrieben: 

die Integrationen über a und r in gleichem Sinne, d. i. in paralleler Rich- 
tung hinerstreckt gedacht. Hiemit ist die Behauptung (3.) bewiesen. 

Was nun femer den Beweis der Formel (5.) betrifft, so denke man 
sich die Fläche @^^ durch irgend einen von a nach ß gehenden Quer- 
schnitt 2 in eine einfach zusammer^ängende Fläche @^^ verwandelt Als- 
dann wird [zufolge des Satzes (9.) pg. 392] durch die Formel 
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a?o. Vo 

eine Fanction V « V(Xy y) definirt werden , die innerhalb @^^ eindeutig 
und stetig, und längs q mit einer constanten Differenz behaftet ist. Diese 
Differenz aber ist =»0, zufolge unserer in (4.) gemachten Voraussetzung. 
Die Function V ist daher nicht nur innerhalb ^afia^ sondern auch 
innerhalb @^^ eindeutig und stetig. Und demgemäss wird [vgl. (10 a.) pg. 
392] das Binom 

eine monogene Function von z ^=^ x -]- iy sein, die innerhalb @^^ eindeutig 

und stetig ist. Genau dasselbe gilt auch von , folglich auch von der 

Function 

m ü+iv 



z ^ c z — c* 
falls man nämlich unter c ^= a '\- ih irgend einen festen und zwar ausser- 
halb @^o gelegenen Punkt versteht. 

Da nun f{z) die Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit mntr- 
haXb ^aßy ^i^l^i^ *^ ganzer Erstrecktmg von 8^^ besitzt, so folgt [mittelst 
des Cauchy*schen Satzes (9.) pg. 19]: 



r A^) ^^ _ r fA^)Ai 

Ja Z — C ^^ J t Z — c' 



die Integrationen über <r und r in parallelen Richtungen erstreckt. Nimmt 
man jetzt für c das gemeinschaftliche Centrnm der Peripherien a, 0, r, ß, 
so ergiebt sich [vgl. pg. 393, 394]: 

Sm da Sm dt 

die Integrationen hinerstreckt über alle Elemente da und dt der Kreislinien 
o und T. Setzt man hier aber für f{z) seinen Werth ü -\- iV^ so ergeben 
sich zwei Relationen, von denen die eine lautet: 

2nM^ ™ 2nE^ 

Diese Formel ist, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, gültig für irgend 
zwei der Formel 

entsprechende Kreislinien a, r. Folglich wird sie, weil [nach unserer 
Voraussetzung] U in ganzer Erstreckung von @^^ eindeutig und stetig ist, 
auch dann noch gültig bleiben, wenn man a mit a, und t mit ß zusammen- 
fallen lässt; so dass man also erhält: 

oder einfacher geschrieben: 



a»(t/„) - 3R(tr,). Q. e.d. 
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§5. 
Die Fnndamentalfaiiotioiien der Normaloalotte. 
Definitioii. — Eine sphärisch gekrümmte m -blättrige Windungs- 
fläche, deren Rand durch eine nach m Umläufen in sich mrückkeh- 

(A.) rende Kreislinie dargestellt ist, soll in Zukunft, einerlei ob düs 
sphärische Centrum dieser Linie im Windungsptmkte der Fläche liegt 
oder nichty eine Normalcalotte heissen. Für den Fall w = 1 ver- 
wandelt sich also die Normalcalotte in diejenige Fläche, welche 
schlechtweg als Caiotte bezeichnet wird. 

Definition. — Denkt man sich eine m -blättrige Normalcalotte 
mittelst eines den Windungspunkt umlaufenden und nach m Umgängen 

(B.) in sich zurückkehrenden kreisförmigen Schnittes in zwei Theile zer- 
legt, so wird der eine TheU wiederum eine Normalcalotte sein. Der 
andere mag eine Normalzone genannt werden. Eine solche Normal- 
zone ist also stets von zwei Kreislinien begrenzt Ob die sphärischen 
Centra dieser beiden Kreislinien mit einander coincidiren oder nicht, 
bleibt dabei völlig dahingestellt. 

Dies vorangeschickt, beginnen wir zunächst mit einigen ein- 
fachen Betrachtungen über die gewöhnliche einblättrige Kugelfläcbe. 
Auf dieser Eugelfläche seien irgend zwei Punkte c, c' markirt, 
gleichzeitig mag die Sefme cc oder vielmehr die durch Verlängerung 
dieser Sehne entstehende Secante mit L bezeichnet sein. Denkt 
man sich durch i*) irgend eine Ebene gelegt, und den Kreis, in 
welchem die Kugelfläche von dieser Ebene geschnitten wird, mit 
s bezeichnet^ so entstehen, falls man jene Ebene um L in Rotation 
versetzt, unendlich viele solche Kreise s, die sämmtlich in c ein- 
ander schneiden, ebenso in c. Markirt man nun auf L, und zwar 
ausserhalb der Kugelfläche, irgend einen Punkt X, und legt man 
von A aus Tangenten t an sämmtliche Kreise s, so werden all' diese 
^s zusammen genommen nichts Anderes sein, als der von X an die 
Kugelfläche gelegte Tangentialkegel Demgemäss wird die Gesammtheit 
der Punkte (s, t), in denen die einzelnen s von den zugehörigen /'s 
berührt werden, die Contactcurve jenes Tangentialkegels repräsentiren. 
Die Punkte (s, t) sind daher als solche zu bezeichnen, die vom 
gemeinschaftlichen Ausgangspunkte der fs, d. i. von A gleich tmt 
entfetjit sind. Hieraus folgt, dass jedwede Tangente t, mithin auch 
jedweder Kreis s senkrecht geschnitten wird von der durch die Ge- 
sammtheit der Punkte (5, t) gebildeten Contactcurve. 



*) d. i. durch die Punkte c und c'. 
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Sind also auf der Kugelfläche zwei feste PunJcte c und e' gegeben, 
und denkt man sich alle auf der Kugelfläche liegenden und durch c 
(1.) und c gellenden Kreise mit s bezeichnet, so werden die zu diesen Kreisen 
s orthogonalen Kreise ö nichts Anderes sein als die Contactcurven 
derjenigen TangentiäOcegd, deren Spitzen in der durch c, c' gehenden 
geraden Linie liegen. 

Denkt man sich nun einen der Kreise 6 gegeben, und überdies 
den Punkt c gegeben, so kann man die übrigen Kreise ö, ferner 
die Kreise s, und namentlich auch den Punkt c' leicht construiren, 
in folgender Weise: 

Man construire zuvörderst denjenigen Tangentialkegel; der den 
gegebenen Kreis 6 zur Contactcurve hat. Der Punkt, in welchem 
eine durch die Spitze X dieses Kegels und den gegebenen Punkt c 
gehende gerade Linie L die Kugelfläche zum zweiten Male schneidet, 
ist alsdann der gesuchte Punkt c'. Nachdem in solcher Weise c' 
gefunden ist, ergeben sich sofort sämmtliche Kreise s. Und gleich- 
zeitig ergeben sich die übrigen Kreise ö dadurch, dass man die 
Spitze jenes Tangentialkegels längs L fortschreiten lässt, und dabei 
von Augenblick zu Augenblick die Contactcurve des Kegels con- 
struirt. Man gelangt so z. B. zu folgendem Satz: 

Sind auf der Kugelfläche irgend ein Kreis 6 und irgend ein Punkt 
c gegeben, so lassen sich auf der Kugelfläche unendlich viele Kreise 
constmiren, die zu 6 orthogonal sind, und sämmtlich durch c gehen, 
(2.) AIV diese unendlich vielen Kreise schneiden sich, ausser in c, noch in 
einem zweiten Punkte c , der hinfort der zu c in Bezug auf 6 con- 
jugirte Punkt heissen mag. 

Dieser conjugirte Punkt c kann, falls c und 6 gegeben sind, mit 
/^\ Leichtigkeit gefunden werden. Denn die gerade Linie cc' muss stets 
durch die Spitze desjenigen Tangentialkegels gehen, der den Kreis 6 
zur Contactcurve hat. 

Sind auf der Kugel fläche irgend welche Kreise gegeben, so 
werden dieselben, bei Ausführung einer stereographischen Projection, 
bekanntlich Kreise bleiben. Und sind zwei der ursprünglich ge- 
gebenen Kreise zu einander orthogonal, so werden sie, bei Aus- 
führung dieser Projection, orthogonal bleiben. Demgemäss ergiejbt 
sich aus der in (2.) gegebenen Definition sofort folgender Satz: 

Sind auf der Kugelfläche irgend ein Kreis 6 und zwei in Bezug 

auf zu einander conjugirte Punkte c und c gegeben, so wird diese 

^ '^ gegenseitige Beziehung zwischen 6, c, c auch dann noch fortbestehen, 

wenn man <s, c, c' irgend welcher stereographischen Projection unter- 
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wirft; also 0. B. fortbestehen, wenn man ö, c, c [vgl, die Figur pg. 53] 
von (y a\is auf die Horizontalebene MN, oder von aus auf die 
Antipodenä>ene MN' projicirt. 

Denkt man sich also in solcher Weise 6, c, c' in eine Ebene 
versetzt, so wird c' nach wie vor der zweite Durchschnittspunkt 
derjenigen unendlich vielen Kreise sein, welche durch c gehen und 
zu 6 orthogonal sind. Bezeichnet man daher, hier in der Ebene, die 
Abstände irgend eines auf 6 liegenden Punktes is von c und c' re- 
(5.) spective mit r, r', so wird der Quotient — r, nach bekannten Sätzen, 

constant bleiben, falls man jenen Punkt ß längs a fortschreiten lässt. 
Denkt man sich also z. B., um die Vorstellung zu fixiren, jene 
Projection auf die Hori^ontalebene ausgeführt, und die den Punkten 
c, c\ z mit Bezug auf das Coordinatensystem dieser Ebene zukom- 
menden Symbole a + i&, d + iV, x + iy gleichfalls mit c, c\ js 
bezeichnet, und überdies 

gesetzt, wo J ein Punkt in einer neuen Ebene, in der ^-Ebene 
sein soll, so wird, falls man z längs ö fortschreiten lässt, gleich- 
zeitig dieser neue Punkt g in der g- Ebene eine Kreisperiplierie 
durchwandern, deren Centrum im Anfangspunkte der J- Ebene liegt. 
Setzt man nämlich, was jene Horizontalebene, d. i. die ^- Ebene 
betrijBFt: 





» 




z-c 


= re 


y 




und waf 


j die g- Ebene betriflft: 












s = 


it 






so geht 


die Formel 


(6.) über in 






(7.) 


woraus 


folgt: 


r t(«^ — 
— e ^ 
r 


*') = 


it 
Qe ; 


(8.) 






r 
V* 


= 9. 





Lässt man nun aber den Punkt z längs ö fortschreiten, so bleibt 
— [nach (5.)] constanty also [nach (8.)] auch q constant. Q. e. d. 

Aus diesen einfachen Betrachtungen ergiebt sich nun, wie leicht 
zu übersehen ist, folgender 

Satz. — Auf der gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche sei irgend 
eine Calotte cAg^enzt, und ihr kreisförmiger Band mit 6 bezeichnek 
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(9.) Femer sei innerhalb der Calotte irgend ein Punkt c gegeben, und der 
in Bezug auf 6 zu c conjugirte [also ausserhalb der Calotte liegende] 
Punkt mit c bezeichnet. Alsdann werden si^h durch die Substitution 



sämmtliche Punkte z der Calotte in eine auf der %'Ebene liegende 
Kreisfläche verwandeln, deren Centrum im Anfangspunkte der t;- Ebene 
d, i. iw g = liegt. 

Selbstverständlich ist dieser Satz auch dann noch anwendbar^ 
wenn die Calotte auf einer mehrblättrigen Riemann'schen Kugel- 
fläche 91 abgegrenzt ist-, yorausgesetzt, dass diese Calotte durchweg 
aus einem Blatt besteht, also z. B. frei von Windungspunkten ist 
Aber auch für mehrblätterige Calotten existirt unter umständen ein 
analoger Satz, der aus den bereits angestellten Betrachtungen mit 
Leichtigkeit sich ergiebt. Derselbe lautet: 

Satz. — Es sei 31 eine n -blättrige Riemann^scJie Kugel flächcy und 
(10.) auf 81 sei irgend eine m-blättrige Normalcalotte abgegrenzt*), deren 
Windungspunkt c, und deren Band ö Jieissen mag [vgl. die Definition 
(A.) pg. 426]. 

Femer sei c der in Bezug auf 6 zu c conji4girte [also ausser- 
halb der Calotte liegende] Punkt. Alsdann werden sich mittelst der 
Substitution 

i — c '^ ^ 
sämmtliche Punkte z der m-blättrigen Calotte in eine auf der i-Ebene 
liegende einblättrige KreisfläcJie verwandeln, deren Centrum im Anfangs- 
punkte der i- Ebene liegt. 

Bemerknng. — Bei Ableitung der Sätze (9.), (10.) ist die Projectioa 
auf die HorizontaJehene benutzt worden. Bedient man sich, statt dieser, 
der Projection auf die Antipodenebene, so gelangt man zu analogen Sätzen, 
die von jenen nur dadurch abweichen, dass in den betreffenden Snb- 
stitntionsformeln : 

Jl _ Jl 

~ an Stelle von — > 

11 z — c 

z c 

auftritt. Diese beiden Ausdrücke unterscheiden sich aber von einander 

nur durch einen constanten Factor. Demgemäss sind also die in Rede 

stehenden neuen Sätze mit den schon ausgesprochenen Sätzen (9.)> (10.) 

nicht nur analog, sondern geradezu identisch. 

*) Es ist mithin m'^n. 
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Bezeichnet man eine der in (9.), (10.) genannten Calotten mit 
@^ und denkt man sich ferner am Rande ö der Fläche @ irgend 
welche (jedoch stetige) Werthe Z in beliebiger Weise vorgeschrieben, 
so wird die diesen Werthen Z entsprechende Fundamentalfunction 
U der Fläche @, wie leicht zu übersehen ist, ein und dieselbe 
bleiben, einerlei ob man die Fläche @ in ihrem ursprünglichen Zu- 
stande verharren, oder ob man sie, mittelst der angegebenen Sub- 
stitutionen, in die Gestalt einer Kreisflädie übergehen lässt. Für 
diesen letzteren Zustand ist aber jene Function JJ sofort angebbar, 
nach dem Theorem pg. 410. Folglich ist sie es auch für den erstem. 

In ähnlicher Weise lässt sich der erste die Kreisfläche betreffende 
Zusatz [pg. 417] auf die Calotte @ übertragen, und ebenso auch 
der zweite [pg. 423], so dass man also zu folgenden Resultaten 
gelangt: 

Satz über die Nonnalcalotte. — Sind am Bande ö einer Nor- 
malcalotte [vgl. die Definition pg. 426] irgend welehe längs dieses 
Bandes stetige Werthe Z vorgeschri^en, so unrd die diesen Z 5 zu- 
geJiörige Fundamentalfunction der Calotte stets construirbar sein. 
D. h. es wird stets euie Function construirbar sein, weiche auf der 
Calotte eindeutig und stetig; innerhalb derselben harmonisch^, und am 
Bande derselben identisch mit jenem Z's ist 

Erster Znsatz. — Bezeidmet man diese Function mit 

und denkt man sich völlig innerhalb der Calotte eine Curve g ge- 
geben, so gelten für sämmtliche We^'tJie, welche U ' auf g besitzt, die 
Formeln: 

Min Z <; U^""' ^ < Max Z, 

Dabei bezeichnet x eine positive Constante, die stets < 1 ist, und deren 
Werth lediglich von den gegebenen geometrischen VerMltnissen ab- 
hängt. Man Jcann x etwa bezeic/men als die Situationsconstante 
der Curve g in Bezug auf die gegebene Calotte. 

Zweiter Zusatz. — Sind die vorgeschriebenen Z's nur längs ein- 
zelner Bandsegmente ß, ß\ ß'\ ... von Null verschieden, längs 
der dazwischen beßndlicJicfi Segmente aber verschunndend, und sind 
überdies auf der Calotte irgend welclie Curven ^, g", g"', . . • gegeben, 
und zwar der Art gegeben, dass ^'^^ die beiden Endpunkte von /J^"^ ver- 
bindet, in diesen beiden Punkten aber den Cahttenrand 6 nicht tangirt, 
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und iiberhaupt atisser diesen beiden Punkten keinen weiteren Punkt mit 
ö gemein hat, so wird die jenen T's zugehörige Fundamentalfunction 

der Formel entsprechen: 

(NIL) Max abs ü^^' ^ < (Max abs I^) X, 

wo der Ausdruck linker Hand den absolut grössten Werth vorstellt, 

den die Function ü^^ in sämmtlichen Punkten g des Curvensystems 
^y r, Vj ' • • besitzt. 

Dabei bezeichnet X eine positive Constante, die < list, und deren 
Werth lediglich abhängt von den gegebenen geometrischen Verhält- 
nissen. Man kann X etwa bezeichnen als die Situationsconstante 
des Curvensystems g', g", £;'", ... in Bezug auf die gegebene (Motte. 
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Beweis der Riemann'sclieii Existenztheoreme. 

§ 1. 
Aofstellimg eines gewissen Convergenztheorems. 

£s sei @ ein hdi^iger Theil einer Riemann'schen Eugelfläche. 
Und es mögen unendlich viele Fundamen talfunctionen dieser Fläche @: 

(1.) [/(«)= Cr(«)(a;,y), n = 1, 2, 3, .. . cx), 

gegeben sein^ also Functieuen^ die auf @ eindeutig und stetig, und 
innerhalb @ harmonisch sind. Wir wollen nun den Rand von © 
[welcher im Allgemeinen aus mehreren Curven bestehen wird] mit 
a, die Randwerthe der Functionen TJ^^^ mit C/ir^"^ bezeichnen, und 
voraussetzen, dass diese Randwerthe der Formel entsprechen: 

(2.) abs W^<rft», 

wo r, ft zwei gegebene positive Constanten sind, und ft < 1> ist. 

Aus der Voraussetzung (2.) folgt mit Rücksicht auf den Satz 
(17.) pg. 395, dass für alle innerhalb © befindlichen Punkte j die 
analoge Formel gilt: 

(3.) abs U}-) £ ^ft^ 

Aus (2.), (3.) folgt nun aber weiter, dass die Reihe 

(4.) F= Z7(i) + U^^^ + ü^(») + ... in inf. 

für jedweden Punkt der Fläche © convergirt, einerlei ob derselbe 
innerhalb © oder am Rande von © liegt; so dass also dieses durch 
(4.) definirte V für jedweden Punkt der Fläche © einen be- 
stimmten endlichen Werth besitzt. 

Für die zwischen V und dem endlichen Polynom: 

(5.) . F(«).= U^i) 4- C/(2) . . . + U^n) 

vorhandene DiflFerenz V— F^"> gilt, nach (2,), (3.), die Formel: 

abs (F - F<«)) ^ r (ft»+i + ft"+2 + ff+3 + ... in inf.), 
d. i. die Formel: 
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(6.) ab8(F-F(-0<-i'?^; 

und zwar gilt diese Formel simultan für sämmÜiche Punkte der 
ganzen Fläche @. 

Nach unserer Voraussetzung sind aber U^^\ ü^^\ ü^^\ . . . 
auf © eindeutig und stetig. Gleiches gilt daher von dem Polynom 
F<»J, (5.), und folglich auch von V selber, wie solches mittelst der 
Formel (6.) leicht zu beweisen ist. 

Erläntenmg. — Zufolge (6.) kann man, falls irgend ein Eieinheits- 
grad e gegeben ist, die Zahl n so gross machen, dass simultan für aämmt- 
liche Punkte der Fläche © die Formel stattfindet: 

(«•) abs(F— F^'^^X*. 

Solches ausgeführt gedacht markire man jetzt auf @ einen beliebigen 
Punkt X (einerlei ob innerhalb @ oder am Bande von 8), und beschreibe 
um X, als Centrum, eine kleine Kreislinie. Diese letztere wird, je nach- 
dem Je ein gewöhnlicher Punkt oder ein Windungspunkt ist, entweder 
eine gewöhnliche Kreislinie oder aber eine solche sein, die erat nach 
mehreren Umläufen in sich zurückkehrt. 

Da nun das Polynom V^^^ auf © überall eindeutig und stetig ist, 
so kann man sämmtliche Differenzen, welche F^"^ auf © innerhalb dieser 
Kreislinie besitzt, durch Verkleinerung des Kreisradius unter s hinab- 
drücken. Mit andern Worten: Man kann den Radius so' klein machen, 
dass für zwei auf © innerhalb des Kreises in beliebiger Bewegung be- 
griffene Punkte x^ und x^ fortdauernd die Formel stattfindet 

iß) abs(F^/»)- F^^<"))<.. 

Hier aber kann man, zufolge (a.), F^"^ mit F yertauschen, ohne dabei einen 
Fehler von mehr als 2£ hineinzubringen, und erhält also: 

(y.) abs (F,_ - F^X 3*. 

Demgemäss ist F im Punkte x stetig zu nennen, also, weil x auf © be- 
liebig gewählt war, stetig zu nennen in jedwedem Punkte der Fläche ©. 
Q. e. d. 

Die durch (4.) definirte Function V ist also auf @ eindeutig 
(7.) tif^d stetig, mithin z. B. auch integrirhar] wovon weiterhin Gebrauch 
zu machen ist. Wir werden jetzt schliesslich noch nachweisen, dass 
V innerhalb @ harmonisch ist. 

Zu diesem Zweck markiren wir innerhoJb @ einen beliebigen 
Punkt c, bezeichnen das Bereich des Punktes c in seinem ursprüng- 
lichen und natürlichen Zustande respective mit U (c, z) und 8 {y, g), 
und denken uns diese Bereiche in solcher Weise umgrenzt, dass % 
eine Kreisfläche vorstellt, deren Centrum in y liegt. Nach unserer 
Voraussetzung sind die Functionen ü^^\ TJ^^\ U^^\ . . . auf © ein- 

Neumann, Abel'iche Integrale. 2. Anfl. 28 
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deutig und stetig^ und innerhalb @ harmonisch. Folglich sind die- 
selben auf der innerhalb @ liegenden Fläche U^ mithin auch auf Sl 
ebenfalls mit diesen drei Eigenschaften behaftet. Gleiches gilt 
daher z. B. auch von F^*^, (5.). Demgemäss wird der Werth von 
F^*) in jedwedem innerhalb Ä liegendem Punkte j darstellbar sein 
durch die Formel (22 a.) pg. 410: 

(8.) ''-'■' -J/J^-rJ".'-"«. 

die Integration hinerstreckt gedacht über alle Randelemente da der 
Kreisfläche ?(. Dabei bezeichnet F«^") den Werth von F^"> im Ele- 
mente da, femer E den Abstand des Punktes j vom Element da, 
ferner d' den Winkel, unter welchem E gegen die auf da errichtete 
innere Normale geneigt ist, endlich 12 den Radius von 9. Die 
Formel (8.) gilt, wie schon gesagt, für alle Punkte j innerhalb 8L 
Sie gilt also für alle Punkte j in ganzer Erstreckung von 3[q, falls 
man unter $(q eine mit % concentrische Kreisfläche versteht, deren 
Radius 22^ < B ist. 

Fraglich aber ist, ob die Formel auf Sl^, noch gültig bleibt, 
wenn man in ihr F^") durch F ersetzt. Bezeichnet man vorläufig 
den durch diese Substitution entstehenden Fehler mit A, schreibt 
man also: 

(9.) ^+r,-i/J^-*-i]F.<i., 

so ergiebt sich aus (8.) und (9.) durch Subtraction: 
(10.) A + (F, - F/-)) = i /^ p«^^ - Jg] (F« - F„C)) da. 

Denkt man sich diese Formel (10.) der Reihe nach für irgend welche 
Zahlen n < »' < n" < . . . hingeschrieben, so wird dabei das A stets 
denselben Werth behalten. Denn A repräsentirt die durch (9.) de- 
finirte feste^ von n unabMngige Grösse. Und dieses feste A muss 
also, zufolge (10.), weil Vj — V/"*^ und F« — F«^") bei wachsendem 
n gegen convergiren, nothwendig = sein. 

Genaneres. -— In den Formeln (8.), (9.), (10.) repräsentirt j irgend 
einen auf % (Radius E^) gelegenen Punkt; während die dortigen Inte- 
grationen über den Rand von ^ selber (Radius R) fortlaufen. Demgemäss 
ist also das dortige E^_ B — B^, mithin 

("^^ E^B^B,' 

und folglich: 
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Mit Bücksicht hierauf, sowie mit Rücksicht auf die ia (6.) gefundene 
Formel: 

(y.) »b« (^ - ^^"') < T~l 

folgt nun aus (10.) sofort: 

Da nun (i ein positiver achter Bruch, mithin die rechte Seite dieser Formel 
durch Vergrössernng von n imter jeden beliebigen Kleinheitsgrad s hinab- 
drückbar ist, so muss die feste (von n uoabhängige) Grösse abs A kleiner 
sein als jedwedes noch so kleine «. Folglich ist sie => 0. Q. e. d. 

Da nan A = ist^ so gebt die Formel (9.) über in: 

Hieraus aber folgt^ falls man die Coordinaten des auf 91q liegenden 
Punktes j mit 5? ^ bezeichnet, sofort, dass Vj auf %^ den Formeln 
entspricht: 

(12.) ^, ä? stetig, .^ + -^-^/ = o, 

dass also Vj auf ^q, mithin auch auf Uq harmonisch zu nennen ist. 

Dabei bezeichnet Uq den mit Äq correspondirenden Theil von U, 

also ein kleines den Punkt c umgebendes Flächenstück, oder (kürzer 

ausgedrückt) das Bereich von c. 

Die Function V ist also harmonisch im Bereich eines jedweden 

innerhalb © gelegenen Punktes c. Mit andern Worten: Sie ist 

innerhalb @ überall harmonisch. Alles zusammengefasst, gelangt man 

daher zu folgendem Resultat: 

Convergenztheorem. — Es sei ® ein beliebiger Theil einer 

Biemann'schen Kugdfläche. Und es mögen unendlich, viele Functionen 
(13.) Cr(-) = f/(«) (a;, y), n= 1,2,3,... cx>, 

gegeben sein, die auf @ eindeutig und stetig, und innerhalb © har- 

monisch sind. Ueberdies sei bekannt, dass die Randwerthe Ua^*'^ dieser 

Functionen ?7^*> der Formel entsprechen: 
(14.) abs W») ^ r^t», 

wo r, fi zwei gegebene positive Constanten vorstellen, von denen die 

letztere < 1 ist. 

Setzt man alsdann 
(15.) F= m^^ + U^^) + E/W + ... in inf., 

28* 
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SO wird dieses V nickt nur für jedweden Punkt der Fläche ® con- 
vergent, d. i. von bestimmtem endlichen Werthe sein, sondern zu- 
gleich eine Function vorstellen, die auf @ eindeutig und stetig, und 
innerhalb @ harmoniscJh ist. 
Setzt man femer 
(16.) Tr=lim,=,« m-\ 

so unrd dieses W für jedweden Punkt der Fläche © verschwinden; 
[wie solches aus den Formeln (2.), (3.) unmittelbar folgt]. 

§2. 

Darlegung einer disjunctiven Methode zur Bildung der 
Fundamentalfnnctionen. 

Wird irgendwo aus dem Innern einer gegebenen Fläche ein 
kreisförmiges Stück herausgenommen, so entsteht eine neue Fläche, 
deren Bandcurvenanzahl um 1 grösser ist, als die der ursprüng- 
lichen Fläche. Ich werde nun zeigen, dass man in vielen (noch 
näher anzugebenden) Fällen die Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 
für diese neue Fläche zu lösen vermag, falls man nur im Besitz 
irgend einer Methode ist zur Lösung derselben für die ursprünglidte 
Fläche. 

Es sei gegeben ein von beliebig vielen Randcurven a^, a^, 
aj, . . . ttk begrenzter Theil der einblättrigen Eugelfläche, derselbe sei 
dementsprechend bezeichnet mit 

(1.) ©a^ajo, ...aj^ odcr kürzcr mit ©«. 

Aus dem Innern dieser Fläche (1.) sei ein kreisförmiges Stück, d. i. 
eine Calotte herausgenommen, und das alsdann noch übrig bleibende 
Flächenstück mit 
(2.) ®a,a,a,...af,ß odcr kürzer mit ©„^ 

bezeichnet. Dabei soll ß den Rand jener herausgenommenen (dis- 
jungirten) Calotte vorstellen; so dass also die Fläche (2.) im Ganzen 
(A -f- 1) Randcurven: a^, o,, cc^y • . • olh, ß besitzt, von denen die letzte 
(3.) ein Kreis ist. Es sei nun, wie wir express voraussetzen, irgend 
eine Methode bekannt zur Lösung der FundamenUdaufgabe (20.) 
pg. 396 für die ursprünglich gegebene Fläche ©« (!.)• ^ soö 
untersucht werden, cb man alsdann diese Aufgabe vielleicht auch für 
die neue Fläche ©«^^ (2.) zu lösen vermag. Es soll cdso eine Fun- 
damentalfunction der neuen Fläche ©«^ zu construiren versucht werden, 
welche am Bande derselben d. i. in den Curven a^, a^, . . . aj^, ß bdie- 
big vorgeschriebene stetige Werthe Z besitzt. 
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Bemerkung. — Als HiUfsmütel bei dieser Untersuchung werden uns 
diejenigen beiden Calotten 

(4.) e/ und ©^ 

dienen, in welche die ganze unversehrte Engelfläche durch den Kreis ß 
zerföllt Die [in beistehender Figur*) schraffirte] Calotte &^^ soll jene ab- 




getrennte (di^ungirte) Calotte vorstellen; während andererseits @^die sup- 
plementäre Calotte, d. h. die ganze volle Engelfläche, mit alleiniger Aus- 
• nähme von @^*^, repräsentirt. 

Demgemäss steht ^„s ^ gleichartiger Beziehung zu ©^ wie zu ©^. 
Denn @^^ ist offenbar ein Theil von 6„, ebenso aber andererseits auch 
ein Tlieil von ©o. 

Die Pundamentalfunctionen der Flächen ©« und ©^, welche 
respective ü und V heissen mögen, sind ohne Weiteres canstruirhar, 
die ersteren zufolge unserer Voraussetzung (3.), die letztern zufolge 
des Satzes pg. 430. Von den vorgeschriebenen Z's ausgehend, kann 
man daher der Reihe nach folgende Functionen 9, <p\ <p'\ 9'", . . 
construiren: 

(5.) 9" = f/^«» 9>'^ y'" = 7ft 9", 

etc. etc. 

gleichzeitig werde gesetzt: 

(6.) Z = (9 - 9') + (9" - 9'") • • . + (9^*'' - 9<'-+^0 + . . . in inf. 
Es bezeichnet hier z. B. 9 diejenige Fundamentalfunction U der 
Flache ©«, welche am Rande von ©„ d. i. in den Curven cc die 
vorgeschriebenen Werthe Z besitzt. Sodann bezeichnet <p' diejenige 
Fundamentalfunction V der Fläche @^, welche am Rande von ©^ 
d. i. auf der Kreislinie ß identisch mit dem (schon construirten) <p 

*) Die Zahl h ist in dieser Figur = 4 genommen. 

Digitized by VriOOQlC 



438 Achtzehntes Capitel. 

ist. Sodann bezeichnet femer 9" diejenige Fundamentalfunction U 
der Fläche @a; welche in den Curyen a identisch mit dem (schon 
construirten) tp ist U. s. w. U. s. w. Die geraden 9's sind also 
Fundamentalfanctionen von ©a, andererseits die ungeraden 9's Fun- 
damentalfunctionen Yon @^. Hieraus aber folgt, dass sämmtliche 
(7.) <p's, die geraden wie die ungeraden, Fundamentälfunctiofien der Fläche 
®aß vorstellen; denn ©«^ ist [vgl. die vorhergehende Bemerkung] 
ein Theil von ©«, und ebenso auch ein Theil von @^. 

Das in (6.) eingeführte % ist vorläufig noch bedeutungslos] denn 
es ist vorläufig noch unbekannt, ob die daselbst für % gegebene 
Reihe convergirt oder divergirt. Um näher hierauf einzugehen, sind 
zuvörderst gewisse Eigenschaften der 97's darzulegen. Aus (5.) folgt: 



(8.) 

(P-) 
(q.) 



9« = ^a, 


9/ = 9(^7 


<Pa' =9>a', 


0^ "' ^ " 


etc. 


9/ =9/*^, 
etc. 


Ferner folgt aus der ersten Zeile 


von (5.): 


^^«ü-/-^ 


<p,'=F«<^'^; 


hieraus aber folgt weiter: 




rMinI„<g?;,<MaxI„, 


Min ipß ^ <pa < Max 9^, 



(r.) 



und zwar ergeben sich die Formeln links mittelst des Satzes (L), 
(Ib.) pg. 398, die Formeln rechts mittelst des Satzes (NL) pg. 430. 
Dabei bezeichnet x eine positive Constante^ die < 1 ist, die Sir 
tuationsconstante des Curvensystemes a in Bezug auf die Calotte 
©^. Aus den vier Formeln (q.) folgt nun weiter durch Elimination 
von q>^i respective D^^: 

Min Za ^ g>a ^ Max Z«, 
D<pa<{DZa)x. 
Ebenso wie diese Formeln (r.) aus der ersten Zeile von (5.) 
sich ergeben haben^ ebenso werden entsprechende Formeln ans den 
folgenden Zeilen von (5.) resultiren; so dass man^ Alles zusammen- 
gefasst, folgende Tabelle erhält: 



(9.) 



Min Za < g>a 


_< Max la, 


D(pa 


<(DZa)x, 


Mm <Pa ^ <Pa 


< Max q>a\ 


D^r 


<(i)Ox<(DZ«)x«, 


Min (pa" < 9o^' 


< Max <pa'\ 


Bip.^ 


^(i><")«<(2>2:„)x», 


etc. 






etc. 
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Aus diesen Formeln (9.) folgt sofort: 
(10.) lim«=,„(p,<«»+i) = a, 

wo a eine bestimmte, und zwar der Formel 
(10a.) Min I« < a < Max I„ 

entsprechende Constante yorstellt 



(A.) 



(B.) 



(C.) 



Erläntenmg. — Will man die in (9.) 
genannten Minimal- und Maximalwerthe 
auf einer gegebenen geraden Linie, etwa 
auf der vertikalen ^-Axe eines recht- 
winkligen Coordinatensystems 3E, ^ cUs 
Abseissen auftragen, so hat man zuvör- 
derst auf dieser J)-Axe zwei Punkte p 
und q zu markiren, der Art, dass die 
Abscissen (op) und (oq) respective die 
Werthe von Min Z^ und Max Z^ vor- 
stellen. Da nun nach der ersten Formel 
(9.) zwischen Min Z^ und Max Z^ sämnU- 
liehe Werthe von (pj also z. B. auch 
Min tpg' und Max q)J gelegen sind, so 
werden Min tp^* und Max tp^' durch zwei 
Punkte pi und q^ dargestellt sein, die 
beide zwischen p und q liegen. In ana- 
loger Weise folgt aus der zweiten Formel 
(9.), dass Min tpj" und Max tpj" durch 
zwei Punkte p^ und 9, dargestellt sind, 
die beide zwischen p^ und q^ liegen. In 
solcher Weise ergiebt sich eine von p aus 
aufsteigende Punktreihe : 

Pi PiiPsjPbt ' ' 'P2n-\-l ' • ■ 

und andererseits ein von q aus absteigende 
Reihe: 



?) 



g--(MaxZ„) 



3i ■ - (Max fpj) 
«8 - - (Max qp„'") 



P, ■ - (Min 9„"') 



p, - - (Min q>„') 
l>..(MiuZ„) 



ff» 3ii ffa» ffö» • • • ffgÄ+i • • • 
Zufolge der Formeln (9.) rechter Hand ist aber 
2>,,„(»»+i) < (DZ„)»-+\ 
oder ausführlicher geschrieben: 

Max 9/" + *^ - Min 9^*"+^^ < (Max Z„ - Min ZJ x*+S* 
oder, in die geometrische Vorstelluogs weise übersetzt: 

. iP2n+l ff«n+l) < (1>3) «'*■*''. 

wo die eingeklammerten Grössen die gegenseitigen Abstände der betreffen- 
den Punkte vorstellen. Und diese Formel (C), in welcher x einen positiven 
ächten Bruch vorstellt, zeigt, dass jene beiden Panktreihen (A.) und (B.) 
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sich gegenseitig ins Unendliche nahem. In der That wird man, zufolge 
(C), die Zahl n so gross machen können, dass der Abstand (P2n4-i 92»+i) 
kleiner wird als jedwedes noch so kleine £. 

Beachtet man dies, und beachtet man ferner, dass die eine Reihe 
beständig aufsteigt, die andere beständig ansteigt, so erkennt man sofort, 
dass beide Reihen von verschiedenen Seiten her gegen einen gemeinschaft- 
lichen und völlig bestimmten Grenzpunkt convergiren, welcher g heissen mag. 

Solches constatirt, ist also 

(D.) lim,^^ Min(p/» + ^) = (oi7), 

und ebenso auch: 
(E ) liin,_„ Max <p„<*"+" - (og), 

WO {og) die Abscisse jenes Grenzpunktes g vorstellt. Aus diesen beiden 
Formeln (D.), (E.) folgt aber sofort, dass sämmtliche Werthe der Function 
^'a*'*^^^ bei wachsendem n, gegen {og) convergiren. Es ergiebt eich 
also die Formel: 

(F.) lim,= ,Va^*»+'>=(op). 

Hiermit sind, falls man {og) =» a setzt, die Formeln (10.), (10a.) bewiesen. 

Um zum Ziele zu gelangen, sind nun schliesslich an die For- 
meln (9.) noch einige einfache Bemerkungen anzuknüpfen. Nach 
der zweiten Zeile von (9.) ist: 

Min (fa <C 9«'" < Max tpd. 
Selbstverständlich ist aber auch: 

Min (fa < (pd < Max tpa\ 
Aus diesen beiden Formeln zusammengenommen folgt sofort, dass 

die Differenz 

/ fff 

<Pa — <Pa 

ihrem absoluten Betrage nach stets ^ (Max (pd — Min g>d) d. i. 
stets < D(pa' ist. So ergiebt sich also die Formel: 

abs (y«' — 9a'") ^ I>9a, 
und in analoger Weise die allgemeinere Formel: 

abs (9„(2»-i) - 9„(s»«+i)) < D<pJ^^-^\ 
oder mit Rücksicht auf (9.): 

abs (<pa(2»-i) — <p„<«»+i)) < (DZa) x\ 
Nach (8.) ist aber q)^^'^^^ = 9a^*">. Somit folgt: 
(11.) abs (jpd^*) -' 9a<^»+^0 < (DI«) X». 

Andererseits ist nach (8.): (p^^^^^*^ == 9/*"'^*\ folglich: 
(12.) abs (<p/3«) - <p/»+^)) = 0, mithin z. B. £ (DZ«) x\ 
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Solches constatirt ist jetzt das allgemeine Convergmzikeorem 
(pg. 435) unmittelbar anwendbar auf die zu untersuchende Reihe : 

(13.) ;g = (<p _ ,,') + (<p" _ tp") :. . + (9(2») — (pC^^+D) + ... in inf. 

Das allgemeine Glied dieser Reihe 

ist nämlich, nach (7.), eine Fundamentalfunction der Fläche ©«/*, 
also auf ®aß eindeutig und stetig; und innerhalb ®a{i harmonisch. 
Ausserdem besitzt dieses allgemeine Glied am Bande von ®aß Werthe, 
die, zufolge (ll.)? (l^O? ^^^ absoluten Betrage nach, durchweg 

< (DI«) X» 
sind, wo DZa und x zwei gegebene positive Constanten vorstellen 
und X < 1 ist Zufolge jenes Convergenztbeorems wird daher % nicht 
nur in jedwedem Punkte der Fläche ©«/? canvergent, sondern zugleich 
auch eine Fundamentalfunction der Fläche ®afi, d. h. eine Function 
sein, die auf @a/9 eindeutig und stetig, und innerhalb ®aß harmo- 
nisch ist Es bleibt noch übrig, die Werthe dieser Function % am 
Bande von @a^ zu untersuchen. 

Man kann die Formel (13.), da ihre Congruenz erwiesen ist, 
auch so schreiben: 

(14.) i = lim [(9 - 9') + (<p" - g>"') . . . + (9,(«-) - 9<»-+i))]. 

Hieraus folgt, was den Rand a, respective den Rand ß betrifil: 
\Z„ =- lim„=. [(9a - W) + « - <Pa") ... + (9a<*"' - 9'«<**+^')], 

also mit Rücksicht auf (8.): 

U,-lta... [0), ^ ' lx,-0. 

Die vofi uns construirte Function % ist also eine Fundamental- 
function der Fläche S«^, die am Bande dieser Fläche die Werthe 
besitzt: 
(15.) aj„ = Ia-a, und Xß = 0. 

Dabei bezeichnet a die durch die Formel (10.) deßnirte Constante, 
also eine Constante, deren Werthj nach (10a.), der Formel entspricht: 
(16.) MinI„^a<:MaxZ«. 

Bemerknng. — Man kann die hier dargelegte ConstractionBmethode 
der Function % z. B. auf den specieUen Fall anwenden, dass die auf a vor- 
geschriebenen Werthe I^ canstant^ etwa sämmtlich »» 1 sind. Bezeichnet 
man die für diesen specieUen Fall sich ergebende Function z mit x\ so 
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« 

wird dieses % ^'^ Fundamentalfundion der Fläche 6„^ sein, welche am 
Bande von ^^^ die Werihe hai: 

Dabei bezeichnet alsdaim a' eine Constante^ die, zufolge (16.), der Formel 

entspricht: l < «' <C i 

(ij.) • ^^ ^ 

also eine Constante, deren Werth nothwendig » 1 ist. Solches constatirt, 

gehen aber die Formeln (£.) über in 
(f.) Za' — 0, und Z^ — 0; 

woraus, mit Büclr sieht anf den Satz (18.) pg. 395^ sofort folgt, dass die 
Function %' auf 6^^ aüenthcUben » ist. 

Will man also eine Fnndamentalfnnction der Fläche B„a haben, 
welche am Rande a einen von verschiedenen constanten Werth, anderer- 
seits am Rande |3 den Werth hat, so wird ein anderes Verfahren ein- 
zuschlagen sein. Und dieses soll zunächst jetzt dargelegt werden. 
Markirt man auf der gegebenen Kugelfläche zwei feste Punkte 
c und Cij so kann die monogene Function 

1 e — c 

' in solcher Weise festgesetzt gedacht werden^ dass sie auf der ganzen 
Kugelfläche eindeutig und stetig ist^ mit Ausnahme der Punkte Cy c, und 
einer von c nach c^ gehenden Linie [ygl. pg. 229^ 230]. Setzt man also: 
;ef — c <» re^^ und 4^ — c, «= ^i^^^'f 

mithin log y^-^ = (log ^) + i (^ — ^i)y 

so wird der reelle Theil dieser Function^ d. i, log — auf der ganzen 

Kugelfläche eindeutig^ stetig und harmonisch sein, mit alleiniger 
Ausnahme der Punkte c und c^ [Satz (7.), pg. 390J. 

Denkt man sich also c und c^ ausserhalb ®afi gelegen, und 
zwar c innerhalb der abgesonderten (disjungirten) Calotte @^^, und 
denkt man sich überdies um c^ (als Centrum) eine unendlich kleine 
Kreisperipherie ß^ beschrieben [vgl. die folgende Figur], und den 
von ß und ft begrenzten Theil der Kugelfläche mit ©^^^ bezeichnet, 
so wird der in Rede stehende reelle Theil 

(17.) Z, = log^ 

auf ©^^, ausnahmslos eindeutig, stetig und harmonisch sein, Aehn- 
liches gilt daher für die Function: 
(18.) F = L-Vfi'K*) 

Es wird nämlich F auf ©^^^ eindeutig und stetig, und innerhalb 

*) Dieses V soll die auf pg. 437 festgesetzte Bedeutung haben. 
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®fiß^ harmonisch sein. Gleichzeitig wird diese Function F am 
Bande von ®ßß^ die Werthe besitzen: 
(x.) Fß = 0, Fß, durchweg > 0. 

Denn F ist (ebenso wie L) im Punkte c^ positiv unendlich, folglich 
auf der um c^ beschriebenen kleinen Kreisperipherie /J^ von äusserst 
grossem, und zwar positivem Werth. 

Aus diesen Eigenschaften der Function F folgt nach bekann- 
tem Satz [(17.) pg. 395]; dass dieselbe auf deft innerhalb ®ßß^ be- 
findlichem Curvensystem a (d. i. a^, o^, . . . an) durchweg > ist*); 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

(y.) • Fa durchweg > 0. 

Die hier von uns construirte Function F ist, wie aus den an- 
gegebenen Eigenschaften folgt, eine Fundamentalfunction der Fläche 
®^/?i> fi^ithin (weil ©a/j ein Theü von @^^^ ist) auch eine Funda- 
mentalfunction der Fläche ©«^. Und zwar besitzt sie am Bande 
von @a/f [zufolge (x.), (y.)] WerÜie, die den Formeln entsprechen: 

(19.) Fa durchweg > 0, und F^ = 0. 

Denkt man sich jetzt, auf Grund der ßandwerthe Fa, Functionen 
0, 0', 0", ... X genau in derselben Weise gebildet, wie früher, 
auf Grund der Randwerthe !„, die Functionen 9, <p', <p", - * - % 
construirt wurden, so wird das so resultirende X eine neue Fun- 
damentalfunction der Fläche ©«^ sein, mit den Randwerthen: 
X„ = JP„-^, und X^ = 0, [vgl. (15.)], 
*) In der Figur ist die Zahl h wieder <» 4 gesetzt. 
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wo A eine der Formel 

Min -F« < ^ < Max F„, [vgl. (16.)], 

entsprechende Constante vorstellt. Aus dieser letzten Formel folgt 
mit Rücksicht auf (19.) sofort, dass Ä> (niemals = 0) ist, 

Subtrahiren wir nun die Function X von F, so erhalten wir 
eine Fundatnentalfunction F — X der Fläche @a^, mit den Band- 
werthen: 
(20.) Fa-Xa = Ä>0, und J> — X^ = 0. 

Addiren wir jetzt endlich die mit -^ multiplicirte Function jF — X 

hinzu zu der früheren Function % (15.), so erhalten wir eine neue 
Fundamentalfundion der Fläche @„^: 

(21.) ^=X + ~AF-X) 





V = 


-X + 2(F 


mit den Handwerken 


; 






¥„-= 


'- Z«, und ^ 



(22.) ¥„ = !«, und ¥^==0. 

Hiemit ab^r sind wir, was die Beantwortung der ursprünglich 
vorgelegten Frage (3.) betrifft, zu folgendem Satz gelangt: 

Sind am Bande a der Fläche ©«^ irgend welche (stetigen) Werthe 
Z« in beliebiger Weise vorgeschrieben, so lässt sich, falls die in (3.) 
genannte Voraussetzung erfüllt gedacht tvird, stets eine Fundamental- 

(23.) function Y der Fläche ©«^ construiren, welche an jenem Bande a die 
daselbst vorgeschriebenen Werthe Za besitzt, andererseits aber am Bande 
ß durchweg = ist. 

In ganz analoger Weise wird sich nun offenbar eine zweite 
Fundamentalfunction V der Flache ®afi construiren lassen, welche 
umgekehrt am Rande a durchweg «» ist, andererseits aber am 
Rande ß beliebig vorgeschriebene (stetige) Werthe Z^ besitzt 
Demgemäss wird alsdann 

(24.) Q = Y + Y' 

eine Fundamentalfunction der Fläche ®aß sein, mit den Randwerthen: 

(25.) Qa = Za, und Q^ = Z^, 

so dass man also zu folgendem Resultat gelangt: 

Resultat. — Es sei @ irgend ein von beliebig vielen Curven be- 
grenzter Theil der gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche, Irgendwo 
im Innern von © werde eine Calotte aus der Fläche © herausgenommen, 

(26.) und die so entstehende neue Fläche mit % bezeichnet. Alsdann wird 
man, falls irgend welche Methode zur Lösung der Fundamentaiaufgabe 
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(20.) pg. 396 für die ursprüngliche Fläche © bekannt ist, diese 
Fundamentalaufgabe stets auch für die neue Fläche % zu lösen im 
Stande sein. Dabei sind @ und % respective substituirt an Stelle 
der bisherigen umstandlieheren Bezeichnungen @a und @a/9« 

Jene Fundamentalaufgabe ist nun aber [Satz pg. 430] los- 
bar für jedwede Calotte der Kugelfläche. Durch successive Anwen- 
dung des soeben gefundenen Satzes (26.) ergiebt sich daher^ dass 
sie auch lösbar ist für einen von 2 oder 3 u. s. w. Kreisen be- 
grenzten Theil der Kagelfläche. Also der 

Satz. — Die Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 ist lösbar ßr 
(27.) einen von beliebig vielen Kreisen begrenzten Theil der einblättrigen 
Kugel fläclie. 

Mit andern Worten: Für jeden solchen Theil sind die Funda- 
mentalfunctionen construirbar für beliebig vorgeschriebene (stetige) JRand- 
werthe. 

Es sei jetzt eine m- blättrige Normalzone mit den Randcurven 
a und ß gegeben [vgl. die Definition pg. 426]. Construirt man 
diejenigen beiden Tangentialkegel der Kugelfläche ; deren Contact- 
curven respective mit a und ß zusammenfallen, und bezeichnet man 
mit c und c diejenigen beiden Punkte, in denen die Kugelfläche 
von einer durch die Spitzen der beiden Kegel gelegten geraden 
Linie geschnitten wird, so kann offenbar jene Normalzone mittelst 
der Substitution: 

umgewandelt werden in eine in der g- Ebene liegende, von zwei 
concentrischen Kreisen begrenzte einblättrige Fläche [vgl. die Betrach- 
tungen pg. 428, 429]. 

Denkt man sich nun am Rande der Normalzone d. i. längs a 
und ß irgend welche (längs « und ß stetige) Werthe Z vorgeschrie- 
ben, so wird die diesen Z's entsprechende Fuudamentalfunction f" 
der Zone ein und dieselbe sein, einerlei ob man die* Zone in ihrem 
ursprünglichen Zustande verharren, oder ob man sie, mittelst der 
angegebenen Substitution, ia jenen einfacheren einblättrigen Zustand 
übergehen lässt. Für den letztem Zustand ist aber die Fundamen- 
talfunction U wirUich construirbar zufolge des Satzes (27.). Gleiches 
gilt daher auch für den erstem. Man gelangt somit zu folgen- 
dem Satz. 
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Satz über die Normalzone. — Sind an den Bändern a und ß 
einer Normalzone [vgl. die Definition pg. 426] irgend welche^längs 
a und ß stetige Werthe Z vorgeschrieben , so wird die diesen H's gur 
(28.) gehörige Fundamentalfunction der Zone stets construirbar sein. 

Mit andern Worten: Es wird stets eine Function construirbar 
sein, welche auf der Zone eindeutig und stetig, innerhalb derselben 
harmonisch, und am Rande derselben identisch mit jenen Z's ist. 

§3. 

Adjunctive oder combinatorisohe Methoden zur Bildung der 

Fundamentalfunetionen. 

Man kann zwei gegebene Flächen Sl und S3 so aufeinander legen, 
dass theilweise Deckung stattfindet. Man kann sodann die sich 
deckenden Flächentheile mit einander verschmelzen lassen^ und hier- 
durch jene Flächen Ä und 95 in eine einzige Fläche verwandeln. 
Diese letztere Fläche mag die aus 21 und S5 combinirte Fläche ge- 
nannt, und mit {% 95) bezeichnet werden. Ich werde nun im Fol- 
genden zeigen, dass in vielen (noch näher anzugebenden) Fällen die 
Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 für die combinirte Fläche (% 83) 
stets lösbar ist, falls man nur in Besitz irgend welcher Methode 
ist zur Lösung derselben für die einzelnen Flächen % und 93. 

Zwei Kreisflächen 31 und 95 können der Art zur theilweisen 
Deckung gebracht werden, dass ihre Randcurven einander schneiden. 
Alsdann repräsentirt das Deckungsgebiet einen Abschnitt (Segment) von 
81, und ebenso auch einen Abschnitt der Fläche 93. Analoges ist 
zu bemerken über zwei Calotten 21 uud 93, vorausgesetzt, dass sie 
von einerlei Krümmung, dass sie also Theile von Kugelflächen sind, 
die denselben Radius besitzen. Die aus den beiden Kreisflächen re- 
spective aus den beiden Calotten combinirte Fläche (%, 93) wird 
alsdann offenbar eine einzige in sich zurücklaufende Randcurve be- 
sitzen, die zusammengesetzt ist aus einem Theil des Randes von St 
und aus einem Theil des Randes von 93. — Andererseits aber kann 
man zwei solche Calotten 21 und 93, falls die Summe ihrer sphä- 
rischen Radien' > 180'^ ist, auch der Art zur theilweisen Deckung 
bringen, dass ihre Randcurven einander nicht schneiden. Alsdann 
repräsentirt das Deckungsgebiet einen Gürtel (Zone) von 21, und 
ebenso auch einen Gürtel der Fläche 95. und gleichzeitig wird 
alsdann die combinirte Fläche (21, 95) nichts Anderes sein, als die 
ganze volle Eugelfläche. — Diesen Beispielen entsprechend sind 
also zwei Fälle zu unterscheiden: 



Digitized by 



Google 



Beweis der Biemann' acheu Ezistenztheoreme. 447 

Erster Fall: Die Verschmelzung zweier Flächen % und S5 
(A.) findet in solcher Weise statt, dass das Yerschmelz\tngsgehiet durch irgend 
tveldie Abschnitte der Fläche 9, und d)€nso audh durch irgend welche 
Abschnitte*) der Flädie S3 dargestellt ist. Alsdann mag die Ver- 
schmelzung selber eine ab schnitt förmige heissen. 

Bei Behandlung dieses Falles werde ich stets yoraussetzen^ dass 
(A die Randcurven von % mit denen von S3 nirgends in Berührang 
sind; dass vielmehr diese Curven in jedem Punkte^ den sie mit ein- 
ander gemein haben ^ einander schneiden; so dass also in jedem 
solchen Punkte die von den Curven gebildeten Winkel von ver- 
schieden sind. 

Zweiter Fall: Die Verschmelzung zweier Flächen S( und 93 fmdet 
in solcJier Weise statt, dass das Versct^melzungsgebiet einen Gürtel 
(B.) der FUidie 81, und ebenso auch einen Gürtel der Fläche 83 repräsen- 
tirt. Alsdann mag die Verschmelzung selber eine gürtelförmige ge- 
nannt werden. 

§4. 

Erste combinatorlBche Methode, (abschnittfönnige 

Versehmelzxmg). 

Es sei % irgend ein Theil der gewöhnlichen einblättrigen Kugel- 
fläche, doch mag (der Einfachheit willen) diese Fläche % nur eine 
Randcurve besitzen. Mit dieser Fläche % mag irgend eine einblättrige 
Ccdottc 93 abschnittformig verschmolzen, und die so entstehende neue 
Fläche mit (Ä, 95) bezeichnet sein. Es sei nun, wie wir express 
voraussetzen, irgend eine Metliode bekannt zur Lösung der Funda- 
(1.) mentalaufgabe (20.) pg. 396 ßr die ursprünglich gegebene Fläche % 
Es soll untersucht werden, ob man alsdann diese Aufgabe vielleicht 
auch für die combinirte Fläcfie (91, 93) zu lösen im Stande ist. Es 
soll also eine Fundamentalfunction der neuen Fläche {%, ^) zu con- 
struiren versucht werden, die am Rande dieser Fläclie beliebig vor- 
geschriebene stetige Werthe Z besitzt. 

Die Theile, in welche die Randcurven von % und 93 einander 
gegenseitig zerschneiden, mögen a, ß, y, d heissen, der Art, dass 
die Randsegmente der Fläche 91 mit a, y, die der Fläche 93 mit 
/3, 8, endlich die Randsegmente des Verschmelzungsgebietes mit 
a, /3 benannt werden; wie solches deutlicher angegeben ist in den 
folgenden Zeichnungen: 

*) Die Anzahl dieser Abschnitte ist z. B. =- 1 in der Figur pg. 448 Unket 
Hand. Hingegen ist dieselbe = 2 in der Figur rechter Hand. 
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(2.) 



(3.) 





Diese Figuren, in denen die Verschmelzungsgebiete durch Schraffi- 
rung hervorgehoben sind, beziehen sich auf den Fall, dass die 
ßandcurven von % und S3 einander 2 mal oder 4 mal schneiden*). 
Analoge Figuren kann man sich leicht vorstellen für den Fall einer 
6 maligen, 8 maligen u. s. w. Durchschneidung. Den Randsegmenten 
«, ß, y, d entsprechend kann man die Flächen 31, S3 und (Sl, 99) 
folgendermassen benennen : 

« = ©„„ 85 = ©^,,, (Sl,S3) = @,tf, 

während gleichzeitig das [in der Figur schraffirte und im Allge- 
meinen aus mehreren Stucken bestehende] Verschmelzungsgebiet 
mit ®a(i zu bezeichnen ist. 

Die vorgeschriä>enm J!% befinden sich am Rande der combinirten 
Fläche (Ä, 85) = ©yj, d. i. in den Curven y, d; so dass also z. B. 
die Curven a, ß von diesen Z's völlig frei sind. Wir wollen nun 
aber diese Curven a, ß ebenfaUs mit solchen Werthen versehen, 
dieselben ganz willkürlich wählen, und ebenfalls mit Z bezeichnen. 
Nur mag dabei dafür Sorge getragen werden, dass diese den Curven 
ccj ß zuertheilten auxüiären Z's in stetigem Zusammenhang sind so- 
wohl untereinander wie auch mit jenen vorgesdiriebenen Z's der 
Curven y, d; so dass also Z z. B. eindeutig ist in jedem der Schnitt- 
punkte g [vgl. (2.)]. 

Die Fundamentalfunctionen ?7und V der Flächen ^^^^ay und 



*) Die beiden Schnittpunkte sind in der Figur linker Hand mit g bezeich- 
net. Desgleichen mögen die vier Schnittpunkte in der Figur redits ebenfalls 
mit ^ bezeichnet gedacht werden. 
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85 =s ©^j sind ohue Weiteres construirbar [die einen auf Grund der 
Voraussetzung (1.)^ die andern zufolge des Satzes pg. 430]. Dem- 
gemäss kann man also der Reihe nach folgende Functionen (p, ilf, 
ip, ^', 9", tlf'\ . . . construiren: 



(4.) 



etc. 
Zugleich werde gesetzt: 



(6.) 



etc. 



(5.) 



= 9 — *, 
©' = 9' — V'', 

etc. 

Bemerkung. — Hier ist z. B. unter TT"* ^""^ diejenige Fnndamental- 
Function der Fläche 3L zu verstehen, welche auf a die Werthe '^ — 9> be- 
sitzt, andererseits aber auf 7 überall «» ist. Demgemäss könnte der 
Einwand gemacht werden, dass dies keine eigentliche Fundamentalfanction 
sei, da bei einer solchen die vorgeschriebenen Randwerthe immer stetig 
sein mÜBsten; was hier nicht der Fall sei. 

Dieser Einwand verschwindet offenbar, sobald wir zeigen können^ 
dass fff — 9 in den zwischen a und y vorhandenen Grenzpunkten g ver- 
schwindet. — Nun ist nach der ersten Zeile der Formeln (4.): y = I , 
ebenso -^ — Z , mithin 1^ — 9^ = 0. Q. e, d. 

Aus den Formeln (4.) ergeben sich ohne Mühe folgende Rela- 
tionen: 



9a 



= Ia 



ff , f 

(pa =^a, 

etc. 



(Py 

(Py 



''ß> 



etc. 



= 1*. 



td 

i>i" 



etc 






(7.) 



(8.) 



^Y7 

<Py = ly, 

9>Y = ^yy 
etc. 
Ferner ergiebt sich aus der zweiten Zeile von (4.): 

9/ = 9/? + Ufl"' ^■"*, ^a' = *a + rj* V-^, 

also, weil nach (6.) 9^ = ^/ und ^a = 9>a' is^, 

9/ - V= ^/*'''^-^, *«' — 9>a= F/'V-^, 

also, mit Bücksicht auf (5.) 

«/ ü>«' ", «/ = — F/' -. 

Hieraus aber folgt mit Bücksicht auf die Sätze (Ic.) pg. 399 und 
(NIL) pg. 431: 

Max abs oi/ < Max abs ooa, Max abs ma < (Max abs Oß) X] 



Neumann, Aberiche lutegrale. 2 Aufl. 
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dabei bezeichnet X eine positive Canstante, die < 1 ist, die Situa- 
tionsconstante des CurveDsystems a in Bezug auf die Calotte 93 «» @^j. 
Ebenso wie die Relationen (8.) aus der 0ioeiten Zeile (4.) ent- 
standen sind, ebenso ergeben sich analoge Relationen aus den fol- 
genden Zeilen (4.), so dass man. Alles zusammengenommen, und M 
zur Abkürzung für Max abs gesetzt, zu folgenden f^ormeln gelangt: 

Jtfcö/ < MOa ; MOa ^ {MoJfi ) A, 

(6.) Jlf O/' < M(Oa , Maa' ^ (if Co/ ) A, 

etc. etc. 

Hieraus folgt, indem man die Gleichungen von Neuem hinschrei- 
bend, die grössere der beiden Constanten MiOa, Mm^ mit M be- 
zeichnet, und dabei jede Gleichung mit Rücksicht auf die vorher- 
gehenden umgestaltet: 

Jtf ©/" < MA, Ma^" ^ MA^ 

Ifo^iv < MAS Jtfo.iv < MA^ 

etc. etc. 

mithin allgemein: 

Jtfo/««) <MA*, Jfcja^*«) <MA», 

JJf cd/«^i) < M A«, Jlfa)a^««+i) < M AH-1. 

Diese vier letzten Formeln aber kann man, unter Verstärkung der 
darin enthaltenen Ungleichheiten, einfacher so schreiben: 

oder, ausführlicher dargestellt: 
(9.) Max abs aj^('») ^ M (yX)""', Max abs (»„ ^ < M (yX)""' . 

. Solches constatirt, bilden wir jetzt die Reihe: 

(10.) <D = (p + ((p' - 9) + (9" - 9') • • • + (9^"+'^ — <P^"0 + ... in inf., 
eine Reihe, auf welche das allgemeine Convergenztheorefn [pg. 435] 
unmittelbar anwendbar ist. Das allgemeine Glied der Reihe: 

ist nämlich nach (4.) eine Fundamentalfunction der Fläche H «=» @cry, 
und besitzt am Rande derselben nach (6.) und (5.) die Werthe: 
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woraus mit Rücksicht auf (9.) folgt: 

•|Max abs (ipj-+^^ - g>J*^) £ M (Va)""' , 
\Max abs (y/^+i) — 9/»>) - 0, mithin z. B. ^ M(V^)"~' ; 

dabei bezeichnen M und Y^ zwei gegebene positive Gonstanten^ und 

zwar ist Yk < 1. 

Zufolge des genannten Theorems [pg. 435] wird daher das in 

(10.) angegebene <t> nicht nur für jedweden Punkt der Fläche 3t con- 

vergentj sondern zugleich auch eine Ftmdanientalfunction dieser Fläche 

sein. Jenes <t> aber kaun^ nachdem seine Convergenz constatirt ist^ 

offenbar auch so geschrieben werden: 

= lim„=« [y + (9' - 9) + (9>" - 9') . • • + (9^"^'^ ~ ¥""% 
d. i. <P = lim„=<x. 9^**+^^ oder, was auf dasselbe hinauskommt: 

(IIa.) = lim„==oo 9^"^ 

Hieraus folgt, weil, nach (6.), y^ = q>y = 9/' = . . . = Z^ igt, sofort: 

(IIb.) (Dy = Zy. 

In analoger Weise lassen sich offenbar die Functionen if, if\if'\ ... 
behandeln-, so dass man also zu folgendem Resultat gelangt: Wird 

(12.) = limn=oo y^*»^ wnJ V = lim»«« ^^"^ 

gesetzt, so repräsentirt <t> eine Fundamentalfunction der Fläche Ä, 
andererseits V eine Fundamentalfunction der Fläclie S3. Und^war 
entsprechen diese Functionen den Formeln: 

(13.) % = ^r wwrf Vcr = I<j. 

<t> und V sind daher z. B. auch Fundamentalfunctionen des- 
jenigen Gebietes ©«/?, in welchem % und S3 einander decken. Nun 
ist nach (12.) und mit Rücksicht auf (5.): 

(14.) CD _ V = lim»=« a>(»). 

Die CO, o', cd", . . . (a^^\ . . . aber sind Fundamentalfunctionen des 
Gebietes ®aßj und entsprechen zugleich am Rande von @a/^ den 
Formeln (9.). Nach dem allgemeinen Convergenztheorem [(16.) 
pg. 436] wird daher lim«=oo co^*^ für jedweden Punkt der Fläche ©«^ 
verschunnden. Die beiden Functionen <t>, V sind demgemäss, nach 
(14.), auf der Fläche ©«/? unter einander identisch, und repräsentiren 
also zusammengenommen eine einzige die ganze Fläche (%, S3) oder 
®yS bedeckende Function Q. 
Die in solcher Weise 

fauf Sl durch Q == <t>, 

^ '^ lauf »durch Q = V 

29* 
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definirte Function Q ist eine Fundamentalfunction der Fläche 
(Sl, S3) = ©yj, und am Rande dieser Flache identisch mit den da- 
selbst vorgeschriebenen Z's*, wie solches aus dem Satze (12.), (13.) 
sofort folgt. Demgemäss repräsentirt also die Function Q die Lösung 
der zu Anfang dieses Paragraphs in (1.) gestellten Aufgabe. 

Die Voraussetzung; dass % nur eine Randcurve besitzt, ist nur 
der BequemlicMceit willen eingeftthrt. Man kann dieselbe ohne Wei- 
teres fallen lassen. Ebenso habe ich auch, nur der bequemeren An- 
schauung willen, im gegenwärtigen Paragraph auf einblättrige Flächen 
mich beschränkt. In der That sind alle Betrachtungen und For- 
meln dieses Paragraphs, wie man nachträglich leicht übersieht, ohne 
Weiteres auch anwendbar auf mehrblätkige Flächen; so dass man 
also zu folgendem Resultat gelangt: 

Satz. — Es sei Ä ein von beliebig vielen Bandcurven begrenzter 
Theil einer ein- oder mehrblättrigen Riemann^ sehen Kugelfläche, 

Denkt man sich- nun diese Fläche % mit irgend einer Normcd- 

(16.) calotte 85 abschnittförmig verschmolzen [vgl. die Definition (A.), 

(A'.) pg. 447], so tvird die Fundamentalaufgäbe [pg. 396], falls sie 

fiir die ursprüngliche Fläche ?t lösbar ist, stets auch lösbar sein für 

die durch jene Verschmelzung entstehende neue Fläche (31, 93). 



§5. • 

Zweite oombinatorisohe Methode, (gürtelförmige Versohmehnuig). 

Wir wollen auch hier mit möglichst einfachen, anschaulichen 
Fällen beginnen. Es sei Ä ein von zwei Randcurven a und y be- 
grenzter Theil der einblättrigen Kugelfläche, ferner 95 eine einblätt- 
rige Calotte mit der Randcurve /3. Endlich sei (Ä, 85) diejenige 
neue Fläche, welche aus Sl und 95 durch gürtelförmige Verschmelzung 
[vgl. die Definition (B.) pg. 447] entsteht; wie solches näher ange* 
geben ist in der folgenden Zeichnung: 



(17.) 
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DemgemUss werden die Flächen Ä, 85 und (ä, 85) nach ihren Rand- 
curven folgendermassen zu bezeichnen sein: 

(18.) a = ©<,y, 85 = ©^, (?i,a5) = @y, 

während gleichzeitig das [in der Figur schraffirte] Verschmelzungs- 
gebiet mit @a/9 zu benennen ist. 

Es sei nun, wie wir voraussetzen^ irgend welche Methode be- 
(19.) Jcannt zm Lösung der Fundamentalaufgabe [pg. 396] fiir die ursprüng- 
liche Fläche Ä. Es soll untersucht werden, ob man alsdann diese 
Aufgäbe auch für die neue Fläche (ä, 85) eu lösen im Stande ist. 

Man kann hier Schritt für Schritt dieselben Betrachtungen und 
Formehl wie im vorhergehenden Paragraph von (4.) bis (7.) wieder- 
holen , wobei nur die Formeln mit dem Index 8 gegenwärtig zu 
unterdrucken sind. Auf die Formeln (7.) 

(20.) cd/ = — ü>«' « CDa = — F/> «» 

ist aber gegenwärtig ein anderes Räsonnement anzuwenden, unter Be- 
nutzung der Sätze (IL) pg. 402 und (Ic.) pg. 399. Mittelst dieser 
Sätze erhält man: 
(21.) Max abs a/ < (Max abs ©ä) A, Max abs coa ^ Max abs coß] 

dabei repräsentirt X eine positive Constante, die < 1 ist, die Situa- 
tionsconstante der Curve ß in Bezug auf die Fläche Ä = ©ay. Be- 
handelt man diese Formeln (21.) ähnlich wie vorhin die Formeln 
(8.), so gelangt man zu ähnlichen Resultaten wie damals, nämlich 
zu den mit (9.) übereinstimmenden Formeln: 

(22.) Max abs o/«) ^ M (>^)""S Max abs ««(») ^ M (l^Ä)""' ; 

so dass man hierdurch von Neuem in das Geleise des vorhergehen- 
den Paragraphs hineingelangt. Demgemäss wird auch das Endresul- 
tat dem damaligen analog, nämlich durch folgenden Satz ausge- 
drückt sein: 

Satz. — Es sei % ein von beliebig vielen Randctirven begrenzter 
Theil einer ein- oder mehrblättrigen Biemann^ sehen Kugelfläche. 

Denkt man sich nun diese Fläche Ä mit irgend einer Normal- 
(23.) calotte 85 gürtelförmig verschmolzen [vgl. die Definition (B.) pg. 447], 
60 wird die Fundamentalaufgabe [pg. 396], falls sie für die ursprüng- 
liche Fläche ?l lösbar ist, stets auch lösbar sein für die durch jene 
Verschmelzung entstehende neue Fläche (Ä, 85). 

Bemerknng. — Der Uebergang von (20.) zu (21.) stützt sich auf den 
Satz (IL) pg. 402; für die Anwendbarkeit dieses Satzes ist aber erforder- 
lich, dass die Fläche ^ mindestens zwei Bandcur?en besitzt. Demgemäss 
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scheint also der vorstehende Satz nur dann richtig ku sein, wenn 9 min- 
destens zwei Randcnryen hat 

Trotzdem aber ist dieser Satz (23.), auch ohne eine derartige Re- 
striction, völlig correct. Denn wenn die Fläche SC nur eine Randcnrve hat, 
so wird offenbar die combinirte Fläche (SC, 9) eine geschlossene sein. Die 
Fundamentalfbnctionen einer gescMossenen Fläche sind aber in der That 
construirbar, nämlich dargestellt durch lauter Constanten [vgl. (20 b.) 
. pg. 396]. 

§6. 

Anwendung der Resultate der beiden, vorhergehenden Faragraphe. 

Es sei 9i irgend eine Riemann'sche n-blättrige Eugelfläche mit 
beliebig vielen Windungspunkten und Uebergangslinien. Irgend einer 
dieser Windungspunkte mag c heissen und m- blättrig sein (also 
m < w). Um c werden sich alsdann zwei nach m Umgängen in 
sich zurücklaufende Kreislinien a und ß beschreiben lassen, der Art, 
dass der von a und ß begrenzte Flächentheil eine m-blättrige Nor- 
malzoue ®aß repräsentiri Dabei mag a die äussere und ß die in- 
nere Randcurve dieser Zone vorstellen. Ueberdies mögen die beiden 
Theile, in welche 91 selber durch ß zerlegt wird, mit 9lyj(*^^ und 91^ 
bezeichnet werden, der Art, dass 9l^(*^) den Punkt c enthält. Die 
ganze Fläche 91^^ kann alsdann angesehen werden als eine Erwei- 
terung der Zone Saß über a hi'iiaus. Und zwar kann diese Erwei- 
terung dadurch bewerkstelligt werden, dass man ©«^ successive 
theils mit ein-, theils mit mehrblättrigen Normalcalotten verschmel- 
zen lässt. 

Für die 'Zone @a^ ist aber die Fundamentalaufgabe losbar 
[Satz pg.446]. Lässt man also jene Verschmelzungen in solcher Weise 
stattfinden, dass sie durchweg theils äbschnittförmigej theils ffürtd- 
förmige sind [vgl. die Definitionen (A.), (A'.), (B.) pg. 447], so wer- 
den die Sätze (16.) und (23.) von Augenblick zu Augenblick an- 
wendbar sein; woraus folgt, dass jene Fundamentalaufgabe für die 
durch diese Verschmelzungen schliesslich resultirende Fläche 31^ 
ebenfalls lösbar ist. 

Genau dieselben Betrachtungen sind natürlich auch dann an- 
wendbar, wenn man für c einen gewöhnlichen Punkt nimmt (die Zahl 
m ist alsdann «= 1); so dass man also zu folgendem Satz gelangt: 

Satz. — Die Fundamentalaufgäbe [pg. 396] ist losbar für jeden 

(24.) von einer Kreislinie begrenzten Theil einer Riemann' sehen Kugdfläche; 

wobei es gleichgültig ist, ob diese Kreislinie eine gewöhnliche oder aber 

eine solche ist, die erst nach mehreren Umläufen in sich eurückkehrL 

In analoger Weise ergiebt sich offenbar auch folgender 
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Allgemeinerer Satz. — Jene Fundamentalaufgabe ist lösbar ßr 
einen von beliebig vielen Kreislinien begrenzten Theil einer Uiemann- 
(25.) sehen Kugelfläche, 

Dies ist derselbe Satz, der speciell für die einblättrige Eugel- 
fläche schon früher gefunden wurde, in (27.) pg. 445. 

§ 7. 
. lieber die Constrtürbarkeit reeller Functionen mit 
vorgesobriebenen Unstetigkeiten. 
Auf einer Riemann'sehen n-blättrigen Eugelfläche 9i sei irgend 
eine m-blättrige Normalcalotte ä abgegrenzt (mithin w < n); femer 
sei auf % eine monogene Function von j8f = a; + *y gegeben: 

(1.) r{£)=F*-\-iG*, 

welche innerhalb Sl mit irgend welchen Unstetigkeitsstellenf) behaftet, 
hiervon abgesehen aber auf $1 eindeutig und stetig ist. 

Es ist wohl zu beachten, dass diese FuDction f*(z) lediglich auf 9E 
gegeben sein soll. Ihre sonstigen Werthe sind also als nicht vorhanden, 
respective als unbekannt zu betrachten. F* = F*{x, y) soll den reellen^ 
und iG* = iG*(x^ y) den rein imaginären Theil der Function bezeichnen. 

Der Rand der Calotte % wird dargestellt sein durch eine nach 
m Umläufen in sich zurückkehrende Kreislinie a. Da nun die Un- 
stetigkeitssteilen Yon f*(is) innerhalb^ liegen sollen, so kann inner- 
halb % eine zweite nach m Umgängen in sich zurückkehrende Kreis- 
linie ß construirt werden, in solcher Weise, dass die durch cc und 
ß begrenzte Normalzone ®aß von jenen Unstetigkeitsstellen völlig 
frei ist. 

Solches ausgeführt gedacht, sifui alsdann f*, F*, O* auf ©«/? 
(2.) ßi^deutig, stetig und harmonisch. Markirt man also z. B. innerhalb 
©a/? irgend zwei Punkte Zq und 0^, so wird für die zugehörigen 
Werthe von ff* die Formel gelten: 

''.•-«.•-//^''-+¥^»). 

die Integration erstreckt über eine beliebige von ^q nach 0^ gehende, 
jedoch innerhalb ©«^ bleibende Curve <f, Lässt man die Curve (f 
zwischen den beiden Bändern a und ß weiter und weiter fortlaufen, 
bis sie schliesslich nach m Umgängen in sich zurückkehrt, also 0^ 
in 0Q hineinfällt, so erhält man: 

o-f.{^-' + '-^^>); 

t) Diese Unstetigkeitsstellen können theils Punkte theils Linien sein. 
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wofür man mit Bücksicht auf die bekannten zwischen F* und G* 
stattfindenden Relationen auch schreiben kann: 



(3.) 



o-/.(^^»-^''') 



Dies vorausgeschickt, stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: 
Es soU versucht werden^ eine reelle Function Q = Q (a;, y) zu con- 
struiren, von solcher Beschaffenheit^ dass Q, abgesehen von jenen inner- 
(4.) halb 21 liegenden Unstetigiceitsstellen der Function F*, auf 5R eindeu- 
tig , stetig und harmonisch ist, femer von solcher Beschaffenheit, dass 
die genannten drei Eigenschaften innerhalb ?C der Differenz Q — F* 
anhaften. 

Die Kreislinie a zerschneidet die ganze Fläche 9i in zwei Theile. 
Von diesen beiden Theilen ist derjenige, welcher die Zone ©«^ ent- 
hält, mit % bezeichnet Andererseits aber zerfallt die unversehrte 
Fläche 9i durch die Kreislinie ß ebenfalls in zwei Theile, und von 
diesen mag der die Zone ®aß enthaltende mit S3 bezeichnet sein. 
Die beiden Flächen % und S3 besitzen dann im Gebiete &afi eine 
gürtelförmige Deckung und liefern bei ihrer Verschmelzung die ganze 
Fläche 91; wie solches einigermassen angedeutet ist durch die bei- 
stehende Figur. 

Allerdings kann diese Figur eine 

deutliche Yorstellnng der wirklichen 

Verhältnisse nnr fQr den spedellen Fäll: 

m =» 1 liefern. Denn es ist im Auge 

zu behalten, dass die Gurven u, c, ß 

im Allgemeinen mehrere, nämlich m m:\:v,i W//''''\(3WÄCC 

Umgänge machen, bevor sie in sich 

zurückkehren. 

Die Fundamentalfunctionen ü 
und V der Flächen % und S5 sind 
[zufolge der Sätze pg. 454, 455] ohne 
Weiteres construirbar, für beliebig 

vorgeschriebene Bandwerthe. Hiervon Gebrauch machend, wollen 
wir nun, was die Lösung unserer Aufgabe (4.) betriflft, folgende 
Functionen construiren: 




(5.) q> = F*— U-^'% 

femer folgende: 

etc. 



(6.) 



^ = 0, 

^" = '^' + F/*'V'-V'', 
etc. 
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und überdies setzen: 

etc. 
Aus (5.); (6.) ergiebt sieh sofort: 

9« =0, ^/9 = 0, 

(8.) 9«' = *«, V = ^h 

etc. etc. 

Ferner ergiebt sich ebenso wie früher aus der ersten Zeile (6.): 

9ß = 9>/? + Uß^'^^-v, ta = *a + F/'V~V^, 

also, weil nach (8.) q)^ = i^/ und ^a = 9>a' ist: 

also mit Rücksicht auf (7.): 

(9.) a>/ J7^«' -, CD«' Fa/^'-. 

Soweit ist das eingeschlagene Verfahren ziemlich ähnlich dem 
früheren auf pg. 449. Von hier «6 tritt nun aber im Vergleich mit 
damals eine wesentliche Abweichung ein, die ihren Grund hat in den 
hier vorliegenden schwierigem Verhältnissen. Zuvörderst ergeben 
sich aus (9.) die Formeln: 

(10.) Do/ .< (DcDa) X, Do'a < D^p', 

und zwar ergiebt sich die Formel links mittelst des Satzes (NI.) 
pg. 430, die Formel rechts mittelst des Satzes (Ib.) pg. 399. Dabei 
bezeichnet x eine positive Constante, die < 1 ist, die Situationscon- 
stante der Curve ß in Bezug auf die Normalcalotte Ä. 

Ebenso wie diese Formeln (10.) aus der ersten Zeile (6.) abge- 
leitet sind, ebenso ergeben sich analoge Formeln aus den folgenden 
Zeilen (6.); so dass man im Ganzen folgende Relationen erhält: 
D(Op <, {D(Oa) X, Da/a ^ J9(D^, 

(11.) Do/ < (Do«') X, DmJ'<: Do/, 

etc. etc. 

Diese Formeln nun können genau ebenso behandelt werden, wie 
die Formeln (g.) pg. 450. Man erhält alsdann die mit (iy.) pg. 450 
analogen Formehi: 

(12.) Do/«) < A (l/^)""\ Bma^-^ £ A (l/i)""' ; 
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dabei ist unter A die ffrössere .der beiden Constanien Dma und Dm^ 
zu verstehen. 

Es lässt sich jetzt, wie sogleich erläutert werden soll, nach- 
weisen, dass unter den Werthen, die cd^'*) längs der Kreislinie a be- 
sitzt, mindestens einer vorhanden sein wird, der = ist. Wenn 

(13a.)aber eine Function innerhalb eines gegebenen Spielraums irgendwo 
= ist, so wird offenbar ihr absolut grassier Wertk innerhalb die- 
ses Spielraums stets kleiner sein als ihre Schwankung innerhalb des 
genannten Spielraums, höchstens Ebenso gross. Somit folgt also: 

MaxabsOa(»)<2)cJa^''). 
Femer lässt sich, wie ebenfalls sogleich erläutert werden soll, nckch- 

{\%h?)we%seny dass unter den Werthen, die o^**) längs ß besitzt, mindestens 
einer = ist; woraus alsdann wiederum folgt: 

Max abs o^j^") ^ DfOß^^K 
Aus diesen beiden Formeln folgt aber mit Rücksicht auf (12.): 

(14.) Max abs o^(») < A (]/«)"'' , Max abs ©„(») ^ A (V^)""' . 

Erläuterung zn (18a.) nnd (18b.), — Die Functionen tp^F*, 9'— qp, 
9"— 9', . . . sind nach (6.), (6.) lauter U% d. i. lauter Fundamentalfunc- 
tionen der Fläche %. Desgleichen sind nach (5.), (6.) die Functionen ^, 
ilf' — ilf, ijf" — ip', . . . lauter F's, d. i. lauter Fnndamentalfunctionen der 
Fläche 9. Die einen sind also innerhalb ^, die andern innerhalb fß ein- 
deutig, stetig und harmonisch. Und hieraus ergeben sich sofort [vgl. 
(8.) pg. 391] die Formeln: 

etc. etc. 

wo er die schon früher besprochene, z. B. in der Formel (3.): 

auftretende Curvef) vorstellt Aus den Formeln (A.) erhält man nun 
durch suocessiyes ^ddiren, und mit Rücksicht auf (B.): 



(C.) 



etc. etc. 



t) Auch in der Figur pg. 456 ist diese Curve a angedeutet. 
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Dies vorangeschickt, wollen wir jetzt die die Curve er enthaltende 
tn-blättrige Normalzone @^^ mittelst der Substitution 

z -^ c ^ 
in eine auf der ^- Ebene liegende, von zwei concentritt^^en Kreisen be- 
grenzte, einblättrige Fläche übergehen lassen. Zu diesem Zweck sind die 
Punkte c und c' respective auf 91 und 83 der Art zu wählen, dass sie in 
gerader Linie liegen mit den Spitzen derjenigen beiden Tangentialkegel, 
deren Contactcurven durch a und ß dargestellt sind. 

Gleichzeitig wollen wir die arithmetischen Mittel derjenigen Werthe, 
welche <p, (p\ q>'\ . . . und ^, V'', ^", . . . auf dieser neuen einblättrigen 
Fläche @^^ längs a und ß besitzen, durch ein vorgesetztes 3ft bezeichnen, 
so dass also z. B., zufolge (7.), die Gleichungen stattfinden: 

(D) ^''« "" ^''« "■ ^*«' ^*"i^ ^ ^^/* "" ^"^z^* 

etc. etc. 

ferner zufolge (8.) auch folgende Gleichungen stattfinden: 
(I.) aWy^ = 0, aR^^-0, 



(E.) 



(F.) 



3»<p'„- 3»^„ , (II.) 3»^y^3Ry^, 

(III.) m%r ^ mtp„\ 2»^/ - 2»9>^', 

etc. etc. ; 

wobei die unterstrichenen Formeln mit (L), (IL), (HI), (IV.), etc. bezeich- 
net sind. 

Auf diese arithmetischen Mittel 3fl findet nun der früher bewiesene 
Hülfssatz (6.) pg. 424, weil qp, q>\ qp", . • • «nd -V^, -V^', -0", . . . auf ©^^^ ein- 
deutig und stetig, und innerhalb @^^^ harmonisch sind, unmittelbare An- 
wendung; wobei die Fläche @^^ beständig in ihrer neuen einblättrigen 
Gestalt zu denken ist. Bezeichnet man nämlich die Formeln (C.) respec- 
tive mit (0.), (V.), (4>'.), (M''.), etc., so kann man folgendermassen räson- 
niren: 

Nach (I.) ist 3^9^ «- 0. Hieraus aber und aus der Formel (0.) folgt 
nach jenem Hülfssatz, dass SR 9^ ebenfalls =» ist. Demgemäss ist nach 
(II.) auch Tlip^' » 0. Hieraus aber und aus (Y'.) folgt nach jenem Hülfs- 
satz, dass 3krlfJ ebenfalls => ist. Demgemäss ist nach (III.) auch 
2W(p^/' = 0. Hieraus aber und aus (O.") folgt, dass ^(pJ' ebenfalls = 
ist. Demgemäss ist nach (IV.) auch 3RtffJ" = 0. ü. s. w. U. s. w. 

In solcher Weise findet man, dass in den unterstrichenen Formeln (E.) 
die 3k' a durchweg =' sind. Und in ähnlicher Weise ergiebt sich, dass 
Gleiches auch gilt für die 3R^a der nicht unterstrichenen Formeln. Man 
findet also allgemein: 

3Rqp^(n) «= 0, aR9^(«) = 0, 
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also nach (D.) auch: 
(G.) aRa„(n) — 0, 3Ra>y«)==0. 

Das arithmetische Mittel der längs a vorhandenen Werthe von 
09^**) verschwindet also ; and hieraus folg^ sofort, dass mindestens einer von 
diesen Werthen «» ist U. s. w. Q, e, d. 

Nach Constatirung der Formeln (14.) betrachten wir jetzt die 
(vielleicht divergirende) Reihe: 

(15.) CD = (g,' - (p) + ((p"— y') . . . + (9(»+i) - 9)(«)) + ... in inf. 

Die einzelnen Glieder (y' — y), (9?" — 9'), . . . sind nach (6.) lauter 
U's, also lauter Fundamentalfunctionen der Fläche %, mithin auf 
% eindeutig, stetig und innerhalb 9( harmonisch. Was femer die 
Werthe des allgemeinen Gliedes 9?(»+i)— ^(») am Rande a der Fläche 
% betrifft, so ergiebt sich nach (8.) und (7.): 

also nach (14.): 

Max abs ((pa(«+*) - ipj^^) ^ A (j/iT)"""' , 

wo A und X Constanten sind, und x < 1 ist. Zufolge des allge- 
meinen Convergenztheorems [pg. 435] ist daher die Reihe conver- 
gmt, und <!> selber eine Fundamentalfunction der Fläche 91. Jenes 
lässt sich aber, nachdem seine Convergenz constatirt ist, offenbar 
auch so schreiben: 

= lim,«« [(g>' - <p) + (<p" - 9)') • . • + (9^"+'^ - 9>^"0], 
d. i. BS lim„==oo [— 9> + y^**"^*^], oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt: 
(16.) «= — 9? + l™«=oo y("). 

Analoge Betrachtungen sind, wie leicht zu übersehen, anstell- 
bar hinsichtlich der Functionen V', ^', ^", . . . ; so dass man also 
zu folgendem Resultat gelangt: Wird 

(17.) = — y -f limn«« 9^*^ M«d V «= — ^ + lim„=ao V^"> 

gesetzty so repräsentirt eine Fundamentalfunction der Fläche Ä, 
andererseits V eine Fundamentalfunction der Fläche 83. 
Setzt man jetzt 

I für alle Punkte der Fläche %: Q = -f 9, 
(andererseits für alle Punkte von S3: Q = V + ^; 

so sind die so definirten beiden Functionen Q auf dem Deckungs- 
gebiet @a/9 unter einander identisch, wie sich leicht zeigen lässt. 



(18.) 
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Mit Bücksicht anf (17.) ist nämlich 

I auf «: Q = lim„^«, «p^**^ . 

(andererseits auf 33: Q =■ lim^^gp ^^**^ . 
Auf dem Gebiet &„a ist daher die Differenz der beiden Functionen Q 

also => 0, wie sich, auf Grund der Formeln (14.), durch Benutzung des 
Convergenz-Theorems [(16.) pg. 436] sofort ergiebt Q, e. cL 

Solches constatirty ist also jetzt auf der ganzen Fläche 9{ nur 
eine einzige Function Q ausgebreitet; und diese ist definirt durch die 
Formeln (18.), die mit Rücksicht auf (5.) auch so darstellbar sind: 



(19.) 



{ 



auf«: Q = (D +1^*- U^^^% 
auf S3: Q = V. 



Nun ist <t>, nach (17.), eine Fundanientalfunction der Fläche Sl. Glei- 
ches gilt aber auch von ü^*^*, und, abgesehen von den ünstetig- 
keitsstellen der Function F*, auch von F* selber. Andererseits 
ist, nach (17.), V eine Fundamentalfunction der Fläche S3, Und mit 
Rücksicht auf diese Eigenschaften von 0, C7«'^*, F* und V, folgt 
aus (19.) sofort, dass die Function Q, abgesehen von den Unstetig- 
keitsstellen von F*, auf 91 eindeutig, stetig und harmonisch ist, und 
dass ferner innerhalb « die genannten drei Eigenschaften der Dif- 
ferenz Q — JF* anhaften. Demgemäss repräsentirt also Q die Lösung 
der gestellten Aufgäbe (4.). — Man gelangt also zu folgendem 

Satz. — Auf einer Biemann'schcfi Kugelfläche SR sei irgend eine 
Normalcalotte 31 abgegrenzt. Femer rqn'äsentire f*(ß) eine nur auf 
Ä gegebene monogene Function, die innerhalb Ä irgend wdche Unstetig- 
keitsstdlen besitzt, hiervon abgesehen aber auf % eindeutig und stetig 
ist. Endlich sei der reelle Theil von f*{z) mit F* bezeichnet: 

(20.) F* = Rth f*(z). 

Alsdann wird man stets eine reelle Function Q = Q(x,y) zu con- 
struiren im Stande sein, von solcher Beschaffenheit, dass Q, abgesehen 
von jenen ünstetigJceit^stellen der Function F*, auf 91 eindeutig, 
stetig und harmonisch ist, femer von solcher Beschaffenheit, dass 
die genannten drei Eigenschaften innerhalb % der Differenz Q — F* 
aiihaften. 
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§ 8. 

Ueber die Constmirbarkeit monogener Fnnotionen mit 

vorgesohriebenen Unstetigkeiten. 

Nimmt man insbesondere für f*{z) eine Function, deren ün- 
stetigkeit innerhalb % auf irgend ein Linienelement l sich beschränkt, 
und vertauscht man zugleich die Buchstaben Ä, F*, Q respective 
mit %f U*y Uy so gewinnt der vorhergehende Satz folgende Gestalt: 

Satz. — Auf einer Riemann'schen Kxydfläche 91 sei irgend eine 
NormalcäloUe % abgegrenzt Ferner repräsentire 

(A.) f*{z) = u* + ir* 

eine nur auf % gegd>ene Function, die in irgend einem innerhalb 
% liegenden Linienelement l unstetig, sonst aber auf % eindeutig 
und stetig ist. 

Alsdann wird stets eine reelle Function 

construirbar sein, von solcher Beschaffenheit, dass U, abgesehen von l, 
auf 91 eindeutig, stetig und harmonisch ist, femer von solcher 
Beschaffenheit, dass diese drei Eigenschaften innerhalb % der Dif- 
ferenz ü — U* anlhaftetu 

NB. Dos gegebene Linienelement l kann beliebig kurz, also z. B. 
atich ein Punkt sein. 

Wir wollen jetzt die Function U als wirklich construirt be- 
trachten, und eine neue Function V zu bilden suchen, der Art, dass 
U -\- iV eine monogene Function von z ist. Dabei wird Gebrauch 
zu machen sein theils von den Flächen 91, ^abcj ^abch ^atamy theils 
von den Flächen % und %i. 

Wie gewöhnlich [vgl. die Bemerkang pg. 186] boU ä^^^ diejenige ein- 
fach zusammenhängende Fläche sein, in welche ffi durch die bekannten Rie- 
mann'schen Schnitte a^, b^, c^ übergeht. Dabei sollen aber diese Schnitte 
der Art construirt gedacht werden, dass die gegebene Calotte % von ihnen 
völlig verschont bleibt. Ferner soll 31^,^^^ diejenige, ebenfalls einfach su- 
sammenhängende Fläche sein, in welche 51^^ durch zwei Schnitte l, m über- 
geht, von denen der erstere längs der gegebenen Linie l fortläuft, während 
der letetere eine Fortsetzung des erstem bis zum Rande von 31^^^ vorstellt, 
[ebenso wie früher, pg. 221]. 

Endlich sollen 91^^^ und %^ diejenigen Flächen sein, in welche Ä^^ 

und % durch einen einzigen längs l ausgeführten Schnitt sich verwandeln. 

Bei den folgenden, etwas complicirten Betrachtungen sind nun, 

was die Eigenschaften der gegebenen Function f*(z) = Z7* + iV* 
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und der construirten Function U betrifft^ namentlich drei Funkte 

im Auge zu behalten. 
(1.) Erstens: Die monogene Function f*(ßi) = 17* + iV* ist^ mit 

Ausnahme von l, auf % eindeutig und stetig. 
(2.) Zweitens: Die reelle Function U ist, mit Ausnahme von l, auf 

der ganzen Fläche 9{^ mithin z. B. auch auf^tabam eindeutig y stetig 

und harmonisch. 
(3.) Drittens: Die Differenz U— U* ist innerhalb % ausnahmslos 

eindeutig, stetig und harmonisch. 

Markirt man jetzt innerhalb %i irgend zwei Punkte Zq und z, 

so ist die Differenz der zugehörigen Werthe F* nach (1.) darstell- 
bar durch die Formel: 

d. i. durch die Formel: 

(4.) r.-F..-/(^.,-^5,.), Kl. 

die Integration von Zq und z jedesmal hinerstreckt gedacht über 
eine innerhalb Xi liegende Curve, wie solches angedeutet ist durch 
das beigesetzte [%i]. Nimmt man also z. B. für die Integrations- 
curve irgend eine innerhalb % um l herum und in sich zurück- 
laufende Curve T, so erhält man: 

Andererseits aber folgt aus (3.)^ unter Anwendung eines früheren 
Satzes [(8.) pg. 391], sofort: 

also, falls man diese Formel zur vorhergehenden addirt: 

Der soeben citirte Satz [pg. 391] ist aber auch auf U selber 
anwendbar. Die Fläche 9taAeim ist nämlich einfach zusammenhängend, 
und zerfällt also durch jedweden Rückkehrschnitt ö in zwei ge- 
trennte Stücke, von denen eines blos von 6 selber begrenzt ist. 
Die Anwendung jenes Satzes auf dieses Stück liefert daher, falls 
man die in (2.) angegebenen Eigenschaften von U beachtet, die 
Formel: 
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Diese Formel ist also gültig für jedwede innerhalb ^aMm liegende 
geschlossene Curve <y; wie solches angedeutet sein soll durch das 
beigesetzte [SHofteim]* 

Jetzt führen wir eine neue Function V ein, indem wir setzen: 

c 

wo c irgend ein fester Punkt sein soll. Alsdann ist offenbar 

dV du , dV dU ..,. TT i 'TT ' I? * 

^ = — K- und -^ =« ^ -^ mithm U -f- tV eme monogene Func- 
tion von jer = a; + ^y« Ferner ergiebt sich aus (2.) und (6.), dass 
V innerhalb ^iabcim eindeutig und stetig^ und in den Curven a», 6„ 
Cx, m mit Constanten Differenzen behaftet ist. Diese Differenzen 
sind übrigens in den Curven Cx durchweg = 0, wie man leicht 
übersieht [vgl. die Betrachtungen auf pg. 216]. und die Differenz 
in der Curve m ist ebenfalls »= 0, zufolge (5.). Demgemäss besitzt 
also V die Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit nicht nur 
innerhalb ^aMm^ sondern auch innerhalb ^abi* Und das Binom 
f/-j- fF repräsentirt daher eine monogene Function von e^ die inner- 
(8.) halb ytabi* eindeutig und stetig, überdies aber in den Curven a^y 6« mit 
Constanten rein imaginären Differenzen behaftet ist Es bleibt noch 
übrig, das Verhalten dieser Function in der Linie /, oder allgemeiner 
auf der Calotte % zu untersuchen; wobei zunächst bemerkt sein 
mag, dass in der Formel (7.) statt [8ta^Kr/w] auch \ytabi] geschrieben 
werden darf, weil V in den Curven Cx und m keine Differenzen also 
keine Stetigkeitsunterbrechungen darbietet. Jene Formel (7.) ist mit- 
hin ersetzbar durch die etwas einfachere: 

(9.) ^=f&^^y-'^^^)' [^»-«^ 

c 

Nach (3.) ist nun U — U* innerhalb % eindeutig, stetig und 
harmonisch. Gleiches aber gilt daselbst auch von V — F*. Markirt 
man nämlich innerhalb %i zwei Punkte Zq und z, so ist die Differenz 
der zugehörigen Werthe F* darstellbar durch die Formel (4.): 

andererseits aber die Differenz der zugehörigen Werthe F, zufolge 
(9.), darstellbar durch die analoge Formel: 
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^-yo=f{^äy-'^ä.), [2;,], 

die Integration jedesmal hinerstreckt über eine von Zq nach 
gehende und innerhalb %i bleibende Curve. Durch Subtraction der 
beiden letzten Formeln folgt: 

(10.) r-F.-7.-F.-+/(2£^.y-?^^.«), [S,J. 

Nach (3.) ist aber U — U* innerhalb % ausnahmslos eindeutig, 
stetig und harmonisch. Somit folgt aus (10.), dass V — V* inner- 
halb % ausnahmslos eindeutig und stetig ist. Und demgemäss toird 
also innerhcLÜb % auch 
(11.) {ü+iV) — {ü* + iV*) 

ausnahmslos eindeutig und stetig sein. Dies Ergebniss mit dem 
früheren Resultat (8.) zusammengefasst, gelangt man zu folgendem 
.Theorem. — Auf einer Biemann'schen Kugelfläche 91 sei ein 
Liniensegment l gegeben^ welches beliebig kurg, also z, B. auch ein 
,^v Punht sein kann. Jedenfalls aber sei l von solcher Lage und Grösse^ 
^ '^ dass auf 91 eine Normalcalotte % angebbar ist, innerhalb deren l 
sich befindet. Femer bezeichne f*{z) eine blos auf % gegebene mono- 
gene Function, die in l unstetig, sonst aber aufX eindeutig und stetig 
ist. — Alsdann wird stets eine monogene Function f{ss) von folgenden 
Eigenschaften construirbar sein: 

I. f(0) ist, mit Ausnahme von l, a^, bx (x = 1, 2, • • • jp), auf SR 
eindeutig und stetig. 

IL f(0) ist im Bereich von l durch die Formel 

f{z)=^f*{g) + [eindeut. stet. Funci] 

darstellbar, überdies aber in den Curven a^, bx mit constanten rein 
imaginären Differenzen behaftet. 

^Etwas einfacher gestaltet sich der Satz, wenn l ein Punkt ist. 
Denkt man sich z. B. auf 9i irgend einen Punkt c markirt, das 
Bereich desselben mit Vi(c,js), respective Sl(y, 5) bezeichnet, und 



gesetzt, wo N irgend eine positive ganze Zahl sein soll, so ist offen- 
bar stets eine Normalcalotte angebbar, innerhalb deren c sich befindet. 
Denn man erhält eine derartige Calotte einfach dadurch, dass man 
den Rand des Bereiches VL(c,0) in geeigneter Weise determinirt 

Neumann, Aberscho Integrale. 8. Aufl. 00 
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Man darf somit im vorhergehenden Theorem für { den Pankt c, 
und für f*{ss) die soeben genannte Function nehmen , und gelangt 
so zu folgendem 

Satz. — Markirt man auf einer Riemann'schen Ktigelftäche Sft 

irgend einen Punkt c, bezeichnet man ferner das Bereich dieses Punktes 

(C.) mit U(c, jgf), respective 3l(y, 0> "^^ versteht man ausserdem unter N 

eine beliebig gegebene Zahl aus der Beihe 1,2, 3, . . ., so unrd stets 

eine monogene Function f\js)vofi folgenden Eigenschaften construirbar sein : 

L Sie isty mit Ausnahme des Punktes c und der Linien ax, 6«, 
auf SR eindeutig und stetig, 

IL Sie ist im Bereich des Punktes c durch die Formel 

fU) «= ^ ^ + [eind. stet. Funct.] 

darstellbar^ daselbst also mit einem Pol N^^ Ordnung behaftet-^ und sie 
besitzt überdies in den Linien a«, b^ constante rein imaginäre 
Differenzen. 

§9. 
Beweis der memann'schen Existenstheoreme. 
Bezeichnet 91 eine Riemann'sche Eugelfiäche, und c irgend einen 
auf 9i markirten Punkt, so wird sofort eine Function r{z) angebbar 
sein, die im Bereich von c eindeutig und stetig ist, und die über- 
dies in diesem Bereich keinen Nullpunkt hat, ausser einem in c selber 
(1.) befindlichen Nullpunkt erster Ordnung. Auch übersieht man sofort, 
dass die Function r{z) durch diese Anforderungen noch keineswegs 
bestimmt ist, dass also unendlich viele derartige Functionen r{g) 
existiren. Sind r{z) und r'{z) irgend zwei derselben, so wird der 
Quotient 

(^■) m 

eine Function sein, die im Bereich von c ausnahmslos eindeutig, 
stetig und nichtverschwindend ist. 

Ich habe hier die Bezeichnung r oder r(z) genau in demstlben 
Sinne gebraucht, wie es von Biemann geschehen ist [vgl. die Be- 
merkung pg. 200]. 

Dies vorangeschickt, mag nun, ebenso wie in (B.) pg. 465, auf 
81 irgend ein Liniensegment l von solcher Lage und Grösse gegeben 
sein, dass eine Normalcalotte % angebbar ist, innerhcdb deren l 
sich befindet. Diese Calotte % kann mittelst der Substitution 

(3.) :i;=5"" . 
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in eine in der g- Ebene liegende einblättrige Kreisfläche verwandelt wer- 
den. Dabei bezeichnet m die Blätteranzahl von %, ferner c den 
Windungspunkt von % (oder, falls m = 1 , einen beliebigen Punkt 
innerhalb X), endlich c' den in Bezug auf die Randcurve der Calotte 
zu c conjugirten Punkt. Bei dieser Umwandlung wird das innerhalb 
der Calotte % befindliche Liniensegment l, dessen Endpunkte c^y c^ 
sein mögen, in ein innerhcdb der Kreisfläche liegendes Liniensegment 
A übergehen, dessen Endpunkte y^, y^ heissen mögen. 
Die Function 

(4.) . ''(0=1^^: 

ist alsdann auf jener Kreisfläche, mithin auch auf % selber regulär, 
und daselbst nur mit einem Pol und ebenso nur mit einem Null- 
punkt behaftet Ersterer liegt in y^ respective c^y letzterer in y^ 
oder Cg, und beide sind erster Ordnung. Definirt man also jetzt 
eine neue Function /**(«) mittelst der Formel 

SO wird dieselbe, bei geeigneter Einschränkung . der Integrations- 
curve, auf %, abgesehen von Z, eindeutig und stetig, in l mit der 
(6.) Constanten Differenz 2xi behaftet, und in den Bereichen der Punkte 
c^ und Cg respective durch die Formeln 

f*{z) = _ log (g — yj + [eind. stet. Funct.], 
f*{z) = + log (g - y^) + [eind. stet. Funct] 
darstellbar sein, [wie solches aus dem Satz (F.) pg. 231 sofort folgt]. 
Absichtlich soll awcÄ weiterhin irgend eine specielle Voraussetzung 
über die Lage der Linie l innerhalb % vermieden werden. Ob also 
irgend ein Punkt der Linie Z, z. B. einer ihrer Endpunkte o^, C2 
mit dem Windungspunkt c der Calotte % zusammenfällt, soll völlig in 
suspenso bleiben. Wie dem auch sei, jedenfalls wird die Function 
5 — ?! (zufolge ihrer Definition) im Bereich des Punktes Cj ein- 
deutig und stetig sein, und daselbst keinen Nullpunkt haben, ab- 
gesehen von einem in c^ selber liegenden Nullpunkt erster Ordnung. 
Genau dieselben Eigenschaften besitzt aber nach (1.) auch r^i/), 
falls man nämlich unter r^{0) irgend eine beliebige unter den dem 
Punkte q zugehörigen Functionen r(z) versteht. Demgemäss ist also 

^~y^.^E,{z)y 

wo Ei{z) eine Function vorstellt, die im Bereich von c^ eindeuiigy 

80* 
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stetig und nichtverschtoindend ist Setzt man also dieser Formel ent- 
sprechend 

log it — n) = log r,{e) + log E,{z), 
so werden sich dabei die Logarithmen in solcher Weise festsetzen 
lassen, dass log (g — y^) mit dem in (7.) yorliandenen Logarithmus 
identisch, und dass gleichzeitig log ^^ (z) im Bereich von c^ eindetttig 
und stetig ist Solches ausgeführt gedacht, ist also: 

log (? — ^i) = log ri(je?) + [eind. stet. FunctJ. 
In analoger Weise erhält man offenbar: 

log (5 — y^) =** log ^2 W + [eind. stet. Funct.]; 
und demgemäss kann man also die in (6.), (7.) gegebene Charak- 
teristik der Function f*{z) gegenwärtig auch so aussprechen: 

Die Function f*(/) ist, abgesehen von der Linie i, auf der 
Calotte % eindeutig und stetig. Sie ist längs der von c^ nach c^ 
laufenden Linie l mit der constanten Differenz 2n% behaftet: 
(8.) längs l: r(X) - r{(f) = 2»*. * 

Und sie ist endlich in den Bereichen der Punkte c^ und c^ respee- 
tive durch die Formeln darstellbar: 

/^(;jf) = — log ri(j8f) -f [eind. stet Funct.], 

f*(js) = + log r^{0) + [eind. stet Funct.]. 

Auf diese Function f*{0) ist somit das Theorem (B.) pg. 465 
ohne Weiteres anwendbar, ebenso auch auf die Function Cf*{z)y 
falls nämlich C irgend welche Constante vorstellt. Man gelangt 
daher zu folgendem Resultat: 

Satz. — Auf einer Biemann' sehen Kugelfläche 91 sei ein Linien- 
Segment l mit den Endpunkten q, Cg gegeben von solcher Lage und 
Grösse, dass auf 91 irgend eine Nomicdcalotte angebbar ist, innerhalb 
deren l sich befindet, Ueberdies sei gegeben eine beliebige Constante C 
Alsdann wird stets eine monogene Function f{z) von folgenden Eigen- 
schaften construirbar sein: 

I. Sie ist^ mit Ausnahme der Linien l und a*, 6x, auf 91 ein- 
deutig und stetig, 

IL Sie ist in den Bereichen der Punkte c^ und c^ respective durch 
die Formeln 

f{z) = — (7 log r^{z) -f [eind. stet. Funct.], 
f(js) = + C log r^{z) + [eind. stet. Funct] 
da/rsteIXbar , und gleichzeitig in der von c^ nach c^ laufenden Linie l 



(9.) 



(D.) 
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mit der constanten Differene C . 2ni behaftet. Ueberdies besitzt sie 
in den Curven «x, 6* constante rein imaginäre Differenzen. 

Dabei bemchnen r^{0) und r^(js) die den Funkten q und c^ m- 
gehörigen -Riemann'scJien Functionen r{z); [vgl. (1.) pg. 466]. 

Stillschweigend haben wir bis jetzt stets vorausgesetzt, das 
Linienelement l solle die Curven c^y b» weder schneiden noch be- 
rühren. Man übersieht aber leicht ^ dass die gefundenen Sätze fast 
genau in gleicher Weise auch dann noch ableitbar sind, wenn l 
seiner ganzen Länge nach in eine jener Curven hineinfällt. Man 
erhält alsdann z. B. an Stelle des letzten Satzes, indem man gleich- 
zeitig für C die Constante - — r eintreten lässt, folgenden Satz: 

Satz. — Irgend eine der 2p Curven a^y K möge mit s bezeichnet^ 
und diese Ourve s durch ztvei Punkte c^ und c^ in zwei Theile l und 
(s — t) zerlegt sein, und zwar in solcher Weise, dass auf 91 irgend eine 
Normalcalotte angebbar ist, innerhalb deren l sich befindet. Gleich- 
zeitig mögen jene Theilpunkte in solcher Auswahl mit c^, c^ bezeichnet 
sein, dass die Richtung qcj des Segmentes l zusammenfällt mit der 
Richtung von s selber. Alsdann wird stets eine monogene Function f{z) 
von folgenden Eigenschaften construirbar sein: 

L Sie ist, mit Ausnahme der 2p Curven ax, 6x, auf 91 ein- 
deutig und stetig. 

n. Sie ist in den Bereichen der Punkte c^ und c^ respective durch 
die Formeln: 

f(0) = — __ log rj^{0) 4- [eind. stet. Funct.], 

f(z) = -|- -g^ log r^(z) + [eind. stet. Funct.]. 

darstellbar. Sie besitzt femer in sämmtlichen Curven ax, bx, jedocJi in 
s nur längs des TheiUs {s --l) constante rein imaginäre Differenzen, 
längs l hingegen eine Differenz, die um 1 grösser ist als die längs (s — l). 

Bezeichnet man also die DiflFerenz längs (s — l) etwa mit iA, 
wo A eine reelle Constante vorstellt, so wird die Differenz längs l 
den Werth 1 -j- iA haben. 

Aus den beiden letzten Sätzen sind jetzt weitere Consequenzen 
zu ziehen, zunächst aus dem Satze (D.). Sind auf 91 zwei ganz be- 
liebige Punkte Cj, c^ markirt, und denkt man sich die 2p Curven 
ax, bx der Art eingerichtet, dass keiner der beiden Punkte hart an 
einer dieser Curven liegt, so wird man stets auf 9i von Cj nach c^ 
eine die Curven ax, bx vermeidende Linie L ziehen können. Hier- 
auf aber wird man L in einzelne Segmente l zerlegen können, deren 



Digitized by 



Google 



470 Achtzehntes Oapitel. 

jedes der in (D.) gestellten Anforderung entspricht Denkt man 
sich nun für jedes solches Segment l die im Satze (D.) angegebene 
Function f(z) construirt, und die Summe all* dieser Functionen f{z) 
mit F{z) bezeichnet, so gelangt man [die in (D.) aufbretende Con- 
stante (7 => l gesetzt] zu folgendem Resultat: 

Satz. — Sind auf SR irgend zwei Punkte c^, c, marJärtf femer 
die Curven a^, h^ so eingerichtet, dass jene Punkte von diesen Curven 
.p V durch irgend welche Zttnsdienräume getrennt sind, und ist endlich von 
Cj nach c^ auf 8t irgend eine die Curven üx, &x vermeidende Linie L 
gezogen, so wird stets eine monogene Function F(js) von folgenden 
Eigenschaften construirbar sein: 

I. Sie ist, abgesehen von den Linien l, a^, 6«, auf^ überall ein- 
deutig und stetig. 

IL Sie ist in den Bereichen der Punkte c^, c^ respective durch 
die Formeln 

F{z) = — log r^iz) -j- [eind. stet. Funct.], 

F{z) = + log r^{z) + [eind. stet. Funct.] 

darstellbar, und gleichzeitig in der von q nach c^ gehenden Linie L 

mit der constunten Differenz 2ni behaftet Ueberdies besitzt sie in den 

Curven ax, bx constante rein imaginäre Differenzen, 

In ganz analoger Weise führt endlich der Satz (E.), falls man 
die dortige Curve s ebenfalls in einzelne hinreichend kleine Segmente 
l zerlegt, für jedes solches Segment l die zugehörige Function f(e) 
construirt, und die Summe alF dieser Functionen fijs) mit F{z) be- 
zeichnet, zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man irgend eine der Curven a», bx mit s, so 
(G.) unrd stets eine monogene Function F{z) von folgenden Eigenschaften 
construirbar sein: 

I. Sie ist, mit Ausnahme der Curven ax, bx, auf SR überaU ein- 
deutig und stetig, 

II. Sie ist in den Curven ax, bx mit Constanten Differenzen be- 
haftet^ und zwar ist der reelle Theil der längs s vorJiandenen Differeng 
= 1; u)ährend die reellen TJieile der Differenzen fu/r die übrigen 
Curven ax, bx durchweg «= sind. 

Durch Superposition mehrerer derartiger Functionen F{z) ge- 
langt man alsdann sofort zu folgendem allgemeinem Satz: 
/g\ Satz. — Es wird stets eine monogene Function <t>{z) von folgen- 

den Eigenschaften construirbar sein: 

I. Sie ist, mit Ausnahme der 2p Curven ax, bx, auf SR überall 
eindeutig und stetig. 
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IL Sie ist in den Ourven ay, hx mit constanten Differenzen be- 
haftet, deren reeüe Theile beliebig vorgeschriebene WertJie besitzen. 

Dieser Satz (H.) ist aber nichts Anderes als das erste Existenz- 
theorem pg. 238. Femer ergiebt sich, durch Combiuation dieses 
Satzes (H.) mit dem früheren Satz (C.) pg. 466, die Richtigkeit des 
zweiten Existenztheorems pg. 239. Combinirt man endlich den Satz 
(EL) mit (F.), und beachtet man dabei die hinsichtlich der Func- 
tionen r{z) auf pg. 466 gemachten Bemerkungen, so erhält man den 
Beweis für die Richtigkeit des dritten Exktenztfieoretm pg. 239^ 
wenigstens innerhalb desjenigen Spielraumes, in welchem dieses 
Theorem bei den Untersuchungen des vorliegenden Werkes in An- 
wendung gebracht ist. 

Den genannten Existenztheoremen stehen gewisse Unitätstheoreme 
zur Seite. Ich habe mich im gegenwärtigen Capitel auf den Beweis 
der erstem beschränken können. Denn die letztem sind bereits 
früher absolvirt worden, durch die Sätze (1.), (2.), (3.) pg. 236. 
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472 Bezeichnungen und Abbreviatoren. 

Die in diesem Werk benutzten Bezeiclinangen 
nnd Abbreviaturen. 

Da es mir aas Erfahrung bekannt ist, wie schwer es oft wird, sich in dem 
Sprachgebrauch eines Autors zurechtzufinden, so benutze ich diese letzte 
Seite, um den Leser über die von mir benutzten Bezeichnungen und Abbrevia- 
turen zu Orientiren. 

I. Pnnkte. — Windungspunkte, pg. 67—74. 
Das Bereich eines Punktes, pg. 37. 

Das Bereich eines Punktes im ursprQnglichen und natürlichen Zustand, pg.94— 97. 
Pole oder polare ünstetigkeitspunkte, pg. 38. 
Niveaupunkte einer regulären Function, pg. 116, 117. 
Simultane Bahnen dieser Niveaupunkte, pg. 292 (dritte Zeile). 
Conjugirte Punkte, pg. 427. 

n. Linien und Schnitte. — üebergangslinien, pg. 68, 69, S4. 
Querschnitte und Bückkehrschnitte, pg. 148, 149. 
SigmafÖrmiger Querschnitt, pg. 148. 
Ströme, pg. 173. 

Die Biemann'schen Schnitte oder Ströme a, 6, c, pg. 17Ö — 186. 
Simultane Bahnen der Niveaupunkte, pg. 292 (dritte Zeile). 

HL Flachen. — Positive ümlaufung einer Fläche, pg. 3 und pg. 55. 
Horizontalebene und Antipodenebene, pg. 52, 53, etc. 
Windungsfläche, pg. 67—74. 
Ordnung der Windungsfläche, pg. 69. 
Elementarfläche, pg. 146. 
Einfach zusammenhängende Fläche^ pg. 146. 
Mehrfach zusammenhängende Fläche, pg. 159 (zweite Bemerkung). 
Punktirte Fläche, pg. 160. 

Grrundzahl einer Fläche oder eines Flächensystems^ pg. 162, 168 und 185. 
Normalcalotte und Normalzone, pg. 426. 
Abschnittförmige und gürtelförmige Verschmelzung zweier Flächen, pg. 447. 

lY. Fonctionen. — Functionen vom Charakter J?, pg. 87. 
Die Ordnungszahlen einer Function, pg. 40 und 102. 
Reguläre Functionen, pg. 117. 
Reguläre Functionen g**» Ordnung, pg. 117. 
Harmonisch, pg. 890. 
Fundamentalfunctionen, pg. 396. 
Unterscheidung von auf und innerhcdb, pg. 393 (Bemerkung). 

V. Zeichen. — Das Congruenzzeichen ~ und das neue Zeichen =}= haben 
die auf pg. 330 und pg. 337 (Note) angegebenen Bedeutungen. 
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Die RiemanrfscheWindungsfläche erster Onlnuii^ 

Vergl. Seile 64-71 



Eschehach & Schaefer Leipzii/. 
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